MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD * ESPACES VECTORIELS NORMES

] Remplacement de I'inégalité triangulaire

Montrer que la propriété d’inégalité triangulaire d’une norme peut étre remplacée par la
convexité de la boule unité (I'ensemble des x € E tels que N(x)<1 est un convexe de E).
Indlication : s’inféresser au segment d’extrémités les vecteurs unitaires associés a x et y.

2 Caractérisation des normes euclidiennes

Montrer qu’une norme est euclidienne si et seulement si elle vérifie I'identité du parallélo-
gramme.

3 X Existe-1-il des normes dans .,,(K) invariantes par similitude ?

4 Dans E =R[X], on considére les normes Ni(P)= sup |P(t)| et N,(P)= sup |P(t)|.
tel0;1] te[1;2]

L'ensemble Q= {P € E | P(0) # 0} est-il ouvert pour la norme N; ? pour la norme N, ?
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5 Suites de Cauchy - Espaces complets
Dans un espace vectoriel normé (E, ||||), une suite u est dite de Cauchy lorsque

Ve>0, INeNN, Vn,peN, n>N=>||u,,+p—u,l||<s.

Cela se traduit aussi par u, — u; ————
P q—+0o0

1. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.
Lorsque la réciproque est vraie, on dit que I'espace vectoriel normé (E, ||-||) est complet.
2. Montrer que (K, |-|) est complet.

3. Montrer que (6([0,1],R), N;) n"est pas complet.
On pourra introduire les fonctions déefinies par

fn(x):zx— pour x €[0,1] et n e N*
k=1

4. Montrer qu’un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute série absolument
convergente d valeurs dans cet espace est convergente.

6 X Soient E un espace vectoriel normé, F un sous-espace fermé de E et G un sous-espace

vectoriel de dimension finie de E. Montrer que F + G est fermé.
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7 Cenfrale-Mines On munit le R-espace vectoriel £°(R) des suites réelles bornées de la

norme
llulloo = sup ||
nelN

Déterminer si les sous-ensembles suivants sont fermés ou non :
A= {suites croissantes}

B ={suites convergeant vers 0}

C = {suites convergentes}

D = {suites admettant 0 pour valeur d’adhérence}

E = {suites périodiques}

F ={suites ferme général d’une série absolument convergente}.

8 Centrale Soit ( u, ) une suite réelle telle que w41 —u, — 0 et u, — +oo. Soit (v,) une suite
réelle telle que v, — +oo.

1. Onfixe deuxréels a et b telsque a < b. Pour p et g dans IN, on pose (w,,) = (u,,+p - vq). Montrer
que I'on peut choisir p et g de telle sorte que I'on ait wy < a et |w,11 —w,| < (b—a)/2 pour
tout n e N.

. Montrer que {u,— vy, (n,p)eN?} est dense dans R.

. Déterminer I'adhérence de {sin(u,), n €N},

. Déterminer I'adhérence de {u, —|u,|, n €N}

. Quel est I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u, —|u,])?
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9 X-ENS : Topologie maticielle
1. Déterminer I'adhérence, I'intérieur et la frontiere de I'ensemble des matrices diagonali-
sables dans .#,,(C).
2. Méme question dans .#,(R).

Pour I’'adhérence, on pourra vérifier que si P est un polyndme réel unitaire de degré n, alors
il est scindé si et seulement si pour fout z € C, [Imz|" < |P(z)|.

] 0 X-ENS : Topologie des classes de similifudes On appelle classe de similiftude d'une
matrice Ae .,(C) I'’ensemble des matrices semblables & A.

1. On suppose que A e .#,(C) est diagonalisable.

(a) Montrer que B € ., (C) est semblable a A si, et seulement si,
xa=xp €t mu(B)=0,

(b) En déduire que la classe de similitude d’une matrice diagonalisable est une partie
fermée.

2. Inversement, on suppose que la classe de similitude d’une matrice A € . ,(C) est une partie
fermée.
(a) Montrer que cette classe de similitude contient au moins une matrice triangulaire su-
périeure T.
(b) Pour k e IN*. On introduit la matrice diagonale Dy = diag(k, k?,..., k™). Calculer Dy TD; .
(c) Etablir que A est diagonalisable.
3. Quelles sont les matrices de ., (R) dont la classe de similitude est fermée ?
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