
MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD ∗ PROBABILITÉS

1 X-ENS : exemple de tribus
Soit I une partie non vide de N. On note N(I ) l’ensemble des familles presque nulles d’entiers naturels

indexées par I . Pour X partie de N(I ), on note

AI (X ) =
�

a ∈N(N), ∃x ∈ X , ∀i ∈ I , ai = xi

	
etAI =
�

AI (X ), X ∈P �N(I )�	.
1. Montrer que AI est une tribu sur N(N).
2. Étant donné deux parties I et J de N, montrer que AI∩J =AI ∩A J ,
3. Étant donné deux parties I et J de N, montrer que AI∪J est la tribu engendrée parAI ∪A J .

2 Non dénombrabilité de l’univers
Existe-t-il un espace probabilisé (Ω,T ,P) dénombrable sur lequel soit définie une suite (Xn )n¾1 de va-

riables aléatoires de Bernoulli mutuellement indépendantes et de même paramètre p ∈]0, 1[?

3 Écart à l’indépendance
Soient A, B deux événements d’un espace probabilisé. Montrer que

|P(A ∩B )−P(A)P(B )|¶ 1

4
.

On pourra utiliser des fonctions indicatrices.

4 Pile ou Face : longueur des premières séquences
On joue à Pile ou Face ; la probabilité d’obtenir Pile est p , celle d’obtenir Face est 1−p . On appellera

séquence une suite de tirages consécutifs identiques précédés et suivis de tirages différents. Voici deux
issues :

P F F P P P F P F F F . . . F F F P F P P F P F P P P . . .

Dans la première issue, la première séquence est P , la seconde est F F . Dans la deuxième issue, la pre-
mière séquence est F F F , la seconde est P .

1. Donner la loi de la longueur L1 de la première séquence, son espérance et sa variance.
2. Donner la loi de la longueur L2 de la deuxième séquence, son espérance et sa variance.
3. Montrer que E(L1)¾E(L2) et V(L1)¾V(L2).
4. Calculer Cov(L1, L2).
5. Calculer la limite lorsque m→+∞ de P(L2 = n | L1 =m )

5 Fonction de répartition
Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction de répartition de X la fonction

FX : x ∈R 7→P(X ¶ x ).

1. Montrer que FX est croissante et déterminer ses limites en ±∞.
2. Montrer que pour tout x ∈R, FX (t )−−−→

t→x+
P(X ¶ x ) et FX (t )−−−→

t→x−
P(X < x ).

Traduction en terme de continuité?
3. En déduire que deux variables aléatoires réelles ont même loi si et seulement si leurs fonctions de

répartition sont égales.
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6 Très classique : lemme de Borel-Cantelli Soit (Ω,A , P ) un espace probabilisé. Si (An )n∈N est une
suite d’événements (d’éléments deA , donc).

1. Déterminer, en utilisant des ∩, des ∪ et éventuellement des complémentaires, un évènement B…
(a) …tel queω ∈Ω appartienne à B si et seulement siω appartient à tous les An à partir d’un certain

rang.
(b) …tel que ω ∈Ω appartienne à B si et seulement si ω appartient à une infinité de An .
(c) …tel que ω ∈Ω appartienne à B si et seulement si ω appartient à au plus un nombre fini de An .
(d) …tel que ω ∈ Ω appartienne à B si et seulement si ω n’appartienne à aucun An à partir d’un

certain rang.
On note

lim sup
n→+∞

An =
+∞⋂
p=0

�
+∞⋃
n=p

An

�
.

2. Montrer que lim sup
n→+∞

An est un événement.

3. Que signifie ω ∈ lim sup
n→+∞

An ?

4. L’intersection qui sert à définir lim sup
n→+∞

An est-elle décroissante? croissante? Ni l’un ni l’autre?

5. Lemme de Borel-Cantelli, version « facile » : On suppose que
∑

P(An )<+∞. Montrer que

P

�
lim sup

n→+∞
An

�
= 0.

6. Que signifie le résultat précédent?
(a) Presque sûrement, à partir d’un certain rang, aucun événement An ne se produit.
(b) Presque sûrement, une infinité d’événements An se produisent.
(c) Presque sûrement, à partir d’un certain rang, tous les événements An se produisent.
(d) Presque sûrement, une infinité d’événements An ne se produisent pas.

7. Borel-Cantelli « difficile » : On reprend les notations de Borel-Cantelli « facile », mais on change les
hypothèses : on suppose

∑
P(An ) = +∞ et les An indépendants. On veut montrer que

P

�
lim sup

n→+∞
An

�
= 1.

L’évènement lim sup
n→+∞

An est un évènement «asymptotique», lorsque les An sont indépendants il est de
probabilité 0 ou 1. C’est un exemple de vérification d’un résultat appelé la loi du 0−1 de Kolmogorov.
(a) Montrer que, pour tout n ∈N, P �An

�
¶ e−P(An ).

(b) En déduire que, pour tout p ∈N, P
�
+∞⋂
n=p

An

�
= 0.

(c) Conclure.
8. Un « singe dactylographe » tape sur une machine à écrire : à chaque frappe, il tape aléatoirement,

avec même probabilité, une des 26 lettres de l’alphabet. Il ne s’arrête jamais. Montrer qu’il tapera
presque sûrement une infinité de fois le mot JTKU, les Mémoires du Duc de Saint Simon, le poème
« Demain, dès l’aube… », etc…(pour ces deux derniers exemples, on néglige ponctuation, espaces,
accents…).

9. (a) Donner la probabilité, lorsqu’on lance 2n fois une pièce équilibrée (n ¾ 1), d’obtenir exactement
n fois Pile et n fois Face. Calculer un équivalent de cette probabilité, en utilisant par exemple
la formule de Stirling.

(b) Trois parties équitables de Pile ou Face, indépendantes, se déroulent simultanément sur trois
tables. Montrer que, presque sûrement, il y a au plus un nombre fini d’instants auxquels on a
égalité simultanément sur les trois tables de jeux (ie un nombre fini de n tels qu’après 2n lancers,
on ait à chaque table obtenu exactement n fois Pile et n fois Face).
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7 Fonction caractéristique Onappelle fonction caractéristique d’une variable aléatoire X prenant

ses valeurs dans Z, l’application φX :R→C donnée par φX (t ) =E
�
eit X
�

.

1. Vérifier que φX est définie, continue sur R et 2π-périodique.
2. On suppose que X admet une espérance. Vérifier que φX est de classe C 1 sur R et exprimer E(X ) à

l’aide de φ′X .
Que peut-on dire si X est de variance finie? Exprimer alors V(X ) à l’aide de φX .

3. Application : Retrouver les valeurs connues de l’espérance et la variance d’une loi géométrique.

8 Théorème de Beppo-Levy (limite d’espérance par convergence monotone)
On considère une suite (Xn ) de variables aléatoires définies sur un univers probabilisé (Ω,A ,P), à valeurs

dans N, croissante :
∀n ∈N, Xn ¶ Xn+1.

On suppose de plus que la suite numérique (E(Xn )) converge.
On note X la limite simple de (Xn ), à valeurs dans N∪{+∞}.
On admet que X est bien une variable aléatoire.
1. Montrer que, pour tout j ∈N, P(Xn ¾ j )−−−−→

n→+∞ P(X ¾ j ).

2. En déduire que X est presque sûrement finie (autrement dit, que P(X =+∞) = 0).
3. Montrer que X est d’espérance finie, et que E(Xn )−→E(X ).

Indication : On pourra introduire les fonctions ϕ j définies sur N par ϕ j (n ) =P(Xn ¾ j ).

4. Soit (Yn ) une suite de variables aléatoires discrètes à valeurs dans N tel que pour tout ω ∈Ω,∑Yn (ω)

converge vers Y (ω). Montrer que
+∞∑
n=0

E(Yn ) =E(Y ).

Remarque : le résultat reste valable lorsque les variables aléatoires sont à valeurs positives, non nécessai-
rement entières, mais est plus difficile à établir.

9 Très classique : Identité de Wald Soit (Xn )n∈N une suite de variables aléatoires de même loi et
d’espérance finie à valeurs dans N et N une variable aléatoire à valeurs dans N, d’espérance finie tel
que N et toutes les Xn soient indépendantes.

1. On suppose dans cette question que les Xn suivent une loiB (p ) de paramètre p ∈]0,1[ et que N suit
une loi P (θ ) de paramètre θ > 0.

Rappeler les fonctions génératrices, pour n ∈N, de Xn ,
n∑
ℓ=1

Xℓ et N puis déterminer la loi de Y =
N∑
ℓ=1

Xℓ

(on admet qu’elle définit bien une variable aléatoire discrète.)
2. Dans cette question, on suppose que les Xn suivent une même loi quelconque, et que N suit une

loi quelconque, toujours toutes à valeurs dans N et indépendantes.
Montrer l’identité de Wald

E

�
N∑
ℓ=1

Xℓ

�
=E(N )E(X1).

10 Très classique : inégalité de Chernoff
Soit X une variable aléatoire discrète réelle centrée et vérifiant |X |¶ 1.
On se donne (Xn )n¾1 une suite de vaiid de même loi que X et on pose Sn = X1+ · · ·+Xn pour tout n .

1. Montrer que pour tout λ> 0, E
�
eλX
�
¶ chλ¶ exp

�
λ2

2

�
.

2. Montrer que P(|Sn |¾ a )¶ 2exp

�
− a 2

2n

�
.
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11 X : inégalité de Tchebychev - Cantelli

1. Soit X une variable aléatoire discrète réelle qui admet un moment d’ordre 2. Montrer que pour tout
λ> 0,

P(X ¾E(X )+λ)¶ V(X )
V(X ) +λ2

.

2. Soit (Xn )n¾1 une suite de variables aléatoires indépendantes centrées ayant toutes unmoment d’ordre
2.
On suppose que pour tout n , V(Xn )¶ 1, et on pose N =min{n ∈N∗, Xn ¶ 1}.
Montrer que ea N est d’espérance finie pour tout a ∈ [0, ln 2[.

12 Entropie d’une variable aléatoire
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un ensemble fini X .
Pour chaque x ∈X , on pose p (x ) =P(X = x ).
On appelle entropie de X le réel H (X ) =−∑

x∈X
p (x ) log(p (x )) où l’on convient que 0log 0= 0.

1. Vérifier que H (X ) est un réel positif. À quelle condition celui-ci est-il nul?
Soient X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans des ensembles finis X et Y .
On appelle entropie conjointe de X et Y l’entropie de la variable aléatoire Z = (X , Y ), notée H (X , Y ).
2. On suppose X ⊥⊥ Y . Montrer que H (X , Y ) =H (X ) +H (Y ).
3. On appelle entropie de X sachant Y la quantité H (X | Y ) =H (X , Y )−H (Y ).

Vérifier que
H (X | Y ) =∑

y ∈Y
P(Y = y )H (X | Y = y )

avec
H (X | Y = y ) =−∑

x∈X
P(X = x | Y = y ) log(P (X = x | Y = y )).

13 Convergence en probabilité d’une suite récurrente

Soit q ¾ 3 et (tn )n¾0 une suite de vaiid de loi uniforme sur
§

k

q
, k ∈ ¹0, q −1ºª.

On pose T0 = 0 et pour tout n ∈N, Tn+1 = Tn +τ+ sin(2π(tn −Tn )).
1. Calculer E(Tn ) pour tout n .
2. Montrer qu’il existe λ ∈R tel que pour tout ϵ > 0,

P

�����Tn

n
−λ
����> ϵ�−−−−→n→+∞ 0.

On dit que la suite de variables aléatoire
�

Tn

n

�
converge en probabilité vers la variable aléatoire

constante λ.
Quand elle s’applique, la loi faible des grands nombres est la méthode la plus simple pour démontrer

une convergence en probabilité.

14 Convergence en probabilité dans un jeu de pile ou face
On joue à Pile ou Face. On note en la variable aléatoire qui vaut 1 si on obtient un nombre pair de

piles dans les n premiers lancers, 0 sinon.
1. Montrer qu’il existe ℓ ∈R tel que pour tout ϵ > 0,

P
���� e1+ · · ·+ en

n
− ℓ
���¾ ϵ�−−−−→

n→+∞ 0.
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2. Montrer qu’il existe ℓ′ ∈R tel que pour tout ϵ > 0,

P
���� e1e2+ · · ·+ en en+1

n
− ℓ′
���¾ ϵ�−−−−→

n→+∞ 0.

15 Retour à l’origine d’une marche aléatoire sur Z
Soit (Xn )n∈N∗ une suite de vaiid de Rademacher : elles prennent la valeur 1 avec probabilité p ∈]0, 1[ et

−1 avec probabilité q = 1−p .
On pose S0 = 0 et Sn = X1+ · · ·+Xn .
On pose an =P(Sn = 0) et on note bn =P(S1 6= 0, . . . ,Sn−1 6= 0,Sn = 0) la probabilité que le premier retour en

0 se fasse après n pas. On considère les fonctions génératrices associées A(s ) =
+∞∑
n=0

an s n et B (s ) =
+∞∑
n=0

bn s n .

1. Montrer que pour s ∈ [0, 1[, A(s ) = 1+A(s )B (s ).
2. Que vaut a2n+1 pour n ∈N? Exprimer a2n en fonction de p , q et n .

En déduire que A(s ) =
1p

1+4p q s 2
, puis la valeur de B (s ) pour s ∈ [0, 1[.

3. En déduire que la probabilité de retour à l’origine est 1− ��p −q
��.

4. Montrer que si p =
1

2
, le temps moyen de retour à l’origine est infini.

16 Convergence presque sûre et convergence en probabilité d’une suite de variables
aléatoires

Soit X une variable aléatoire et (Xn )n∈N une suite de variables aléatoires sur lemêmeespaceprobabilisé
(Ω,A ,P).

1. Montrer que l’ensemble des ω ∈Ω tels que Xn (ω)−−−−→
n→+∞ X (ω) est un événement.

On dit que (Xn )n converge presque sûrement vers X lorsque

P
�

Xn −−−−→
n→+∞ X
�
= 1

On dit que (Xn )n converge en probabilité vers X lorsque

∀ϵ > 0, P (|Xn −X |> ϵ)−−−−→
n→+∞ 0

2. Montrer que la convergence presque sûre entraîne la convergence en probabilité.
3. On suppose que, pour tout ϵ > 0, il y a convergence de la série

∑
P (|Xn −X |> ϵ). Utiliser le lemme de

Borel-Cantelli pour montrer que (Xn )n converge presque sûrement vers X .
4. Montrer que la convergence en probabilité de (Xn )n vers X entraîne la convergence presque sûre

d’une suite extraite
�
Xφ(n )
�

n
vers X .

17 Loi forte des grands nombres Soit (Xn )n une suite de variables aléatoires deux à deux indé-

pendantes et suivant toutes la même loi d’espérance µ et de variance σ2. On pose

Sn =
1

n
(X1+ · · ·+Xn )

et on veut montrer que P
�
Sn −−−−→

n→+∞ µ
�
= 1.

1. Montrer que l’on peut supposer µ= 0.
On suppose désormais que µ= 0.
2. Soit ϵ > 0. Montrer que

P (|Sn |> ϵ)¶ σ
2

nϵ2
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3. Établir que la suite extraite (Sm 2 )m∈N∗ converge presque sûrement vers 0.
Pour n ∈N∗, on note m = bpn c et

Tn =
1

n
(Xm 2+1+ · · ·+Xn )

4. Soit ϵ > 0. Montrer que
P (|Tn |> ϵ)¶ 2σ2

n 3/2ϵ2

5. Conclure que (Sn )n∈N2 converge presque sûrement vers 0.

18 Convergence en loi et séries génératrices On ne considère dans ce problème que des
variables aléatoires discrètes à valeurs dans N. Si (Xn )n∈N est une suite de variables aléatoires à valeurs
dans N, si X est une variable aléatoire à valeurs dans N, on dira que la suite (Xn ) converge en loi vers X
lorsque, pour tout entier naturel k ,

P (Xn = k )−−−−→
n→+∞ P(X = k )

1. Soit
�
ak ,n

�
(n ,k )∈N2 une famille de réels telle que

∀(k , n ) ∈N2,
��ak ,n

��¶M (1)

où M est un réel strictement positif.
Montrer que, pour tout n ∈N, la série entière

∑
k

ak ,n x k a un rayon de convergence supérieur ou égal

à 1.
2. On suppose encore que

�
ak ,n

�
(n ,k )∈N2 vérifie (1), et que, de plus, pour tout k ∈ N, la suite

�
ak ,n

�
n>0

converge vers une limite ℓk .
Montrer que la série entière

∑
k

ℓk x k a un rayon de convergence supérieur ou égal à 1 et que, pour

tout x ∈]−1, 1[,
+∞∑
k=0

ak ,n x k −−−−→
n→+∞

+∞∑
k=0

ℓk x k

3. On considère une suite de variables aléatoires (Xn )n∈N, on note GXn
la fonction génératrice de Xn .

Montrer que, si la suite de variables aléatoires (Xn ) converge en loi vers une variable aléatoire X ,
alors la suite
�
GXn

�
converge simplement vers GX sur ]−1,1[.

4. On considère encore dans cette question
�
ak ,n

�
(n ,k )∈N2 une famille de réels vérifiant (1). On note, pour

n ∈N et x ∈]−1, 1[,

hn (x ) =
+∞∑
k=0

ak ,n x k .

On suppose qu’il existe une suite (bn )n∈N bornée et telle que, notant

h (x ) =
+∞∑
k=0

bk x k

la suite (hn ) converge simplement vers h sur ]0, 1[.
Montrer qu’alors

a0,n −−−−→
n→+∞ b0

5. Si (Xn )n∈N est une suite de variables aléatoires à valeurs dans N, si X est une variable aléatoire à
valeurs dans N, montrer que (Xn ) converge en loi vers X si et seulement si la suite

�
GXn

�
converge

simplement vers GX sur ]0, 1[.
6. Montrer que, si chaque variable aléatoire Xn suit une loi binomiale B �n , pn

�
où npn −−−−→

n→+∞ λ > 0, la
suite (Xn ) converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi de Poisson.

7. Donner un exemple de suite (Xn )n∈N telle que la suite
�
GXn

�
converge simplement sur ]0, 1[ vers une

fonction qui n’est pas la fonction génératrice d’une variable aléatoire à valeurs dans N.
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