MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD * PROBABILITES

] X-ENS : exemple de tribus

Soit I une partie non vide de IN. On note INU) |'ensemble des familles presque nulles d’entiers naturels
indexées par I. Pour X partie de INU), on note

AX)={aeN™, IxeX, Viel, a;=x}

et .oy ={A,(X), X e2 (ND)},
1. Montrer que .<7; est une tribu sur N,
2. Etant donné deux parties I et J de IN, montrer que iy =N,
3. Etant donné deux parties I et J de IN, montrer que .y est la tribu engendrée par .«/; U.</;.

2 Non dénombrabilité de I'univers

Existe-1-il un espace probabilisé (2, 7,P) dénombrable sur lequel soit définie une suite (X,,),>; de vo-
riables aléatoires de Bernoulli mutuellement indépendantes et de méme parameétre p €]0,1[?

3 Ecata I'indépendance
Soient A, B deux événements d’un espace probabilisé. Montrer que

|IP(An B)—P(A)P(B)| <

N

On pourra utiliser des fonctions indicatrices.

4 Pile ou Face : longueur des premiéres séquences

On joue & Pile ou Face; la probabilité d'obtenir Pile est p, celle d’obtenir Face est 1—p. On appellera
séguence une suite de tirages consécutifs identiques précédés et suivis de tirages différents, Voici deux

issues :

PFFPPPFPFFF... FFFPFPPFPFPPP...

Dans la premiére issue, la premiére séquence est P, la seconde est FF. Dans la deuxieme issue, la pre-
miére séquence est FFF, la seconde est P.

1. Donner la loi de la longueur L, de la premiére séquence, son espérance et sa variance.

. Donner la loi de la longueur L, de la deuxiéme séquence, son espérance et sa variance.
. Montrer que E(L,) > E(L,) et V(L) > V(L,).

. Calculer Cov(Ly, L,).

. Calculer la limite lorsque m — +oo de P(L,=n | L, =m)

o N W N

5 Fonction de répartition
Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction de répartition de X la fonction
Fy:xeR—-P(X <x).
1. Montrer que Fx est croissante et déterminer ses limites en +oo.
2. Montrer que pour tfout x €R, FX(I):» P(X<x)et FX(t):» P(X < x).

Traduction en terme de continuité ?

3. En déduire que deux variables aléatoires réelles ont méme loi si et seulement si leurs fonctions de
répartition sont égales.
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6 Trés classique : lemme de Borel-Cantelli Soit (2, .7, P) un espace probabilisé. Si (A,,),ey €5t une
suite d’événements (d’éléments de .«/, donc).
1. Déterminer, en utilisant des N, des u et éventuellement des complémentaires, un éveénement B...

(a) ..tel que w e 2 appartienne & B si et seulement si w appartient & tous les A,, & partir d’un certain
rang.

(b) ...tel que w € appartienne & B si et seulement si w appartient & une infinité de A,,.

(¢) ..tel que w e appartienne & B si et seulement si w appartient & au plus un nombre fini de A,,.

(d) ...tel que w € 2 appartienne & B si et seulement si w n"appartienne & aucun A, & partir d'un
certain rang.

On note

+00 [ +00
limsup A, = A, .
map 4=
2. Montrer que lim sup A,, est un événement.

n—+o0

3. Que signifie w €lim supA,, ?

n—+00

4, Lintersection qui sert & définir lim sup A,, est-elle décroissante ? croissante ? Nil'un ni |’autre ?

n—+oo

5. Lemme de Borel-Cantelli, version « facile » : On suppose que Z]P(A,,) < +o0. Montrer que

P (lim supA,,) =0.
n—+00
6. Que signifie le résultat précédent ?
(a) Presque sGrement, & partir d’un certain rang, aucun événement A, ne se produit.
(b) Presque sGrement, une infinité d’événements A, se produisent.
(c) Presque sGrement, & partir d’un certain rang, tous les événements A,, se produisent.
(d) Presque sGrement, une infinité d’événements A, ne se produisent pas.
7. Borel-Cantelli « difficile » : On reprend les notations de Borel-Cantelli « facile », mais on change les
hypothéses : on suppose Z]P(A,,) =+o0 et les A, indépendants. On veut montrer que

]P(lim sup A,,)= 1.

n—+oo

L'événementlim sup A, estun événement «asymptotique », lorsque les A, sontindépendants il est de
n—+00

probabilité 0 ou 1. C’est un exemple de vérification d’un résultat appelé la loi du 0—1 de Kolmogorov.
(a) Montrer que, pour tout ne N, P(4,) < e 4,

+00

(b) En déduire que, pour fout p e N, P ( N AT) =0.

n=p

(c) Conclure.

8. Un «singe dactylographe » tape sur une machine & écrire : & chaque frappe, il tape aléatoirement,
avec méme probabilité, une des 26 leftres de I'alphabet. Il ne s’arréte jamais. Montrer qu’il tapera
presque strement une infinité de fois le mot JTKU, les Mémoires du Duc de Saint Simon, le poéme
«Demain, dés I'aube... », etc...(pour ces deux dermniers exemples, on néglige ponctuation, espaces,
accents...).

9. (a) Donner la probabilité, lorsqu’on lance 2n fois une piece équilibrée (n > 1), d’obtenir exactement
n fois Pile et n fois Face. Calculer un équivalent de cette probabilité, en utilisant par exemple
la formule de Stirling.

(b) Trois parties équitables de Pile ou Face, indépendantes, se déroulent simultanément sur trois
tables. Montrer que, presque sGrement, il y a au plus un nombre fini d’instants auxquels on a
égalité simultanément sur les trois tables de jeux (ie un nombre fini de n tels qu’aprés 2n lancers,
on ait & chaque table obtenu exactement rn fois Pile et n fois Face).
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7 Fonction caractéristique On appelle fonction caractéristique d’une variable aléatoire X prenant

ses valeurs dans Z, I'application ¢ : R — € donnée par ¢y (t)=E(e"X).
1. Vérifier que ¢y est définie, continue sur R et 2r-périodique.
2. On suppose que X admet une espérance. Vérifier que gy est de classe ! sur R et exprimer E(X) &
I'aide de ¢ .
Que peut-on dire si X est de variance finie ? Exprimer alors V(X) & I'aide de yy.
3. Application : Retrouver les valeurs connues de I'espérance et la variance d’une loi géométrique.

8 Théoréme de Beppo-Levy (limite d’espérance par convergence monotone)

On considére une suite (X,,) de variables aléatoires définies sur un univers probabilisé (2, .<7, P), & valeurs
dans IN, croissante :
VnelN, X, <X,,.

On suppose de plus que la suite numérique (E(X,,)) converge.
On note X la limite simple de (X,,), & valeurs dans INU {+oo}.
On admet que X est bien une variable aléatoire.

1. Montrer que, pour tout jeNN, P(X, > j)m]P(X> J)-
2. En déduire que X est presque sGrement finie (autrement dit, que P(X =+00)=0).
3. Montrer que X est d’espérance finie, et que E(X,,) — E(X).
Indlication : On pourra infroduire les fonctions ¢ j définies sur N par ¢ () =P(X, > j).

4. Soit (Y,) une suite de variables aléatoires discrétes & valeurs dans IN tel que pour tout w € Q, Z Y, (w)
+00

converge vers Y(w). Montrer que ZIE( Y,)=E(Y).

n=0
Remarque : le résultat reste valable lorsque les variables aléatoires sont & valeurs positives, non nécessai-
rement entiéres, mais est plus difficile & établir.

9 Trés classique : Identité de Wald Soit (X,),en Une suite de variables aléatoires de méme loi et

d’espérance finie & valeurs dans IN et N une variable aléatoire & valeurs dans IN, d’espérance finie tel
que N et toutes les X, soient indépendantes.
1. On suppose dans cette question que les X,, suivent une loi 8(p) de paramétre p €]0,1[ et que N suit
une loi 22(0) de paramétre 6 > 0.

n N
Rappeler les fonctions génératrices, pour ne NN, de X,,, ZX(J et N puis déterminer la loide Y = 2)@
=1

=1
(on admet qu’elle définit bien une variable aléatoire discréte.)

2. Dans cefte question, on suppose que les X,, suivent une méme loi quelconque, et que N suit une
loi quelconque, toujours toutes & valeurs dans IN et indépendantes.

Montrer I'identité de Wald N
]E(Z Xg) =E(N)EX)).
=1

1 0 Trés classique : inégalité de Chernoff

Soit X une variable aléatoire discréte réelle centrée et vérifiant |X|< 1.
On se donne (X,,),>; une suite de vaiid de méme loi que X et on pose S, = X; +---+ X,, pour tout n.

2
1. Montrer que pour tout 1> 0, E(e*¥)<chA< exp(%).

2
2. Montrer que P(|S,|> a)< 2exp (—:—H).
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11 x: inégalité de Tchebychev - Cantelli

1. Soit X une variable aléatoire discréte réelle qui admet un moment d’ordre 2. Monftrer que pour fout

A>0, Vx)
> S———.
PX>EX)+A) V)12
2. Soit (X,),s1 Une suite de variables aléatoires indépendantes centrées ayant toutes un moment d’ordre
2.

On suppose que pour tout n, V(X,)<1, et on pose N =min{n e N*, X,, <1}.
Montrer que e?N est d’espérance finie pour tout a €[0,1n2].

] 2 Entropie d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans un ensemble fini 2.
Pour chaque x e 2, on pose p(x)=P(X = x).
On appelle entropie de X le réel H(X)=— Z p(x)log(p(x)) ou I'on convient que 0log0=0.

XEX
1. Vérifier que H(X) est un réel positif. A quelle condition celui-ci est-il nul?

Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans des ensembles finis 2 et #.
On appelle entropie conjointe de X et Y I'entropie de la variable aléatoire Z =(X, Y), notée H(X, Y).

2. On suppose X 1L Y. Montrer que H(X,Y)=H(X)+H(Y).
3. On appelle entropie de X sachant Y la quantité H(X | Y)=H(X,Y)—H(Y).

Vérifier que
H(X | Y)= Y P(Y=yHX|Y=y)

yEY

avec
H(X | Y=J’)=—ZJP(X=XI Y =y)log(P(X=x|Y =y)).

XEX

] 3 Convergence en probabilité d’une suite récurrente

Soit g >3 et (t,,),50 Une suite de vaiid de loi uniforme sur {E kel0,q— 1]]}.
On pose Ty=0 et pour tout neN, T,,, =T, + 7 +sin(27(t, — %,)).

1. Calculer E(T;,) pour tout n.

2. Montrer gu’il existe A€ R fel que pour tout £ >0,

ey}

(
P
n

On dit que la suite de variables aléatoire (%) converge en probabilité vers la variable aléatoire

> s) —0.
n—+o0o

constante A.
Quand elle s’applique, la loi faible des grands nombres est la méthode la plus simple pour démontrer

une convergence en probabilité.

]4 Convergence en probabilité dans un jeu de pile ou face
On joue & Pile ou Face. On note e, la variable aléatoire qui vaut 1 si on obtient un nombre pair de
piles dans les n premiers lancers, 0 sinon.
1. Montrer qu’il existe £ € R tel que pour fout ¢ >0,
]P( ette,
n
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2. Montrer gu’il existe ¢’ € R tel que pour tout £ >0,

P(’e132+"'+enen+l _y

> s) — o
n—+00o

15 Retoura I'origine d’'une marche aléatoire sur 7

Soit (X,,),ew Une suite de vaiid de Rademacher : elles prennent la valeur 1 avec probabilité p €]o, 1] et
—1 avec probabilité g=1—p.
Onpose =06t S, =X, +--+X,,.
On pose a, =P(S, =0) et on note b, =P(S, #0,...,S,_1 #0,S, =0) la probabilité que le premier retour en
+00 +00
0 se fasse apres n pas. On considére les fonctions génératrices associées A(s) :Za,,s" et B(s):z b,s".
n=0 n=0
1. Montrer que pour s €0, 1[, A(s) =1+ A(s)B(s).

2. Que vaut ay,,, pour n € N? Exprimer a,, en fonction de p, g et n.
1

V1+4pgs?

3. En déduire que la probabilité de refour & I'origine est 1—|p—gq|.

En déduire que A(s)= , puis la valeur de B(s) pour s €[0,1[.

1
4. Montrer que si p = 5 le temps moyen de retour & I'origine est infini.

] 6 Convergence presque sire et convergence en probabilité d’une suite de variables
aléatoires

Soit X une variable aléatoire et (X,,),,c Une suite de variables aléatoires surle méme espace probabilisé
(Q,.o,P).

1. Montrer que I'ensemble des w € Q tels que X,,(w) —— X(w) est un événement.

n—+o0o

On dit que (X,),, converge presque surement vers X lorsque

P (X,l e

+

X) =1
On dit que (X,,), converge en probabilité vers X lorsque

Ve>0, P(X,—X|>e)——0
n—+0o

2. Montrer que la convergence presque stre entraine la convergence en probabilité.

3. Onsuppose que, pour tout ¢ >0, il y a convergence de la série Z]P(lX,, —X|> ¢). Utiliser le lemme de
Borel-Cantelli pour montrer que (X,,),, converge presque strement vers X.

4. Montrer que la convergence en probabilité de (X,), vers X entraine la convergence presque sdre
d’une suite extraite (X,,), vers X.

] 7 Loi forte des grands nombres Soit (X,), une suite de variables aléatoires deux & deux indé-

pendantes et suivant toutes la méme loi d’espérance u et de variance g?. On pose
1
Sn= E(Xl +o+ Xp)

et on veut montrer que ]P(S,, —_ ,u) =1.

1. Montrer que I'on peut supposer u=0.
On suppose désormais que u=0.
2. Soit £ >0. Montrer que
0.2

P(IS,|> )<
nez
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3. Etablir que la suite extraite (Sim2) men= CONVErge presque sdrement vers 0.
Pour n e IN*, on note m =|/n] et
1
T, = ;(merl +"'+Xn)

4. Soit ¢ >0. Montrer que
0.2
P(T,1> )< vy

5. Conclure que (S,),ey: CONverge presque sirement vers 0.

1 8 Convergence en loi et séries génératrices On ne considére dans ce probléme que des

variables aléatoires discretes & valeurs dans IN. Si (X,,),en €5t une suite de variables aléatoires & valeurs
dans IN, si X est une variable aléatoire & valeurs dans IN, on dira que la suite (X,,) converge en loi vers X
lorsque, pour tout entier naturel k,

P(X, =k)——P(X=k)

1. Soit (ay.,) une famille de réels telle que

(n,k)eIN2

V(k,n)eN?, |ay,|<M (1)
ou M est un réel strictement positif.
Montrer que, pour tout n € N, la série entiere Z a.,x* aun rayon de convergence supérieur ou égal
al. ‘
2. On suppose encore que (ay.,)
converge vers une limite ¢;.
Montrer que la série entiere Z[kx" a un rayon de convergence supérieur ou égal & 1 et que, pour
k

vérifie (1), et que, de plus, pour tout k € N, la suite (ay.,)

(n,k)eIN2 n>0

tout x €]—1,1][,
+0o +oo
k k
D ks oD
k=0 k=0

3. On considere une suite de variables aléatoires (X,,),«y. ON NOte Gy, la fonction génératrice de X,,.
Montrer que, si la suite de variables aléatoires (X,) converge en loi vers une variable aléatoire X,
alors la suite (Gan converge simplement vers Gy sur ]—1,1].

4. On considére encore dans cette question (ay. ,)
nelNetxe]l-1,1],

ez UNE famille de réels vérifiant (1). On note, pour

+00

k

hn(x) :Zak,nx .
k=0

On suppose qu’il existe une suite (b,),n boOMée et telle que, notant
+00
h(x)=> bx*
k=0

la suite (h,) converge simplement vers h sur 10, 1[.
Montrer qu’alors
Aop — b(l
n—+o00

5. Si (X,),en €St une suite de variables aléatoires & valeurs dans N, si X est une variable aléatoire &
valeurs dans IN, montrer que (X,,) converge en loi vers X si et seulement si la suite (Gxn) converge
simplement vers Gy sur 0, 1.

6. Montrer que, si chaque variable aléatoire X,, suit une loi binomiale % (n,p,) ol np, — A>0,la
n—+oo
suite (X,,) converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi de Poisson.

7. Donner un exemple de suite (X,,),y felle que la suite (Gxn) converge simplement sur 10, 1[ vers une
fonction qui n“est pas la fonction génératrice d’une variable aléatoire & valeurs dans IN.
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