MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD * REDUCTION : TRIGONALISATION ET NILPOTENCE

1. Trigonalisation

] Trigonalisation simultanée

1. Si A, B € .#,(C) commutent, montrer qu’elles ont un vecteur propre en commun,
puis qu’elles sont simulfanément frigonalisables (ie avec les mémes matrices de
passages).

2. Si A,B € .#,(C) telles que AB = 0, montrer qu’elles sont simulfanément trigonali-
sables.

3. Si A B,C e .#,C)sont telles AB—BA=C, AC = CA, BC = CB, montrer gu’elles sont
simultanément frigonalisables.

4. Si A, B e #,(C) telles que AB— BA= B, montrer que B est nilpotente.
Si, plus généralement, on a A,u € C tels que AB—BA=AA+uB, montrer que A et B
sont simulfanément trigonalisables.

2 Avec la comatrice
Soit A€ #,(K). On note A=(ComA)T.

1. (@) PourI,Je2([1,n]). on note Al;,; la sous-matrice de A d'indices de lignes dans
I et de colonnes dans J. Montrer que pour tout A€ C,

n

det(Al,+A)=>_| > detAl;. |2/,

Jj=0\ Ic[1,n]
|Il=n—j

(b) En déduire une formule pour y,. refrouver ses coefficients de degré n, n—1 et
0 et exprimer son ccefficient de degré 1 & I'aide de la comatrice.
2. (a) Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propre de A.
(o) Lorsque A est diagonalisable, quels sont les vecteurs propres de A?
(c) Que dire de C € .#,(K) felle que AC=CA=0SsirgA=n—17

3. Onsuppose que K=C et onnote A,,...,1, les valeurs propres de A comptées avec
multiplicité. Donner, en fonction des 4, I’'expression des valeurs propres de A.

3 Centrale

1. Soient A, B € .#,(K) telles que AB = BA. Montrer que B € K[A] ou A€ K[B].
2. Le résultat subsiste-t-il dans .#5(IK) ?
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4 Centrale-Mines Ponts Montrer que A, B € .4,(C) ont méme polyndme caracté-

ristique si et seulement si
VkeN, trA*=trB*.

5 X Soit Ae .#,(K) telle que trA™ ——0.

Montrer que les valeurs propres de A sont toutes de module < 1.

2. Autour de la nilpotence

6 Mines-Ponts
Montrer que A e .#,(K) est nilpotente si et seulement si pour tout k €[1, n], trA* =0.

7 Inversion et nilpotence Soit N une matrice carrée d’ordre n nilpotente.

1. Montrer que I,,—N et I, + N sont inversibles et calculer leurs inverses en fonction de
N.

2. En considérant le développement limité de +/1+ x au voisinage de 0, déterminer
une matrice M dont le carré est égal & I, + N.

(On pourra montrer que si P est un polynéme fel que P(x)= oo(x"), alors il existe Q
tel que P =X"Q a I’'aide d’une division euclidienne.)
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