
MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD ∗ RÉDUCTION ET POLYNÔMES

Solution de 1 : X-ENS

On cherche à résoudre T (u ) =λu . Si on a une suite u ∈CZ qui convient, alors pour tout n ∈Z, un+1 =λun .
Si λ= 0, on a nécessairement ∀n ∈N, un = 0, c’est-à-dire u = (0)n∈Z.
Sinon, il vient alors que pour tout n ∈N, un = u0λ

n et comme pour tout n ∈Z−,
vn+1 = u−n−1 =

1

λ
u−n =

1

λ
vn ,

pour tout n ∈N, vn =
u0

λn
et un = u0λ

n .
Par ailleurs, il est nécessaire que u soit bornée, ce qui impose |λ|= 1.

Finalement, tout λ ∈U est valeur propre, de sous-espace propre associé la droite Vect (λn )n∈Z.

Si F est un sous-espace de B de dimension finie stable par T , et TF l’endomorphisme de F induit par T . On montre
que TF est diagonalisable pour en déduire qu’il existe une base de F formée de vecteur propre de T .

Malheureusement l’argument classique de l’endomorphisme induit par un endomorphisme diagonalisable ne tient
pas ici.

CommeK=C, χTF
=

p∏
k=1

(X −λk )
mk est scindé et on a (théorème de Cayley-Hamilton + lemme de décomposition des

noyaux) :

F =
p⊕

k=1

Ker (T −λk idF )
mk .

Pour montrer que uF est diagonalisable, on doit montrer que

F =
p⊕

k=1

Ker (T −λk idF ) .

On va donc essayer de voir que pour tout k ∈ ¹1, pº, Ker (T −λk idF )
mk =Ker (T −λk idF ) .

On pense bien sûr aux lemme classique des noyaux emboîtés.
Commençons par comparer Ker (T −λk idF )

2 et Ker (T −λk idF ) .
On a déjà Ker (u −λk idF )⊂Ker (T −λk idF )

2 .
Prenons u ∈Ker (T −λk idF )

2 :
(T 2 −2λk T +λ2

k idF )(u ) = (0)n

donc pour tout n ∈Z, un+2 −2λk un+1 +λ2
k un = 0.

On a alors A, B ∈C tel que pour tout n ∈N, un = (An +B )λn
k .

On vérifie que c’est encore valable pour n ⩽ 0 par récurrence.
Or u est bornée et |λk |= 1, donc A = 0 et u ∈ Vect (λn )n∈Z =Ker (u −λk idF ).
Finalement, Ker (u −λk idF ) = Ker (T −λk idF )

2 et les noyaux itérés Km = Ker (u −λk idF )
m sont classiquement stationnaires

à partir du rang 1.
Cela permet de conclure : on a bien

F =
p⊕

k=1

Ker (T −λk idF )

donc TF est diagonalisable : F possède une base formée de vecteurs propres de TF donc de T , c’est-à-dire

F possède une base formée de suites de la forme (λn )n∈Z.

La réciproque est facile.
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Solution de 2 : Mines

Cas : K=C
u annule un polynôme scindé simple, l’endomorphisme u est donc diagonalisable. Tout sous-espace vectoriel
possédant une base de vecteurs propres est stable et inversement.

Cas : K=R
Par le lemme de décomposition des noyaux, on a

E =Ker(u − Id)⊕Ker
�
u 2 +u + Id
�

Si F est un sous-espace vectoriel stable alors posons

F1 = F ∩Ker(u − Id)

et
F2 = F ∩Ker
�
u 2 +u + Id
�

Montrons F = F1 ⊕ F2.
Tout x ∈ F peut s’écrire x = a + b avec a ∈Ker(u − Id) et b ∈Ker

�
u 2 +u + Id
�
.

Puisque u (x ) = a +u (b ) ∈ F et u 2(x ) = a +u 2(b ) ∈ F , on a a = 1
3

�
x +u (x )+u 2(x )

� ∈ F puis b = x −a ∈ F .
Ainsi a ∈ F1, b ∈ F2 et l’on a donc F ⊂ F1 + F2.
Il est alors immédiat que l’on peut alors conclure F = F1 ⊕ F2.
Puisque F2 ⊂Ker

�
u 2 +u + Id
�
, pour x ∈ F2 non nul (x , u (x )) est libre et Vect(x , u (x )) est stable par u .

Cela permet d’établir que F2 est la somme directe de sous-espaces vectoriels de la forme Vect(x , u (x )) avec x 6= 0,
x ∈Ker
�
u 2 +u + Id
�
.

Quant à F1, il n’y a pas de condition à souligner puisque tout sous-espace vectoriel de Ker(u − Id) est stable par u .

Solution de 3 : X
Puisque u possède un polynôme annulateur non nul,

dimK[u ]<+∞
Or K[P (u )]⊂K[u ] et donc

dimK[P (u )]<+∞
Par conséquent, l’endomorphisme P (u ) possède un polynôme annulateur non nul.
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Solution de 4 : Décomposition de Dunford

■ L’existence a été vue en cours : il suffit d’utiliser la supplémentarité des sous-espaces caractéristiques (le polynôme

caractéristique étant scindé) : E =
p⊕

i=1

Ker (u −λi idE )
mi .

En posant d et n les endomorphismes stabilisant ces espaces et dont les endomorphismes induits sur Fi =Ker (u −λi idE )
m
i

sont di =λi idFi
et ni = ui −λi idFi

, autrement dit, si on décompose x =
p∑

i=1

xi dans E =
p⊕

i=1

Fi ,

d (x ) =
p∑

i=1

λi xi

et
n (x ) =

p∑
i=1

(u (xi )−λi xi ) ,

on obtient bien d diagonalisable (prendre une base adaptée à la décomposition) et n nilpotent d’indice au plus
max
1⩽i⩽p

mi .

On a de plus bien u = d +n et d et n commutent car c’est vrai sur chacun des Fi .
■ On montre ensuite ces endomorphismes d et n sont des polynômes en u , ce qui aidera à prouver l’unicité (et
redonne leur commutativité). C’est la partie la plus difficile.

En notant πi la projection sur Fi parallèlement à
⊕
j 6=i

Fj , on remarque que d =
p∑

i=1

λiπi . Il suffit donc de montrer que

les projections πi sont des polynômes en u .
Il s’agit d’une conséquence de la démonstration du lemme de décomposition des noyaux appliqué à χu qui
permet justement de prouver cette supplémentarité : si i ∈ ¹1, pº, Pi = (X −λi )mi étant premier avec Qi =

∏
j 6=i

(X −λ j )
m j ,

on a une relation de Bézout Pi Ai +Qi Bi = 1 qui, évaluée en u donne Pi (u ) ◦ Ai (u ) +Qi (u ) ◦ Bi (u ) = idE puis pour tout
x ∈ E ,

x = Pi (u ) ◦Ai (u )(x )︸ ︷︷ ︸
∈KerQi (u )=
⊕

j 6=i Fj

+Qi (u ) ◦Bi (u )(x )︸ ︷︷ ︸
∈Fi=Ker Pi (u )

avec χu (u ) = (Pi Qi )(u ) = 0L (E ) par le théorème de Cayley-Hamilton et KerQi (u ) =
⊕
j 6=i

Fj par lemme de décomposition

des noyaux.
Alors, avec les mêmes notations que précédemment,

xi =Qi (u ) ◦Bi (u )(x )

et d (x ) =
p∑

i=1

λi (Qi Bi )(u )(x ) et

d =

�
p∑

i=1

λi Qi Bi

�
(u )

est bien un polynôme en u . Enfin, n = u −d est aussi un polynôme en u .
■ Si un autre couple (d ′, n ′) convient, d ′ commute avec n ′ donc avec u = d ′ +n ′ donc avec tout polynôme en u et
en particulier d . De même, n ′ commute avec n .
Or d −d ′ = n ′ −n , et par commutativité, d et d ′ sont codiagonalisables donc d −d ′ est diagonalisable et n ′ −n est
nilpotent (deux exercices classiques).
Le seul endomorphisme diagonalisable et nilpotent étant l’endomorphisme nul, on conclut.

Solution de 5 : Centrale

1. Dans une base adaptée à l’écriture E = V ⊕W , la matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diago-
naux figurant les endomorphismes induits par u sur V et W . En calculant les polynômes caractéristiques par cette
représentation matricielle, la relation χ =χ ′χ ′′ est immédiate.

2. Commençons par un résultat préliminaire : Si P est un polynôme irréductible unitaire et si P α annule u alors le
polynôme caractéristique χ de u s’écrit P β .
Raisonnons matriciellement. Soit A ∈Mn (R)⊂Mn (C ).
On suppose que P α annule A. Le polynôme minimal π de A divise P α, il est donc de la forme P γ avec 1⩽ γ⩽α.
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Les valeurs propres complexes de A sont exactement les racines de π donc les racines de P .
Les valeurs propres complexes de A sont aussi les racines de χ .
Enfin, le polynôme χ est réel et donc, que le polynôme P soit de la forme X −λ ou de la forme X 2 +p X + q avec
des racines conjuguées, on peut écrire χ = P β .
Revenons au sujet. Le polynôme caractéristique de u étant annulateur et les polynômes P αi

i étant deux à deux
premiers entre eux, on peut appliquer le lemme de décomposition des noyaux pour écrire

E =
⊕

i

Ker
�
P αi

i (u )
�

On peut introduire les endomorphismes ui induits par u sur les espaces Ei = Ker
�
P αi

i (u )
�
. En notant χi le polynôme

caractéristique de ui , la question précédente donne

χ =
∏

i

xi

Sachant P αi
i (ui ) = 0, l’étude liminaire permet d’écrire χi = P βi

i . On a donc simultanémement

χ =
∏

i

P
α j

i et χ =
∏

i

P βi
i

Par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, on a αi =βi . On peut alors conclure

dim Ker
�
P αi

i (u )
�
= dim Ei = deg

�
χi

�
=αi deg (Pi )

3. Supposons π 6=χ . Le polynôme π s’écrit

π=
∏

i

P γi
i avec γi ⩽αi et

∑
i

γi <
∑

i

αi

Par le lemme de décomposition des noyaux

E =
⊕

i

Ker
�
P γi

i (u )
�

Il est alors impossible que dim Ker
�
P k

i (u )
�
= k deg (Pi ) pour tout k ⩽αi car alors

dim E =
∑

i

γi deg (Pi )<
∑

i

αi deg (Pi ) = deg(χ ) = dim E

Inversement, supposons π=χ . Commençons par établir que si P est un polynôme irreductible unitaire

dimKer (P α(u )) = k deg(P ) avec k ∈N
Considérons v l’endomorphisme induit par u sur F =Ker (P α(u )). On a P α(v ) = 0 et le polynôme caractéristique de v
est donc de la forme P k avec k ∈N . On en déduit dim F = k deg(P ).
Puisque π=χ , on a pout tout i

Ker
�
P αi−1

i (u )
� 6=Ker
�
P αi

i

�
(sinon, on pourrait définir un polynôme annulateur « plus petit » que π ).
Par l’étude classique des noyaux itérés, on sait, pour v endomorphisme,

Ker
�
v k
�⊂Ker
�
v k+1
�
et Ker
�
v k
�
=Ker
�
v k+1
�
=⇒∀ℓ ∈N, Ker

�
v k+ℓ
�
=Ker
�
v k
�

En considérant, v = Pi (u ), on obtient la succession

0< dimKer (Pi (u ))< dim Ker
�
P 2

i (u )
�
< · · ·< dimKer
�
P αi (u )
�
=αdeg (Pi )

où chacune desα dimensions est multiple de deg (Pi ). On peut conclure

∀k ⩽αi , dim Ker
�
P k

i (u )
�
= k deg (Pi )
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Solution de 6 : X-ENS : Endomorphismes simples

■ (ii) =⇒ (i ). Supposons χu irréductible. Soit F un sous-espace de E stable par u .
Nous savons que si uF désigne l’endomorphisme de F induit par u , alors χuF

divise χu .
De l’hypothèse, on déduit que χuF

est égal à 1 ou χu .
Il en résulte que dim F = degχuF

vaut 0 ou n .
Donc, F est réduit à {0} ou est égal à E tout entier.

■ (i ) =⇒ (i i ). Réciproquement, supposons que les seuls sous-espaces stables par u soient {0} et E .
Soit x 6= 0 et Ex le sous-espace engendré par les u k (x ), où k parcourt N.
Par hypothèse, Ex = E et

�
x , u (x ), . . . , u n−1(x )

�
est une base de E.

Si P ∈ K [X ] et P (u )(x ) = 0 avec deg P ⩽ n −1, la liberté de
�
x , u (x ), . . . , u n−1(x )

�
impose P = 0.

En particulier, πu ne peut être de degré inférieur ou égal à n −1.
Comme d’après le théorème de Cayley-Hamilton, πu divise χu , on en déduit que πu =χu .
Il suffit donc de démontrer que πu est irréductible.
Soit P un diviseur irréductible unitaire de πu . Alors KerP (u ) est stable par u .
S’il était égal à {0}, P (u ) serait injective et si on écrit πu = PQ avec Q ∈ K [X ], alors P (u ) ◦Q (u ) = 0 entraîne Q (u ) = 0 ce
qui est exclu car degQ < degπu . On a donc par hypothèse KerP (u ) = E , ce qui signifie que P (u ) = 0 et πu | P . Ainsi
χu =πu = P est irréductible.

Nous venons de montrer en particulier qu’un endomorphisme simple est cyclique.
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Solution de 7 : X-ENS : Endomorphismes semi-simples

1. ■ On suppose u diagonalisable. On sait alors que χu est scindé.
Soit F un sous-espace stable par u . Un résultat classique nous dit que F est engendré par des vecteurs propres
de u . Comme u est diagonalisable, on peut compléter cette base de F en une base de vecteurs propres ce
qui donne bien un supplémentaire stable.

■ Si χu est scindé et u est semi-simple, on considère F =
⊕
λ∈Sp u

Ker (u −λ idE ) qui est un sous-espace stable par u . Il

admet un supplémentaire G stable par u .
En supposant que dimG ⩾ 1 et en considérant une valeur propre de l’endomorphisme induit par u sur G , on
aboutit à une contradiction au fait que F et G soient en somme directe, ce qui donne F = E et u diagonali-
sable.

2. C’est nettement plus difficile.
■ On suppose u semi-simple. Supposons par l’absurde que πu = P 2Q avec P unitaire non constant.
Soit F =Ker
�
P (u )
�
qui est stable par u .

Par hypothèse, F possède un supplémentaire G stable par u .
On montre alors que PQ annule u pour aboutir à une contradiction.
Comme 0L (E ) =

�
P 2Q
�
(u ) = P (u ) ◦ (PQ ) (u ),

(PQ ) (u )(G )⊂Ker
�
P (u )
�
= F.

Or G est stable par u donc par (PQ ) (u ) donc (PQ ) (u )(G )⊂ F ∩G = {0E }.
Il reste à voir que (PQ ) (u )(F ) =Q (u ) ◦P (u )(F ) = {0E }, ce qui est facile avec la définition de F .
Finalement, comme E = F +G , on a bien (PQ )(u ) = 0L (E ) ce qui contredit la minimalité de πu .

■ On suppose maintenant que le polynôme minimal πu de u est sans facteur carré :
πu = P1 · · ·Pr

où les Pi sont deux à deux distincts, unitaires et irréductibles dans K[X ].
Soit F un sous-espace stable par u , uF l’endomorphisme induit.
Par le lemme de décomposition des noyaux,

F =
r⊕

i=1

Ker (Pi (uF )) .

Comme Fi = Ker (Pi (uF )) = F ∩ Ker (Pi (u )), on va chercher à construire des supplémentaires Gi des Fi dans les
Ker (Pi (u )) et vérifier que G =G1 ⊕ · · ·⊕Gr est un supplémentaire de F stable par u .
Pour construire Gi , l’idée est d’ajouter autant que faire se peu le plus petit sous-espace stable contenant un
élément jusqu’à obtenir le supplémentaire de Fi dans Ker (Pi (u )) recherché.
⋆ Soit Fi =Ker (Pi (u )) et alors Gi = {0E }, convient.
⋆ Soit ce n’est pas le cas et on peut trouver x1 ∈Ker (Pi (u ))\Fi . Le plus petit sous-espace contenant x1 et stable
par u est Ex1

= Vect
�
u k (x1)
�

k∈N. C’est un sous-espace de Ker (Pi (u )) stable par u et non réduit à 0E car x1 6= 0E .
Comme dans la démonstration du théorème de Cayley-Hamilton, on a

�
u k (x1)
�

0⩽k⩽d1−1
base de Ex1

avec
d1 = dim Ex1

plus grand entier k tel que
�
x1, u (x1), . . . , u k−1(x1)

�
soit libre, ou le plus petit k tel que

u k (x1) ∈ Vect
�
x1, u (x1), . . . , u k−1(x1)

�
.

Comme P1(u )(x1) = 0E , d1 ⩽ deg P1. On montre qu’il y a en fait égalité.
Si u1 est l’endomorphisme induit par u sur le sous-espace stable Ex1

, son polynôme minimal divise le po-
lynôme irréductible unitaire Pi annulateur de ui . Il est donc égal à Pi donc deg Pi ⩽ dim Ex1

= d1 ( ce qui se
voit par exemple par le fait que la polynôme minimal divise le polynôme caractéristique, conséquence
de Cayley-Hamilton.)
Bref, d1 = deg P1.
Cela permet de voir que Ex1

et Fi sont en somme directe car si Ex1
∩ Fi n’est pas réduit à 0, en prenant x

non nul dans l’intersection, on montre comme précédemment que Ex est de dimension deg Pi = dim Ex1
,

ce qui conduit à Ex = Ex1
⊂ F et à x1 ∈ Fi ce qui est contradictoire.

◦ Soit Ex1
⊕ F1 =KerPi (u ) et Gi = Ex1

convient,
◦ soit l’inclusion est stricte et on peut réitérer l’opération. Comme Ker Pi (u ) est de dimension fini, le pro-
cédé est fini et on finit par avoir

F1 ⊕Ex1
⊕ · · ·⊕ Exq

=KerPi (u ).

Alors Gi = Ex1
⊕ · · ·⊕ Exq

convient.
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Solution de 8 : Endomorphismes cycliques : classique oral et écrit

1. L’ensemble I est le noyau du morphisme d’algèbres

φ : P ∈K[X ] 7−→ P (u ) ∈L (E )
C’est donc un idéal de E . L’algèbre L (E ) étant de dimension finie, φ ne peut être injectif et I 6= {0}. Nous savons
alors qu’il existe un unique polynôme unitaire non nul π, appelé polynôme minimal de u , tel que I =πK[X ].
Montrons aussi que Ix est un idéal. Soit P et Q dans Ix et A dans K[X ]. Le polynôme nul est dans Ix , et

(P +Q )(u )(x ) = (P (u ) +Q (u ))(x ) = P (u )(x )+Q (u )(x ) = 0

(AP)(u )(x ) = A(u ) ◦P (u )(x ) = A(u )(P (u )(x )) = A(u )(0) = 0

et on a bien P +Q ∈ Ix et AP ∈ Ix . L’ensemble Ix est donc un idéal de K [X ], non réduit à {0} puisque I ⊂ Ix : il existe
donc πx polynôme unitaire non nul tel que Ix =πxK[X ]. Comme π ∈ Ix ,πx divise π.
Le polynôme unitaire πx est appelé polynôme minimal ponctuel de u en x .

2. Supposons n = dim E ⩾ 1 (si E = {0}, x = 0 convient puisque π = π0 = 1 ). Dans ces conditions, on a degπ ⩾ 1. On va
utiliser la décomposition de π en facteurs irréductibles.
■ Si π est irréductible, alors pour x 6= 0,πx est un diviseur de π distinct de 1, c’est nécessairement π.
■ Supposons que π est de la forme P r avec P irréductible. Considérons une base (e1, . . . , en ) de E . Pour 1⩽ i ⩽ n ,πei

est de la forme P ri avec 1⩽ ri ⩽ n ; si on note s =max
1⩽i⩽n

ri , alors s ⩽ r et P s (u ) est nul en chaque ei et donc P s (u ) = 0.
Autrement dit π | P s . Cela entraîne r ⩽ s , et finalement r = s : autrement dit, il existe i ∈ ¹1, nº tel que πei

= P r =π.
■ Supposons π quelconque : on peut écrire

π= P r1
1 · · ·P rs

s

avec s ⩾ 1, les Pi irréductibles deux àdeux distincts, et les ri entiers naturels non nuls. Posons pour 1⩽ i ⩽ s ,Qi = P ri
i

et Ei =KerQi (u ). Comme π(u ) = 0, le théorème de décomposition des noyaux nous assure que

E =KerQ1(u )⊕ · · ·⊕KerQs (u ) = E1 ⊕ · · ·⊕ Es

Chaque Ei est stable par u ; notons ui l’endomorphisme de Ei induit par u . Commepour tout x ∈ Ei ,Qi (u )(x ) = 0,
on a Qi (ui ) = 0. Ainsi, le polynôme minimal de ui , que nous noterons πi est un diviseur de Qi = P ri

i . Il est en fait
égal à Qi . En effet, si on avait πi = P

r ′i
i avec r ′i < ri , alors le polynôme

P = P r1
1 · · ·P ri−1

i−1 P
r ′i

i P ri+1
i+1 · · ·P rs

s

annulerait u (en effet P (u ) s’annule sur chaque E j pour j 6= i , puisque si x ∈ E j , P
r j

j (u )(x ) = 0 et s’annule aussi sur
Ei , puisque si x ∈ Ei , P

r ′i
i (u )(x ) = 0 ; comme E est somme directe des sous-espaces Ei , P (u ) est l’endomorphisme

nul). Cela contredirait la minimalité de π.
D’après cequi précède, il existe xi ∈ Ei tel que le polynômeminimal ponctuel de ui en xi soit égal aupolynôme
minimal de ui i .e . Qi . Or le polynôme minimal ponctuel de ui en xi est aussi le polynôme minimal ponctuel de
u en xi puisque si P ∈K[X ], P (u )(x ) = P (ui ) (x ). On a donc πxi

=Qi .
Considérons x = x1 + · · ·+ xs . On va montrer que πx =π. On sait que πx (u )(x ) = 0. On a alors

0=πx (u )(x ) =πx (u ) (x1) +πx (u ) (x2) + · · ·+πx (u ) (xs )

Chaque Ei étant stable par u , on a πx (u ) (xi ) ∈ Ei pour tout i et, comme la somme de ces sous-espaces est
directe, πx (u ) (xi ) = 0 pour tout 1 ⩽ i ⩽ s . On en déduit que Qi = πxi

divise πx et comme ces polynômes sont
premiers entre eux deux à deux, π=Q1 . . .Qs divise πx et finalement, avec la première question et le fait qu’ils
soient unitaires, πx =π.

3. Pour x ∈ E , on pose Ex = Vect
�
u k (x )
�

k∈N. C’est le plus petit sous-espace de E stable par u , contenant x .
Montrons pour commencer que la dimension de Ex n’est rien d’autre que le degré r du polynôme minimal ponc-
tuel πx . En effet, par définition la famille

�
x , u (x ), . . . , u r−1(x )

�
est libre.

Notons W le sous-espace de dimension r qu’elle engendre.
C’est un sous-espace de Ex . On va montrer en fait que W = Ex .
Comme πx (u )(x ) = 0, la famille (x , u (x ), . . . , u r (x )) est liée, donc u r (x ) ∈ Vect

�
x , u (x ), . . . , u r−1(x )

�
=W .

Cela prouve que W est stable par u (l’image d’un vecteur quelconque de la base de W est dans W ).
Comme W contient x on a donc Ex ⊂W et finalement W = Ex . Cela montre, en particulier que Ex est de dimension
r .
La question posée en découle aisément :
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■ Supposons u est cyclique. Il existe x ∈ E tel que Ex = E donc tel que degπx = n , où n = dim E . On a alors degπ⩾ n
d’après la première question. Mais on sait par le théorème de Cayley-Hamilton que π divise le polynôme
caractéristique χu de u . Ce dernier étant de degré n on a donc π=χu .

■ Réciproquement, supposons χu =π. D’après la question précédente, il existe x ∈ E tel que πx =π=χu . Pour un
tel x on a

dim Ex = degπx = degπ= degχu = n

et donc Ex = E. Ainsi u est cyclique.

Il découle directement de cet exercice qu’un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence égal à la dimen-
sion n de l’espace E est cyclique. En effet, son polynômeminimal vaut X n et est égal au polynôme caractéristique.
C’est un exercice classique de démontrer cela directement : on sait que pour tout vecteur x en dehors de Ker u n−1,
la famille
�
x , u (x ), . . . , u n−1(x )

�
est une base de E.

4. ■ Supposons (ii). Notons B = �x , u (x ), . . . , u n−1(x )
�
cette base de E.

On peut écrire u n (x ) = a0 x +a1u (x )+ · · ·+an−1u n−1(x ) avec (a0, . . . , an−1) ∈Cn . La matrice de u dans la baseB est
donc

M =


0 0 · · · · · · a0

1 0 a1

0 1
... a2

...
... 0

...
0 · · · · · · 1 an−1


Si λ est une valeur propre de u , M − λIn est au moins de rang n − 1 puisque le bloc (n − 1)× (n − 1) en bas à
gauche est inversible. Doncdim Ker (M −λIn )⩽ 1 d’après le théorème du rang. En fait il y a égalité puisque λ est
une valeur propre : Ker(u −λ Id ) est de dimension 1.

Une autre possibilité consiste à utiliser le fait que M et M > ont le même spectre et des espaces propres as-
sociés à une valeur propre λ donnée de même dimension (car rg (M −λIn ) = rg

�
M > −λIn

�
). Or le système

linéaire M >X = λX se résout très facilement et on constate que λ est valeur propre de M > si et seulement
si λn − an−1λ

n−1 − · · · − a1λ− a0 = 0 (voir la remarque qui suit l’exercice) et l’espace propre associé est la droite
engendré par le vecteur de coordonnées

�
1,λ,λ2 . . . . . . ,λn−1

�
.

■ Supposons (i ). Notons λ1, . . . ,λr les valeurs propres deux à deux distinctes de u et n1, . . . , nr leurs ordres de mul-
tiplicité respectifs comme racines de χu . On note Fi =Ker (u −λi Id)ni l’espace caractéristique associé à λi . On
sait qu’il est de dimension ni . On note ui l’endomorphisme de Fi induit par u et vi = ui −λi Id la composante
nilpotente de ui . Par hypothèse on a dimKer vi = dimKer (u −λi Id) = 1. On en déduit que vi est nilpotent d’indice
maximal à savoir ni . En effet, on a dim Ker v ni−1

i ⩽ ni −1< ni .
C’est une conséquence du lemme suivant (inégalité de Sylvester) :
Lemme : Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n , u et v dans L (E ). Alors

dimKer v ◦u ⩽ dimKer u +dimKer v.

Démonstration : On considère l’application linéaire

f : x ∈Ker v ◦u 7−→ u (x ) ∈Ker v

Elle est bien définie et son noyau est Ker f =Ker u . D’après le théorème du rang,

dimKer v ◦u = dim Ker u +dim Im f ⩽ dimKer u +dimKer v. ■

Pour tout i , on peut choisir xi ∈ Fi tel que v ni−1
i (xi ) 6= 0. Posons alors x = x1 + · · ·+ xr .

Montrons que
�
x , u (x ), . . . , u n−1(x )

�
est libre, ce qui achèvera la démonstration.

Une relation de liaison se traduit par P (u )(x ) = 0, avec P ∈C[X ] et deg P ⩽ n −1.
On a donc, par linéarité,

0= P (u )(x ) = P (u ) (x1) + · · ·+P (u ) (xr )

avec P (u ) (xi ) ∈ Fi pour tout i .
Comme la somme des Fi est directe, P (u ) (xi ) = 0, c’est-à-dire P (ui ) (xi ) = 0 pour tout i .
Comme
�
xi , vi (xi ) , . . . , v ni−1

i (xi )
�
est une base de Fi on en déduit que P (ui ) = 0.

Or le polynôme minimal de ui est (X −λi )
ni puisque celui de vi est X ni (en effet, vi est nilpotent et v ni−1

i 6= 0 ).
On en déduit que (X −λi )

ni divise P . Finalement χu | P et pour des raisons de degré, il vient nécessairement
P = 0 ce qui prouve la liberté de

�
x , u (x ), . . . , u n−1(x )

�
.

En reprenant les notations précédentes lorsque u est supposé cyclique avec = Ex = Vect
�
x , . . . , u n−1(x )
�
et

u n (x ) = a0 x + · · ·+an−1u n−1(x ),

TD ∗ Réduction et polynômes - page 8



il apparaît que la matrice de u dans la base
�
x , u (x ), . . . , u n−1(x )

�
est

0 0 · · · · · · a0

1 0 a1

0 1
... a2

...
... 0

...
0 · · · · · · 1 an−1


qui est la matrice compagnon du polynôme X n −an−1X n−1 − · · ·−a1X −a0. Dans ces conditions on a

χu =πu = X n −an−1X n−1 − · · ·−a1X −a0

Ce calcul de polynôme caractéristique est la clef d’une preuve du théorème de Cayley-Hamilton : on se donne
u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. Soit x ∈ E non nul. On désire montrer que�
χu (u )
�
(x ) = 0. On considère Ex = Vect

k∈N u k (x ) et ux l’endomorphisme induit par u sur Ex . Nous savons que χux
divise χu .

Si on note r = dim Ex ,
�
x , u (x ), . . . , u r−1(x )

�
est une base de Ex . Si on écrit u r (x ) = a0 x +a1u (x )+ · · ·+ar−1u r−1(x ), on a alors

χux
= X r −ar−1X r−1 − · · ·−a1X −a0 et

χux
(u )(x ) = u r (x )−ar−1u r−1(x )− · · ·−a1u (x )−a0 x = 0

On conclut que χu (u )(x ) = 0.
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