
MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD ∗ RÉDUCTION : ÉLÉMENTS PROPRES ET DIAGONALISATION

1 Oraux divers Soit A ∈Mn (C) et ϕ : M ∈Mn (C) 7→ (tr A)M + (tr M )A.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ϕ soit diagonalisable.

Solution de 1 : Oraux divers
FGN 2 3.26

Si M est un vecteur propre associé à une valeur propre λ, on a M 6= 0n et ϕ(M ) = λM donc (tr M )A = (λ− tr A)M . En
reprenant la trace, on obtient tr M tr A = (λ− tr A) tr M donc tr M = 0 ou λ= 2 tr A.

Dans le cas où tr M = 0, dans la première expression, on tire (λ− tr A)M avec M 6= 0n , donc λ= tr A.
Finalement, les deux valeurs propres potentielles sont tr A et 2tr A.
Or ϕ(M ) = (tr A)M ⇐⇒ (tr M )A = 0n .
Cela incite à traiter à part le cas où A = 0n , qui donne facilement ϕ nul donc diagonalisable.
Supposons dorénavant que A 6= 0n .
On a alors ϕ(M ) = (tr A)M ⇐⇒ tr M = 0 donc Etr A (ϕ) =Kertr qui est de dimension n 2−1 en tant que noyau d’une forme

linéaire non nulle.
Il ne reste donc de la place que pour une dernière valeur propre... qui doit être 2tr A.
Soit tr A = 2 tr A ie tr A = 0 et alors Spϕ = {tr A} et ϕ n’est pas diagonalisable (car ϕ n’est pas une homothétie, ou car la

dimension du sous-espace propre est trop petite...)
Soit tr A 6= 2 tr A ie tr A 6= 0 et ϕ(M ) = (2 tr A)M ⇐⇒ (tr M )A = (tr A)M ⇐⇒ M =

tr M

tr A
A. M = A 6= 0n convient par exemple

comme vecteur propre associé à 2tr A et on a obtenu E2 tr A (A) = Vect A de dimension 1.
Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale à la dimension de l’espace, ϕ est diagonali-

sable.
Finalement, ϕ est diagonalisable si et seulement si A = 0n ou tr A 6= 0.

2 X-ENS : Lemme d’Hadamard et disques de Gershgörin Soit A ∈Mn (C).

On pose Ri =
∑

1⩽ j⩽n
j 6=i

��ai , j

�� pour tout i ∈ ¹1, nº.
1. On suppose que pour tout i ∈ ¹1, nº, ��ai ,i

��>Ri . Montrer que la matrice A est inversible.

2. Montrer que, pour A quelconque, Sp A ⊂
n⋃

i=1

�
z ∈C,

��z −ai ,i

��⩽Ri

	
=

n⋃
i=1

D
�
ai ,i , Ri

�
.

3. On suppose à nouveau que pour tout i ∈ ¹1, nº, ��ai ,i

��>Ri .
En commençant par traiter le cas où pour tout i ∈ ¹1, nº, ��ai ,i

��=Ri +1, montrer que

|det A|⩾
n∏

i=1

���ai ,i

��−Ri

�
.

4. On suppose que A ∈Mn (R) et que pour tout i ∈ ¹1, nº, ai ,i >Ri .
Montrer que l’ensemble C des matrices vérifiant ces hypothèses est convexe et, en admettant qu’une fonction

continue sur un convexeà valeurs réelles vérifie le théorèmedes valeurs intermédiaire,montrer que det A ⩾
n∏

i=1

���ai ,i

��−Ri

�
.

Solution de 2 : X-ENS : Lemme d’Hadamard et disques de Gershgörin
FGN 2 3.17
1. Classique et déjà vu : Prendre X 6= Ker A \ {0} et obtenir une contradiction avec une coordonnée de x de module

maximal.
2. Traduire avec la question précédente que si λ ∈ Sp A, A−λIn n’est pas inversible.
3. Soit A′ la matrice construite à partir de A en divisant que ligne L i par

��ai ,i

��−Ri > 0.
On a bien

��a ′i ,i

��−R ′i = 1.
En utilisant la question précédente, pour tout valeur propre λ de A′, on a i tel que

��λ−a ′i ,i

��⩽R ′i , ce qui conduit, par
inégalité triangulaire, à |λ|⩾ ��a ′i ,i

��−R ′i = 1.
Le déterminant de A′ étant le produit des valeurs propres comptées avec multiplicité (on est dans C, pas de
problème pour avoir un polynôme caractéristique scindé), on obtient |det A′|⩾ 1, ce qui permet de conclure.
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4. D’après la question précédente, il suffit de voir que det A > 0.
Or, si A et B vérifient les hypothèses de la question, et si t ∈ [0, 1], on obtient sans trop de mal que (1− t )A + t B les
vérifie aussi.
Comme M ∈C 7→ det M ∈R est continue (polynomial en les cœfficients de M ), elle vérifie le théorème des valeurs
intermédiaire donc son image est un intervalle de R, ne contenant pas 0 vu la question 1.
Comme In ∈ C est de déterminant 1 > 0, on en déduit que pour tout matrice A ∈ C , det A > 0, ce qui permet de
conclure.

3 Matrices stochastiques Soit S l’ensemble des matrices réelles stochastiques, c’est-à-dire des matrices A ∈Mn (R)

telles que ∀ i , j ∈ ¹1, nº2, ai , j ⩾ 0 et ∀ i ∈ ¹1, nº, n∑
j=1

ai , j = 1.

1. Montrer que les éléments de S ont une valeur propre commune.
2. Si A, B ∈ S , en est-il de même pour AB ?
3. Soit A ∈ S et λ ∈ SpC A. Montrer que |λ|⩽ 1.

4. Soit A ∈ S et λ une valeur propre de S de module 1, X =

x1

xn

 un vecteur propre associé.

(a) Si xi est une composante de X de module maximal, montrer que c’est encore le cas pour λxi .
(b) En déduire que λ est une racine me de l’unité avec m ⩽ n .
(c) On suppose que les cœfficients diagonaux de A sont tous non nuls. Montrer que la seule valeur propre de A

de module 1 est 1.

Solution de 3 : Matrices stochastiques
FGN 2 3.18 et 3.19
1. Soit Y le vecteur dont toutes les composantes valent 1. Alors une matrice A à cœfficients positifs est stochastique

si et seulement si AY = Y si et seulement si Y est vecteur propre de A associé à la valeur propre 1.
2. AB est à cœfficients positifs et AB Y = AY = Y donc AB ∈ S .
3. Soit Y 6= 0 un vecteur propre associé à la valeur propre complexe λ et i un indice tel que |xi | soit maximal. Alors

|λ| |xi |= |[AX ]i |=
����� n∑

j=1

ai , j x j

�����⩽ n∑
j=1

ai , j

��x j

��⩽ n∑
j=1

ai , j

!
|xi |= |xi |

donc |λ|⩽ 1 car |xi | 6= 0.
4. (a) On a bien |λxi | = |xi |. Reste à voir que λxi est une composante de X , donc l’un des x j . Et ce n’est pas trivial.

Enfin sauf si λ= 1.
Supposons λ 6= 1. Reprenons l’encadrement de la question précédente

|xi |= |λ| |xi |= |[AX ]i |=
����� n∑

j=1

ai , j x j

�����⩽ n∑
j=1

ai , j

��x j

��⩽ n∑
j=1

ai , j

!
|xi |= |xi |

Il y a donc égalité partout.

■ De
n∑

j=1

ai , j

��x j

��= n∑
j=1

ai , j |xi |, on déduit que les x j pour j tel que ai , j 6= 0 ont tous les même module.

■ De
����� n∑

j=1

ai , j x j

�����= n∑
j=1

ai , j

��x j

�� on déduit par cas d’égalité de l’inégalité triangulaire que les ai , j x j sont tous sur

la même demi-droite d’origine 0.
Ainsi, on a θ ∈R tel que si ai , j 6= 0, x j = eiθ xi , et donc pour tout j ∈ ¹1, nº, ai , j x j = eiθai , j xi .

En remplaçant dans la relation λxi =
n∑

j=1

ai , j x j , on obtient λ= eiθ et donc, si j est tel que ai , j 6= 0 (il en existe bien

vu la positivité et la somme des cœfficients de la ligne i ), x j =λxi ce qui permet bien de conclure.
(b) Avec la question précédente, xi ,λxi ,λ2 xi , . . . ,λn xi sont toutes des composantes de X de module maximal.

Comme il y en a n +1 et comme X n’a que n composante, nécessairement, on a 0⩽ ℓ⩽ n tel que λk xi =λℓxi .
Alors, en posant p = ℓ−k ⩽ n , comme xi 6= 0, λp = 1.

(c) Vu dans la première question.
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4 X-ENS On définit une suite de matrices par A1 =

�
1 1
1 −1

�
et la relation de récurrence

An+1 =

�
An An

An −An

�
.

Déterminer les valeurs propres de An .

Solution de 4 : X-ENS
FGN 3.5

On commence naturellement par regarder le cas n = 1. Le polynôme caractéristique de A1 est

χ1(X ) =

���� X −1 −1
−1 X +1

����= X 2 −2

On a donc Sp A1 = {±p2}. Essayons maintenant de trouver une relation entre le polynôme caractéristique de An et
celui de An+1. Notons que la matrice An est de taille 2n . On a, pour λ ∈R,

χn+1(λ) =

���� λI 2n −An −An−An λI 2n +An

����= ���� λI2n −An−λI2n −2An λI 2n +An

����= ���� λI2n −An−2An λI 2n

����
en faisant les transvections par blocs C1←C1 −C2 puis L2← L2 + L1.

Pour calculer le déterminant par blocs, comme dans l’exercice classique, on cherche une factorisation soit de la

forme
�

A B
0 C

��
I 0
D I

�
, soit de la forme

�
A 0
B C

��
I D
0 I

�
.

Quitte à prendre λ 6= 0, on trouve

χn+1(λ) = det

  
λI 2n − 2

λ
An −An

0 λI 2n

! 
I2n 0

− 2

λ
An I2n

!!
= det

�
λI 2n − 2

λ
An

�
λ2n
= det

�
λ2I2n −2A2

n

�
= det

�
λI2n −p2An

�
det

�
λI2n +

p
2 An

�
On obtient donc en factorisant

p
2, χn+1 = 22n

χn

�
Xp

2

�
χn

� −Xp
2

�
. Les racines de χn+1 s’obtiennent en multipliant celles de

χn par ±p2 ce qui montre que pour tout n , Sp An =
�±p2

n	.
Une autre solution peut-être moins astucieuse (quoi que?) peut être de diagonaliser A1 et en déduire une diagona-

lisation par bloc de An+1 comme convolée de A1 avec An .

Comme A1 a deux valeurs propres distinctes en dimension 2, elle est diagonalisable : A1 = P

�p
2 0

0 −p2

�
P −1.

Notons P =

�
a b
c d

�
et P −1 =

�
α β
γ δ

�
(inutile de les calculer).

On pose alors Q =

�
a I2n b I2n

c I2n d I2n

�
et on vérifie qu’elle est inversible d’inverse Q−1 =

�
αI2n β I2n

γI2n δI2n

�
à l’aide d’un produit

par blocs.

On vérifie enfin que An+1 = Q

�p
2An 0
0 −p2An

�
Q−1 et donc χn = χp2An

χ−p2An
ce qui permet de retrouver le résultat

précédent.

Dernière solution : résoudre une équation aux éléments propres An+1

�
X
Y

�
=λ

�
X
Y

�
⇐⇒

¨
An (X + Y ) =λX

An (X − Y ) =λY
En sommant

les deux lignes on obtient 2An X =λ(X + Y ) et en multipliant par An : A2
n X =

λ2

2
X .

Si X 6= 0, on obtient que λ
2

2
est valeur propre de A2

n et quitte à se placer dans C pour trigonaliser, on remarque que
c’est le carré d’une valeur propre de An ... Sinon, c’est que Y 6= 0... On peut continuer mais c’est un peu du bricolage
et moins réjouissant que les deux autres méthodes.
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5 X-ENS – Cœfficients du polynôme caractéristique (bis)
SoitA ∈Mn (C) et χA = X n + c1X n−1 + · · ·+ cn−1X + cn son polynôme caractéristique.
On note λ1, . . . ,λn les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
En exprimant de deux manières différentes le polynôme X n−1χ ′A (1/X )montrer que pour tout k ∈ ¹1, nº,

ck =
(−1)k

k !

�������������

tr A 1 0 0
tr A2 2

0
k −1

tr Ak tr A2 tr A

�������������
Solution de 5 : X-ENS – Cœfficients du polynôme caractéristique (bis)

FGN 2 3.11
L’expression

χ ′A
χA

, qui est la dérivée logarithmique de χA , vaut
n∑

k=1

1

X −λk
, avec χA =

n∏
k=1

(X −λk ). Par ailleurs, on a

X n−1χ ′A (1/X ) = X n−1χA (1/X )
n∑

k=1

1

1/X −λk
= X nχA (1/X )

n∑
k=1

1

1−λk X

On peut penser à écrire sous forme de somme la fraction 1

1−λk X
à la manière des séries géométriques (séries

entières). On peut le faire en évaluant en un x suffisamment petit pour que les séries géométriques convergent, ou alors
contourner le problème (ce serait possible directement avec les polynômes si on avait des connaissances sur les séries
formelles mais ce n’est pas le cas).

On va contourner le problème en faisant apparaître une somme géométrique finie : 1− (λk X )n+1

1−λk X
=

n∑
ℓ=0

(λk X )ℓ.

Notons Q = X nχA (1/X ) et R = X nχA (1/X )
n∑

k=1

(λk X )n+1

1−λk X
=

n∑
k=1

(λk X )n+1

∏n
j=1(1−λ j X )

1−λk X
= X n+1

n∑
k=1

 
λn+1

k

∏
j 6=k

(1−λ j X )

!
qui sont

deux polynômes. En reprenant le calcul,

X n−1χ ′A (1/X ) =Q ×
n∑

k=1

1− (λk X )n+1

1−λk X
+R

=Q ×
n∑

k=1

n∑
ℓ=0

(λk X )ℓ +R

=Q ×
n∑
ℓ=0

�
tr Aℓ

�
X ℓ +R

où deg R ⩾ n +1 et Q = c0 + c1X + · · ·+ cn X n où c0 = 1 et

X n−1χ ′A (1/X ) = n c0 + (n −1)c1X + · · ·+ cn−1X n−1 =
n∑

k=0

(n −k )ck X k

Par unicité des cœfficients de X p pour 1⩽ p ⩽ n , on obtient

(n −p )cp =
∑

i+ j=p

ci tr A j = cp tr In + cp−1 tr A+ · · ·+ c1 tr Ap−1 + tr Ap

ou encore,
�
tr Ap−1

�
c1 +

�
tr Ap−2

�
c2 + · · ·+ (tr A)cp−1 +p cp = − tr Ap . Lorsqu’on écrit ces relations pour 1 ⩽ p ⩽ k où k ∈ ¹1, nº, on

obtient un système linéaire triangulaire inférieur, de Cramer, dont le déterminant de la matrice est k !.
Les classiques formules de Cramer donnent alors le résultat

ck =
1

k !

�������������

1 0 0 . . . 0 − tr A
tr A 2 0 . . . 0 − tr A2

tr A2 tr A 3
...

... − tr A3

...
...

...
... 0

...
tr Ak−2 . . . . . . tr A k −1 − tr Ak−1

tr Ak−1 . . . . . . tr A2 tr A − tr Ak

�������������
et on obtient l’expression de l’énoncé en sortant le scalaire -1 de la dernière colonne et en appliquant une permutation
circulaire des k colonnes dont la signature est (−1)k−1.
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