MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD *k REDUCTION : ELEMENTS PROPRES ET DIAGONALISATION

] Oraux divers Soit Ae .#,(C) et ¢ : M € M,,(C) — (tr A)M + (tr M)A.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit diagonalisable.

2 X-ENS : Lemme d’Hadamard et disques de Gershgorin Soit Ae.#,(C).
On pose R; = Z |a;,;| Pour tout i €[1, n].

1<j<n
J#i
1. On suppose que pour tout i € [1,n], |ai,i| > R;. Montrer que la matrice A est inver-
sible.

n n
2. Montrer que, pour A quelconque, SpAc| J{z€C,|z—a; ;| <R} =( JD(a;:, R;).
i=1 i=1

3. On suppose & nouveau que pour fout i €[1,n], |a; ;| > R;.
En commengant par traiter le cas ol pour tout i €[1, n], |a;;| = R; +1, montrer que

n
|detA| > l_[(lai'l'l _Rl)
i=1

4, Onsuppose que Ae .#,(R) et que pour tout i [1,n]. a;; > R;.
Montrer que I'ensemble ¢ des matrices vérifiant ces hypothéses est convexe et,
en admettant qu’une fonction continue sur un convexe & valeurs réelles vérifie le

n
théoréme des valeurs intermédiaire, montrer que detA> 1_[(|ai,,-| —R,).
i=1

3 Matrices stochastiques Soit s I'ensemble des matrices réelles stochastiques,

n
c’est-a-dire des matrices Ae ./ ,(R) telles que Vi, j €[1,nl?, a;;>0etVie[l,n], Z a;;=1.
j=1
1. Montrer que les éléments de S ont une valeur propre commune.
2. Si A,B€S, en est-il de méme pour AB?
3. Soit Ae S et AeSpyA. Montrer que |A|< 1.
X1
4, Soit A€ S et A une valeur propre de S de module 1, X = © | un vecteur propre
Xy
associe.
(a) Six; est une composante de X de module maximal, montrer que c’est encore
le cas pour Ax;.
(b) En déduire que A est une racine me de I'unité avec m < n.
(c) On suppose que les coefficients diagonaux de A sont tous non nuls. Montrer
que la seule valeur propre de A de module 1 est 1.
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4 X-ENS On définit une suite de matrices par 4, = G _11) et larelation de récurrence

Déterminer les valeurs propres de A,,.

5 X-ENS - Ccefficients du polynéme caractéristique (bis)
SoitAe #,(C)et y,=X"+ ¢, X" +---+ ¢, X + ¢, sSON polyndme caractéristique.
On note 1,,...,1, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
En exprimant de deux maniéres différentes le polyndme X"~ y/(1/X) montrer que
pour tout k €[1,n],

A, 1 0. 0
Az 2 2
o e
Cr =
k! B
k=1

AR trA?> trA
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