MPI R Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
TD *k POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Solutionde 1: X

Soient x; <...< x, les racines de P de multiplicités m,,..., m,,.

Alors x,..., x, sont racines de P’ de multiplicités m;—1,..., m,—1. De plus, le théoreme de Rolle nous fournit
n—1 autres racines de P’ intercalées entre deux racines successives de P : x; et x,;.

Cela montre classiquement que P’ est scindé (on a trouvé autant de racines comptées avec multiplicité
que son degré).

1. Sia=0,iln"y arien & faire. Sinon, quitte & diviser par a ce qui ne change pas le caractére scindé, on
montre que P’ +aP est scindé.

On a toujours que x; < ... < x, sont racines de P’ + aP de multiplicités au moins m; —1,...,m, —1. Pour
frouver d’autres racines, c’est plus délicat.

Une idée est de reconnaitre un début de dérivée de produit (comme dans la technique du facteur
intégrant de résolution d’équations différentielles.)

Soit f: x— P(x)e**, dérivable, de dérivée f’: x — (P/(x)+ aP(x))e**.

On peut appliguer le théoreme de Rolle n—1 fois, entre deux racines successives de P et en déduire
n—1 nouvelles racines distinctes de P’ +aP. Si a #0, il en mangue une pour en avoir autant comptées

avec multiplicité que le degré de P’+aP qui est égal au degré de P. Plusieurs arguments possible pour
conclure :

= P’+aP admet nécessairement une derniere racine complexe car est scindé dans C et si cette
derniére n’était pas réelle, son conjugué serait une autres racines différente de toutes les autres
ce qui est exclus pour des raisons de degré.

« P’+aP est alors divisible dans R[X] par une polyndme de degré deg(P’+aP)—1. Le quotient est un
polyndme réel de degré 1 qui admet une racine réelle, la racine de P’ +aP qui nous manquait.

= On peut appliguer une nouvelle fois le théoreme de Rolle ou plutdét une de ses extensions car
f(x) —= 0sia<0et f(x)—— 08I a>0, ce qui permet d’appliquer une dernier théoréme de
X— X

——0Q0
Rolle soit entre x,, et +00, soit entre —oco et x;, ce qui fournit une autre racine de P’ + aP différente
de toutes celles que I'on avait déja.

2. Pourla deuxiéme question, question amusante, qu’on aurait pu poser de maniére moins déroutante...
Ona

d
> P =[P(D)|(P)
k=0

d
Mais P = )Ll_[(X—ai), les a; n"étant pas distincts. Donc
i=1

[P(D)(P)=AD—ayId)o---o(D—a;Id)(P)
Or la question précédente permet de monftrer par récurrence que, pour tout k>1,
(D—agId)o---o(D—a1d)|(P)

est scindé...

Solution de 2 : X-ENS

Le seul polyndme constant solution est le polynéme nul. .

Si P n'est pas constant, il est scindé et on peut le supposer unitaire : P = l_[(X—zk)mk ou les z; sont deux
& deux disfincts. =

Alors P’ = an_[(X—zk)'"k‘1 ou n=degP. Comme toute racine de P’ est racine de P par hypothése, Q ne

k=1
peut avoir de racine et est unitaire, donc Q =1.
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Pour des raisons de degré, on a alors N =1 et P de la forme (X —z)".
Réciproquement, les A(X — z)" sont bien solutions.

Solution de 3 : X-ENS
FGN 14.18

1. Pour des raisons de degré et d’irréductibilité, P’AP =1 dans Q donc dans C car le PGCD ne dépend
pas du corps de base (I'algorithme d’Euclide est le méme dans tout corps), ce qui justifie qu’il N’y ait
pas de diviseur commun a P et P’ de laforme X —z ou z€C.

2. Soit z une racine complexe multiple. Supposons, par I'absurde, que P n'a pas de racine rationnelle.
Comme P n’est pasirréductible d’aprés la premiere question, il s"écrit P = QR avec Q et R non constant,
et de degré différent de 1. On peut supposer par exemple que degQ =2 et degR =3. Comme P n'a pas
de racine rationnelle, ce n’est pas le cas non plus pour Q et R, qui sont donc irréductibles dans Q[ X].
Alors z est racine soit de Q, soit de R, mais pas les deux. En effet, si c’était le cas, QAR #1 dans C et
donc dans Q. Mais comme ils sont irréductibles et comme Q A R divise Q et R, on aurait, vu les degré
Q AR proportionnel Q et divisant R qui contredit leur irréductibilité.

C’est donc que z est une racine d’ordre au moins 2 de Q ou de R ce qui contredit la premiére question.
On en déduit que P a une racine rationnelle.

Solution de 4 : X-ENS
FGN 14.29

Pour le sens direct, dans le cas ou P n"est pas constant : on remarque que la forme P = A%+ B? fait penser
& un module au carré. L'idée est donc d’écrire P=CC ou C € C[X].

En calculant la limite en +oo, que le coefficient dominant est strictement positif. Puis, pour une racine a
réelle d’ordre m, en factorisant P =(X —a)™Q avec Q(a)# 0, pour garder un signe constant, on a nécessaire-
ment m pair.

On peut donc décomposer P € R[X] avecC a,...,a, ses racines réelles de multiplicités m;,...,m, et
21,21,.-., 24, 24 €8 rACines non réelles de multiplicités ny, ..., n,,

On pose alors

=
<

]=1 k:l

de telle sorte que P=CC.
En écrivant C = A+iB avec A, B € R[X], on obtient P = A%+ B2,

Solution de 5 : X-ENS - Critére d’Eisenstein et polyndbmes cyclotomiques
FGN 1-4.20 et 4.21

1. Notons I, = %/pz. Par opération sur les entiers modulo p, on a, pour R,Q € Z[X], PQ =P x Q.
Si PQ n’est pas primitif, on a p est un diviseur premier de tous les coefficients de PQ.
Alors on @ 0, ;= PQ =P x Q.
Mais comme IF,, est un corps, IF,[X] est infegre et donc P= O, [x] OU Q= O, [x] et alors p est un diviseur
premier de tous les coefficients de P ou bien de tous les coefficients de Q.
Ainsi, soit P, soit Q n’est pas primitif.
Par contraposée, le produit de deux polynémes primitifs I’est encore.

2. Soit A et B sont deux polynédmes non nuls de Z[X], alors ¢(AB)= c(A)c(B).

1 1 1
Alors —— A et —— B sont primitifs, donc, d’aprés la question précédente, ———AB I'est et donc, par
o’ em) P presiaq P c(A)c(B) P

1
définition, ¢ (mAB) =1 et donc, par propriété du PGCD, comme c¢(A)c(B)e NN,

_ 1 _ (c(A)e(B) _
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3. Soit A€ Z[X] réductible sur Q[X]. On peut alors écrire A=QR avec Q,R € Q[X].
Soit g, r e N les ppcm des dénominateurs des coefficients de Q et R respectivement, Q, = gQ € Z[X] et
R, =rReZ[X].
Alors grA=Q,R, dans Z[X] donc qrc(A)=c(qrA)=c(Q,R;)=c(Q,)c(R,) avec la question précédente.
QlRl QlRl ( Ql ) Rl
Onaalors A= =c(A)—————=(c(A .
ar ~ “Weuer) =\ W) em)
N———— N~
eZ[X] eZ[X]
Par contraposée, si A est irréductible sur Z[X], il I'est sur Q[X].

4, Soit A=a,X"+---+a, X +ay€Z[X] et p premier tel que
(@) p ne divise paos a,, ;
(b) p divise agy,ay,...,a,_1:;
() p? ne divise pas ay.
alors, pour montrer que A est irréductible dans Q[X], il suffit de montrer qu’il I'est sur Z[X] d’apres la
question précédente.
Sinon, on peut écrire A= BC avec B, C € Z[X] non constants.
Onécrit B=b X +---+ b X+byetC=c, X" *+---+cX+c,avec 1<k<n-—1.
On a alors a,, = b, c,_, non divisible par p et ay = by, divisible par p mais pas par p2.
On a alors p qui divise soit by, soit ¢,. Supposons par exemple que p|b, (I'autre cas est symétrique), et
donc p fc, (car p? fbycy).
On a ensuite p qui divise a, = b, ¢y + byc, donc p|b, ¢, et comme p fcy. p|b.
On montre alors par récurrence finie, comme pla, = bycy +---+ byc, Que p|b, pour tout £ € [0, k] ce qui

conduit & la contradiction : pla,,.
p—1 p—1 i i p—1 /p—1 i
— i_ k _ k
5. (a) P—;(X+1) —ZZ(k)X _;(;(J)X .

i=0 k=0

k
. 1 .
Comme, par la formule de Pascal, (l) = ( e+ )— (k j_ 1), on q, par télescopage,

“kz:(li)Z(kil)_(kil)z(kil)

donc
i. p ne divise pas a,_;=1;

ii. p divise a4 = (’17) a, = (Z) s Qpp = ( p 1) (comme dans la preuve du petit théoréme de

Fermat);
iii. p?ne divise pas ay=p.
Par le critére d’Eisenstein, P est irréductible sur Q[ X].
(b) Si®, était réductible sur Q[X], P =®,(X +1) le serait aussi, ce qui contredit la question précédente.
(c) Iestunidéalde Q[X], donc engendré par un polynéme unitaire non constant Q. Comme @,(w) =0,
Ql®,. Pariréductibilité et comme les polyndmes sont unitaires, Q =®,,.

(d) Qlw]={P(w), PeQ[X]}=Vecty(l,w,...,0P2) (car &,(w)=0 donc wP™! € Vect(1,..., wP2)) est une par-
tie non réduite & 0 de C facilement stable par combinaison linéaire et par produit. La seule chose
a vérifier est la stabilité par passage & l'inverse.

Or, si P(w) # 0, ®, ne divise pas P et est irréductible, donc PA®, = 1. On a donc une relation de

1
Bézout PU +@,V =1 dans Q[X]. On évaluant en w, on tire P(w)U(w)=1 donc m =U(w)e Qw].

On vérifie enfin que (1, w,...,wP™2) est libre par minimalité du degré de &, en fant que polyndéme
annulateur de w, donc dimg Q[w]=p—1.
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