MPI* Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
SERIES NUMERIQUES

] Pour chauffer
. L . 1
Si(u,),en €5t UN ferme général décroissant de série convergente, montrer que u, =o (;)

Solution de 1 : Pour chauffer

Onreprend l'idée de la preuve classique de divergence de la série harmonique consis-

tant & minorer H,,, — H,,... Mais dans un cas de convergence !
2n

SineN,S,,—S,= Z U, > nu,, =0 donne 2nu,, — 0.

k=n+1
Puis, foujours pour n € IN, 0<(2n + 1)y, < 2R Uy, + Uy, — 0 AONC (21 + 1)1y, — 0.
Finalement, nu,, — 0 ce qui conclut.

2 Mines - pas difficile

Soit a €]1,+o0o[. Déterminer la nature des séries de terme général donné par les formules

a
k=1 )
Solution de 2 : Mines - pas difficile
La plus facile est sans doute la deuxieéme, pour laquelle, par théoréme sur les séries alter-
nées, dont les hypothéses sont assez évidemment réalisées ici,
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ce qui, par comparaison & une série de Riemann, donne la convergence absolue, donc
la convergence, de > v,.

Pour la premiére, on fait une comparaison série-intégrale : c’est une idée importante &
avoir quand on veut un ordre de grandeur de ce genre de terme. On a

dr 0 dr
f \un<f d
ta ta

n n—1

1
n'*<u,< (n 1)

On calcule :

a—1
Mais cela implique
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et donc > u, converge si et seulement sil—a <—1, i.e. a>2 (comparaison a une série de
Riemann).

Pour la troisieme, des comparaisons séries-intégrales donnent I'équivalent
1

W,~———

" n(lnn)e

On est donc ramené a I'étude de convergence d’une série de Bertrand, dans un cas qui
se regle (encore!) par comparaison série-intégrale, on trouve qu’il y a convergence si et
seulement si a > 1.

3 Mines 2025
Soit ¢ € R. Nature de Z(—l)” sin(Arctan(n®)) ?
n
Solution de 3 : Mines 2025
Utiliser la relation sin(Arctan(x)) = al .
v1+x2

4 Centrale
u,+1
uz+1°

Etudier la suite (u,,) définie par u, € R et, pour tout n, u,,,, =

Etudier la nature de la série de terme général v, = u,, —1.

Solution de 4 : Centrale
On voit rapidement que u,,,, > —1, donc la suite est positive & partir du rang 2 au moins.
Puis on situe u,, par rapport & 1. On calcule u,,,., —1, et on voit que u,, est alternativement

. . 1 s
plus grand et plus petit que 1. Puis on montre que |u,, ., —1| < §| u,—1|. D’ou la convergence
de (u,) vers 1 et la convergence de > v, par comparaison a une série géométrique.

5 Mines

Discuter, en fonction des réels strictement positifs a et a, la nature de la série de terme
général

n
. 1
u,=a" ou X, = Z e
k=1
Solution de 5 : Mines
Si a>1, divergence grossiere. Supposons donc a < 1.

Si (x,,) converge, divergence grossiere aussi. Supposons donc a < 1.
Si a =1, le développement asymptotique

X,=Inn + v + o(1)

n‘est pas au programme. On encadre :
n+1 dl’ n d[
—<x,S 1+ —
. t Lt
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ce qui suffit pour conclure, en remarquant que a™” = n'"4..,
Sia < 1,lacomparaison a une série de Riemann (et une comparaison somme-intégrale
pour évaluer I'ordre de grandeur de x,,) montre la convergence.

6 X7 Pas i difficile!
On définit u,, =1/n si n n"est pas un carré, u,, =—1/n si n est un carré. Nature de la série

S

Solution de 6 : X? Pas si difficile!

n n |v7]
, 1 1 ,
En passant par les sommes partielles, ; U, = 2% —2)° 5= H, —28| sz — +oo par diver-
= = p:
gence de la série harmonique et convergence de la série de Riemann de terme général
1

n2'
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7] Mines 2025

1
(nh)a/n

2. SOt (v,),50 € RY felle que D (n!)*"v? converge. Montrer que > v, converge.

en fonction de a.

1. Soit a > 0. Discuter de la nature de Z

Solution de 7 : Mines 2025

1. Utiliser Stirling.

2. Utiliser |x y| < %(x2 +y?) ou Cauchy-Schwarz,

8 Mines 2025
2

Soit @ un réel > 1. Pour tout n>1, on pose u, :Zﬁ'
k=n

1. Vérifier la bonne définition de u,,, et en donner un équivalent quand n — +oo.

u
2. Onpose v, = —=
u

pour tout n > 1. Etudier la convergence des séries > v, et > (-1)"v,.

n

Solution de 8 : Mines 2025

1. Comparaison série-intégrale
2. Développement asymptotique de u, issu de la comparaison série-intégrale

Q  Mines 2025
vn!
(1+vT)(1+v2)--(1+vn+1)

Etudier la convergence et calculer > u,.

n=1

Pour n € N*, on pose u,, =

Solution de 92 : Mines 2025

1. Ecrire astucieusement u,, = v, —v,,, Pour une certaine suite (v,) & déterminer.
2. Calculer la somme partielle a I'aide d'un télescopage.

Unt1

3. Obtenir la limite de v, en calculant puis en prenant le logarithme. Utiliser le théo-

n
reme de sommation des équivalents dans le cas de divergence.
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] 0 X - ENS Soit d > 0 et (z,) une suite de nombres complexes non nuls telle que, si

n#m,|z,—z,|>d.Soit a>2. Montrer que la série de terme général — converge.

|2,

Solution de 10 : X - ENS

Quitte & changer z,, en —* ce qui ne change pas la nature de la série, on peut normaliser

et supposer que n#m => Izn—zml =2,

L'idée est de montrer qu’il y a « peu» de z, dont le module est « peTiT »...Soyons plus
précis, et comptons les z, qui sont dans une couronne I, ={k €N, p <|z|<p+1}:o0n
définit n(p)=|1,|.

Si p<l|z|<p+1, D(z,1) est un disque inclus dans la couronne

={ze(C, p—1<|z| <p+2}

Soit p > 1. Iy a n(p) tels disques, et ils sont disjoints. La somme de leurs aires est donc
inférieure ou €gale a I'aire de la couronne C,, ce qui se traduit par

n(p) x 7r<7r(p+2)2—ﬂ(p—1)2

d’ou, en simplifiant un peu,
n(p)<3(1+2p)
Iy a d’autre part au plus un n tel que |z, | < 1.

On peut adlors faire une sommation par paquets, tous les termes étant positifs. Dans
[0,+00],

= 1 +00 1 1 +00 2p+
PRETED N WA R Y EDIRE) S
n=0 |Z”| nelN |Zn| p=1 nelN |Zn| nelN |Z”| =1 nelN |Z”| p=1 p
lznl<1 |znl€lp,p+1[ lznl<1 lznl<1
2p+ 2
car ~ avec a—1>1.
pa pafl

1
Donc Z —— converge.

] ] X Posons, pour tout n e IN*, u, _27—21/_

1. Montrer que la suite (u,) converge. On note ¢ sa limite.
2. Préciser le signe de /.

n+1

3. I\/Ion’rrerquefz—(1+«/_z
n=1

1 1
4. Montrer que un:£+2ﬁ+o(n3/2).
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1
JaYa+Vn—1p

6. Etudier les variations de u.
7. Déterminer un développement asymptotique semblable & celui de la question 4

5. Montrer que ¢ _—Z

. " 1
pour la suite de terme général v, = > ——lnn.
k=1

8. Soit a €]0,1[. Donner un développement asymptotique & trois termes pour w, :Zﬁ'

Solutionde 11 : X
C’est essentiellement la méme méthode que |'exercice du TD sur le développement de
la série harmonique.

1. Plusieurs méthodes possibles. On peut calculer un équivalent de u,,.; — u,, pour mon-
tfrer que la série > (u,., — u,) converge, et appliquer la correspondance suites-séries.

On trouve
B 1 1 —1/2 ‘/_ 1 1/2 1
un+1_un—ﬁ 1+E —24n 1+; —1 N—4n3/2.

2. Pour cette deuxieme question, une comparaison somme-intégrale est intéressante :

21/_\ +J —dt

n

Z%QZ\/E—I

k=1

En calculant :

Onadonc/<—

3. La convergence de la série au second membre reléve du théoréme sur les séries
alternées. On s’inspire du calcul de la sommme de la série harmonique alternée, en
séparant les termes d’indices pairs et impairs. Ce qui ne peut se faire que dans une
somme partielle, sinon on écrit des séries divergentes. Comme la série converge, on
peut se contenter des sommes ayant un nombre pair de fermes. SIN>1 :

ZZN:(—I)”“ _g 1 _ZN: 1
= VP I V2k+1 = V2k
2N N
1 1
S N 22
p=1 ‘/ﬁ =1 2k
2
= U,y +2vV2N ——(uy +2v/N
2N ‘/z( N )
—— (1—V2)¢
N—+o00o

D’ou le résultat, qui d’ailleurs confirme le signe de u,,. On pouvait aussi retrancher a
2N
—1)P+1 1 3 . o R L
Z( 1/)_ la somme > —, une présentation un peu différente de la méme idée.
- p
p=1

p=1
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4. On cherche un équivalentde u,,—( = Z ——zf—ﬁ L'idée est d’utiliser la somnmation
des équivalents avec le lien suite- sene

1
Up—Upp ™~

432
On est dans le cas de convergence, avec i >0, donc on peut en déduire
< 1
Z(u Up) = Up =L Z4k3/2 Z 132 41 Lpisz zﬁ

k=n
le dernier équivalent étant obtenu classiquement par comparaison & une intégrale.
, 1 1 ., e . :
On obtient u,=¢+——=+o0 —) ce qui n“est pas tout a fait ce que I'on voulait.

24/n («/ﬁ

Pour obtenir le ferme en ¢, une idée est d’utiliser le théoréme de sommation appli-
R 1 1 1
que a vn—vnH:(un—f—ﬁ)—(unﬂ—f— —n-}-l)zo(ﬁ)

On obtient alors N
| 1
”n—°=0(2m):‘9(m)

k=n
tfoujours avec une comparaison série-intégrale pour terminer,
5. Avec |'expression conjuguée :

2": 1 :z":w—W—_l)Z
~ PP+ -1 = /P

n n 1 n

ce qui donne le résultat,

1 2 P N .
—2Vn+1+2y/n= — < 0 donc u décroit strictement.

1
vVn+1 vn+l Vn+l1—yn
7. Voir I'exercice de TD. Méme méthode.

8. On commence par une comparaison A une intégrale pour obtenir I'équivalent

6. Up1— Uy =

n 1 nl—a
:lﬁw l1—a’

w, =

1—a
On applique alors la méthode précédente & u, = w,, —

l—a
Comme

1 1 1 1% n'@ 1\ a
Upp1— Uy = — n+1)"*—n'"* :—(1+—) — (1+—) —1|~— :
LT T (4 1)e l—a(( ) ) n« n 1—a n 2nlta

On obtient un terme général de série convergente, il existe donc une constante g

1-a

_a+/3 +o0(1)

felle que w, =
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a

Pour avoir un terme de plus, on somme les équivalents, cas de convergence, u,—u, ., ~ ptra
n

+00
a 1 a 1
u,, — ~ — ~ =
np Z;nlw 2ane  2ne

en complétant avec une comparaison série-intégrale. Finalement,

.1 npla 1 1
> —= +B+—+o —|.
e ke 1—a 2na na
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