MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
ALGEBRE MODULAIRE

] CCINP 86 - Petit théoreme de Fermat 2 CCINP 94

3 Oral Centrale Déterminer le chiffre des unité de 1587413,

Solution de 3 : Oral Centrale
7

4 Oral Centrale Soit n =4444%%. Calculer la somme des chiffres de la somme des chiffres de la somme
des chiffres de n.

Solution de 4 : Oral Centrale
f : k—(somme des chiffres de k). Calculer fo fo f(n).
f(n)=n [9]. Or 4444 =9 x 493+ 7, dONC 4444 =7 [9] et 44444444 = 74444 9],
Mais 72=4 [9], 7=—2 [9] et 72 =1 [9]. D'ou 7444 = 73%+1 =7 [9] donc f(n)=7 [9]. Puis f(f(f(n))=7 [9].
De plus, n < 10000%°%° = 1020000, Donc n posséde au plus 20 000 chiffres et f(n) <9 x 20000 = 180000.
Puis f(f(n))<1+8+4x9=45c¢et f(f(n)=f(n)=7 [9].
Donc f(f(f(n)<4+9=13 et f(f(f(n)=7 [9]. Donc f(f(f(n)=7.

5 Montrer que pour tout n e IN

1. 6|5n3+n 3. 5| 22ntl 4 32041 5.9|4"—1-3n
2. 7|32+l pont2 4, 11|3%75% 455773 6. 152|16"—1—15n.

6 Une bande de 17 pirates dispose d’un butin composé de N pieces d’or d’égale valeur. lls décident

de se le partager également et de donner le reste au cuisinier (non pirate). Celui ci recoit 3 pieces. Mais
une rixe éclate et 6 pirates sont tués. Tout le butin est reconstitué et partagé entre les survivants comme
précédemment; le cuisinier regoit alors 4 piéces. Dans un naufrage ultérieur, seul le butin, 6 pirates et le
cuisinier sont sauvés. Le butin est & nouveau partagé de la méme maniére et le cuisinier regoit 5 piéces.
Quelle est alors la fortune minimale que peut espérer le cuisinier lorsqu’il décide d’empoisonner le reste des
pirates ?

=8

— Z
) =9 dans z/13z.

. x+5y
7 Résoudre { Ieis

8 Déterminer les carrés, et les sommes de 2 ou 3 carrés dans Z/sz.

En déduire que Si n € IN est de la forme 8k —1, il ne peut pas s'écrire comme somme de trois carrés
d’entiers.

9 Carrés dans %/,z

1. Faire la liste des éléments de Z/17z qui sont des carrés. Combien y-en-a-t-il ?
2. Soit p un nombre premier impair. On note Al’ensemble des carrés dans Z/pz . x € A <=3y €Z/pz, x = y*.
(a) Déterminer le nombre d’éléments de A.
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(b) Démontrer que, si a est un élément non nul de A, x — xa est une bijection de A sur lui-méme.
(c) Démontrer que, si a est un élément de Z/pz\ A, x — xa est une bijection de A\ {0} sur Z/pz\ A.

10 Résolution d'une équation du second degré dans 7%/,z

1. Résoudre I'égquation
x*—13x+8=0
dans z/17z.
(On essayera de suivre la méme démarche que sur R : mise sous forme canonique...reprendre donc
la démarche suivie dans le cours de premiére)
2. Résoudre |I'équation
x?—2x+4=0

dans Z/26z.

] ] Théoréme de Wilson (un test de primalité)

1. Montrer que si (p—1)!=—1 [p], alors p est premier.
2. Réciproquement, on suppose que p est premier. En rassemblant les termes du produit par paires, justifier
que (p—1)=-1 [p]

Solution de 11 : Théoréme de Wilson (un test de primalité)

1. On suppose que (p—1)!=—1 [p] donc que p divise (p—1)!+1.
Si k est un diviseur positif strict de p, alors k divise aussi (p—1)! et (p—1)!+1, donc il divise 1 et vaut ainsi 1.

Cela prouve que  p est premier.

2. Réciproquement, on suppose que p est premier.
() On cherche & quelle condition sur keZ on a k?=1 [p] soit (k—1)(k+1)=0 [p].

Comme on travaille dans un corps qui est donc intégre, cela équivaut & k==1 [p].

(b) En rassemblant les tfermes du produit par paires, justifier que (p —1)!=—1 [p]
On rassemble dans (p—1)!=1x2x---x(p—1) (produit de tous les inversibles modulo p) chague terme
avec son inverse modulo p, sauf ceux égaux & leur propre inverse. On obtient

(p—1'=  1x(-1) x 1x1--x1 =—1[p].
N—_—— N —’
égaux & leur inverse  termes rassemblés avec leur inverse

] 2 Cryptographie a clé publique RSA'

La cryptographie & clé publique est une méthode pour crypter un message & destination d’une per-
sonne (Alice), par une méthode que fout le monde connait, mais de fagon a ce que seul le destinataire
puisse décoder le message. Les messages considérés ici seront des nombres (par exemple fabriqués en rem-
placant chacune des lettres du message & envoyer par son code ASCII, aprés découpage en morceaux
pour obtenir des nombres pas trop grands).

La destinataire Alice choisit deux « grands » nombres premiers p et g, et calcule le produit N = pgq. Elle
rend N public et surtout garde pour elle les valeurs de p et g. Elle choisit ensuite un entier e premier avec
(p—1)g—1) et le donne & tout le monde : (N, e) sera la clé publique. Elle choisit en général e ayant peu de
termes dans sa décomposition en binaire, pour que le cryptage ne demande pas trop longtemps.

1. Rivest, Shamir et Adleman, 1979
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Comme Alice est la seule & connaitre p et g, elle est également la seule & pouvoir calculer (p—1)(g—1).
et donc & déterminer un entier de Bézout d tel que de de =1 [(p —1)(g— 1)]. d sera la clé de décodage, que
I’'on conserve bien sOr trés secréte.,

Le principe de la méthode est alors le suivant. Bob, qui veut envoyer un message M & Alice calcule
M’=M¢* [N] et envoie M’ & Alice. Celle-ci calcule ensuite M” =M’ [N].

Montrer que M et M” sont égaux modulo N, et donc que Alice peut décoder le message de Bob pourvu
que M soit inférieur & N.

] 3 On note ((z/17z)*, x) le groupe des inversibles de I'anneau (Z/17z,+, x). Montrer qu’il est cyclique (en

cherchant, tout simplement, un générateur de ce groupe). Puis donner tous les générateurs de ((Z/17z)*, x).
On peut montrer que, si p est premier, (Z/pz)*, x) est cyclique. Ce n’est pas au programme. Ses éléments
générateurs sont dit primitifs. On peut montrer qu’il y en a exactement (p —1).

] 4 Quels sont les sous-groupes finis de (C*, x)?

Solution de 14 :
Soit G un sous-groupe fini de (C*, x). Tous ses éléments sont d’ordre fini, divisant I'ordre du groupe. Soit d = |G|.
Tous les éléments de G vérifient z¢ =1. Donc G est inclus dans U,. Mais ils ont méme cardinal, ils sont donc
€Qgaux.

] 5 Déterminer tous les morphismes de groupes de (%/xz,+) dans (C*, x).

Solution de 15:
Soit ¢ un tel morphisme. Si on connait ¢ (1), on connait ¢.

[Plus généralement, pour connailtre un morphisme d’un groupe cyclique (G, ) dans un groupe (H,-), il
suffit de connaitre I'image par ce morphisme d’un générateur de G. En effet, si g est un tel générateur, on
apourtout neZ: ¢(g")= (¢(g))", ce qui donne I'image par ¢ de tous les éléments de G].

Soit w= ¢ (1). On a, par propriété de morphisme (en essayant de ne pas frop se tromper de loi : au départ,
I’addition, & I'arrivée la multiplication),

¢ (nl)=w"
Mais n1=7 =7 =0, et un morphisme transforme I'élément neutre du groupe de départ en I'élément neutre
du groupe d’arrivée. Donc w"=1. Et donc weU,,.

Réciproqguement, soit w un élément de U,,. On montre que |'application

. Z/nZ — C*

Do

a —

est bien définie (il s’agit pour cela de montrer que, si a = b[n], w* = w”, ce qui se fait sans trop de mal). C’est
assez clairement un morphisme. Les ¢.,, w € U, sont les morphismes cherchés.
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] 6 Déterminants arithmétiques Soient neIN*, A=(a; ;)1<;, j<n € #,(C) €t 1 : N— C. On suppose que

Vijellnl, a;= > (k)

klietk|j

Le but de I'exercice est de calculer detA & I'aide de .
1 siilj.
0 sinon.’
(a) Montrer que A= BTD B ou D est diagonale dont les coefficients sont & préciser.
(b) Justifier que detB=1.
(c) Exprimer detA en fonction de .
2. Applications.
(a) Calculer detA lorsque a; ; est le nombre de diviseurs communs & i ef j.
On pourra conjecturer le résultat avec un logiciel de calcul numérique ou formel.,
(b) Calculer detA lorsque a; ; est la somme des diviseurs communs 4 i et j.
On pourra conjecturer le résultat avec un logiciel de calcul numérique ou formel.,
3. Onsouhaite calculer le déterminant de Smith : detAlorsque a; ; = iA j est le plus grand diviseur commun
aietj.
(a) Pour k=2, on appelle ¢(k) le nombre d’entiers £ telsque 0<{<k—1 et kAL =1, et on pose ¢(1)=1.
La fonction ¢ de IN* dans IN ainsi définie est appelée indicatrice d’Euler.

i. Solent m € N* et k € N un diviseur de m. Parmi tous les nombres rationnels de la forme L ou
1< g <m, combieny en a--il qui s’écrivent sous forme irréductible avec k au dénominateur?

i. Montrer que, simelN*, m = Z(p(k).
klm
(b) En déduire detA en fonction de .

1. On infroduit la matrice B =(b; j)i<i,j<n € M,(C) OU b; j =6, = {

Solution de 16 : Déterminants arithmétiques

1. () Sii,jell,n].
aj= Y. Plk)=> 8xp(k)5; = > (k)b ; =(BTDB);
klietk|j k=1 k=1
avec D =diag(y(1),...,y(n)).
(b) Pourtouti,j,ili etsii>j,itjdonc B esttriangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, donc
detB=1.
(c) On a obtenu dans la question précédente A = BTCB donc detA = det BTdetCdetB. Et comme

(1) n
. Finalement, detA= l_[ Y(k).

k=1

detBT=detB=1d'aprés b), detA=detC =

()

2. (a) Remarguons que le nombre de diviseurs communs i et j est a; ; = Z 1. On peut donc appli-
kli et k| j

quer le résultat de la question 1. avec yy =1 et donc detA=1.

(b) Remarquons que la somme des diviseurs communs a i et j est a; ;= Z k. On peut donc appli-
kli et k|j

n
quer le résultat de la question 1. avec y =id et donc  detA= l_[ k=K.
k=1
3. (a) i. Notons F I'ensemble des nombres rationnels de la forme L oU 1< g < m qui s’écrivent sous
forme iréductible avec k au dénominateur et B, ={¢ €[0,k—1] | £ Ak =1} si k #1 (remarquons
qu’alors 0¢ Ey), E; ={1}.

L' application f : E[ — fk est bjjective?. En effet,
—

2. On peut aller un peu plus vite oralement en invoquant simplement |'existence et |'unicité de la forme irréductible des fractions.
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« Si k=1, f estl'identité de F,=E, ={1};
= Sinon,

« elle est bien définie car si ¢ € E, £ est un nombre rationnel de la forme £ car k|m avec
1<g<mcar % €]0,1], qui " écrit sous forme irréductible avec k au dénominateur car
{Ak=1etdonc f({)e F;

« elle est injective car si ¢, € E, tels que f(¢)= f(¢'). alors % = % donc¢=¢';

« elle est surjective car si r € E., r € Qn]0,1] et r s’écrit forme irréductible avec k au dé-
nominateur, donc on a I € [1,k]] avec kAf =1 tel que r = % Comme k #1, £ # k donc
Lel,k—1], ¢ € E, et donc r = f(£).

Ainsi, le nombre de rationnels de la forme L ol 1< g < m quis’écrivent sous forme irréductible
avec k au dénominateur est le nombre d’entiers [ tels que 0<I<k—1etkAl=1sk#1,1
sinon :ily en a donc p(k).

i. Sionnote F={L; 1<g<m},alors F= |_| F, car tout rationnel de F s’écrit de maniere unique

k|lm

sous forme irréductible avec un diviseur de m au dénominateur.

Donc |F| =Z|Fk|, et comme |F|=|[1,m]|l=m. m =Z<,0(k) d’aprés la question précédente.

klm klm
(b) det((i/\j)i,j) : D’aprés la question précédente, pour tous i, j, iA j = Z (k). donc comme kl|iAj si
klinj
et seulement si kli et k|j, a;j=iNj= Z w(k). On peut donc appliquer la question 1. qui nous

klietk|j

dit que detA=] [e(k).
k=1
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