MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Exercices vus en cours

Solution de 6 :
On pose g, =e; =(0,1,1).

. , 1
Puis on cherche ¢, = e, + A, avec A tel que (g,|g,) =0 ie (&g1]es) + A(e1]e;)=1+2A=0donc A= —> et
1=33)
€y = y =y = |+
2 2’2 . )
En cherchant &3 = e; + ue; + ve, tel que (e|e3) = 0 et (&,]e3) = 0, on trouve u = — et v= —3 Soit
(2 2 2)
e=|-,-,—2|
33 3
On a obtenu trois vecteurs non nuls orthogonaux deux & deux en dimension 3 : il s’agit d’une

1 1 2 1 1
base orthogonale de R3. Reste & normaliser ourob’reniruneb.o.n.e’=(0,—,—),e’=(—,——,—)
o P =\ B BT\ Ve Ve

et ¢! —(L < _L)
37\v3'v3' v3)
Solutionde 11 :
Vecteur normal & P : (1,0,—1). Donc pour fout x € R3,

(1,0»—1)'(%)”2)
2

po((x,y,2)) = (x, 7, 2)— (1,0,-1)= G(x+z),y,§(x+z))

Donc pp(el) = 3(e; +e3). pp(e2)=e, et pp(e3)=3(e; +e3), et

1
Matg(pp)=5| 0
1

o N o

1
1

_ 0 A
2 1

Produit scalaire

Solution de 15:
Par symétrie, il suffit de montrer par exemple que f est linéaire.
Soient x,x’ € E et AeR. On veut montrer que f(x +Ax’)=f(x)+Af(x).
On calcule, pour y € E,

(f(x+Ax")= f(x)=2Af(x)|y)

(flx+2Ax"y)=(Fx)y)=A(f(x))]y)

x+2x|g(y))—(x18(1)— A(x’|g(1))
0

donc f(x +Ax")— f(x)—Af(x") e EL ={0}.

Solution de 16:

1. L'existence vient de Gram-Schmidf.

Pour I'unicité, on prend deux suites (P,). (Q,) convenant, et pour tout n, on décompose
P, € Vect(Q,,...,Q,) €t on obtient P, =Q,, par orthogonalité.
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2. XP,_; de degré n et unitaire se décompose dans la base orthogonale (B,...,P,) de R,[X] en
(PIXP,1) _ (XP|P,)

XPy =2+ + A1 Pp+ Py, QveC A; = 12l 12|
i 1

=0Si i <n—2 pour des raisons
de degré.

Solution de 18 : Décomposition QR et inégalité de Hadamard - oral Mines

1. Si(cy,..., c,) estla famille des vecteurs colonnes de A, A est la matrice de passage de la base
canonique A, de R™ & la base €6 = (¢y,...,c¢,). On munit R" du produit scalaire canonique
(pour lequel, donc, 8. est orthonormale). Soit 8 une base orthonormale de R obtenue &

partir de ¢ par le procédé de Schmidt. On a alors, avec des notations habituelles :
P, =P PY

Mais Pﬁg, matrice de passage d’'une base orthonormale & une base orthonormale, est ortho-
gonale. Et I'algorithme de Schmidt garantit que, pour tout k,

Ci € Vect(ey,...,e)
ou l'on note % =(ey,...,e,) (ON a en effet, pour tout k,
Vect(ey,...,e,)=Vect(Cy,...,Ct) )

ef donc...ca marche.
2. On écrit le systéme équivalent RX = QT B, c’est un systéme triangulaire.

3. Visiblement non, vu le (petit) choix dans I'algorithme de Gram-Schmidt. Mais allons plus loin :
a quelle condition a-t-on QR = QyR, ou Q et Q, sont orthogonales, R et R, triangulaires supé-
rieures inversibles ?

On remargue que |'égalité étudiée équivaut &
Qy'Q=RyR™"

ou le premier membre est une matrice orthogonale, le second une matrice triangulaire su-
périeure.

Le probleme est donc : quelles sont les matrices a la fois orthogonales et triangulaires supé-
rieures ?

Construisons une telle matrice M : M est triangulaire supérieure donc son inverse M~! |'est
aussi. Or M~ = MT est triangulaire inférieure donc M est nécessairement diagonale. Comme
les colonnes de M sont normées, les coefficients diagonaux valent 1. Réciproquement, de
telles matrices sont bien orthogonales et triangulaires supérieures.

Autre argument possible : le premier vecteur colonne de M est unitaire et seule le premier

+1
. . 0
coeefficient est possiblement non nul, donc vaut ( : )
0
Son deuxiéme vecteur colonne est orthogonal au premier, son premier coefficient est donc

nul. Donc seule son deuxieme ccefficient est non nul, et vaut nécessairement +1 car il est

0
£1

unifaire. Il vaut donc 0 . Ainsi de suite...
0
Bref,
o(n)N7 (R)={D,, e€{-1,1}"}
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ou, si e =(&y,...,&,), D, =diag(ey,...,&,). On conclut que
QR=QOR0 — 386{—1,1}n RZDERO eTQZQoDe

(on s’est servi du fait que D, était sa propre inverse).
Grosso modo, cela signifie que dans deux décompositions QR, au signe prés on retrouve les
mémes coefficients.
4. (a) Linégalité, quis'écrit 0< |G ]|...||C,|. est vraie.
(b) C=QC;
(c) Donc
ICklI* = C{ Gk = (QR:)T(QR) = R{QTQRy = R{ R = || Re|I*.
(On pourrait aussi utiliser le fait que Q représente une isométrie en base orthonormale au
lieu de le redémontrer).
Or, pour tout k,

ICII=

Il suffit alors de remarquer que

n
[ 1Rkl =det(R)| = | det(pM)].
k=1

(d) Oui. Si et seulement si la matrice R est diagonale, d’apres ce qui précéde. Et donc si et
seulement si les colonnes de M forment une famille orthogonale.

Solution de 20 :
Cauchy-Schwarz.

Solution de 21 :
Cauchy-Schwarz.

Solution de 22 :

1. f est facilement linéaire sur un espace de dimension finie, son injectivité suffit.
Orsi f(x)=0g, ||x]|=](a| x)|. Comme |la]| =1, c’est un cas d'égalité de Cauchy-Schwarz donc
x est colinéaire & a : on a AeR tel que x =Aa. Mais alors f(x)=0g =Aa—A|lal®* b =A(a—Db).
On en déduit que
= Sla#b, A=0etKerf={0} donc f est injectif donc bijectif.
= Si a = b, on reconnait |'expression de la projection orthogonale sur & (Ra )t qui n’est pas
bijective f(a)=0g et a #0g...).
Autre rédaction possible : on compléte (a) en une base orthonormée % =(a,e,,...,e,) de E.

1—-b, (0)
—b, 1

La matrice de f dans 8 est A= : , de déterminant 1—b; =1—(a|b), donc f
—b, (© 1

est bijective si et seulement si (a|b)#1.
Or(alb)=1 < (a|lb)=|(a|b)|=||allllb|| < a et b positiviement liés < a = b carils sont de
méme norme.
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2. En ufilisant la matrice, on a gy =(X -1 +(a|b))(X—1)""1 et A—1I, est de rang 1 si et seulement si
b #0g.
Donc f est diagonalisable si et seulement si b =0; ou (b #0g et (a|b)#0).

Solution de 23 :

1. Ona
|ATX|* = XTAATX = (X, AATX)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
||ATX“2 =(X,AATX) <|IX||[|[aATx || <l x(]]AT x|
Ainsi,
47X <l

et ce, que ATX =0 ou non.
2. SiAX =X dlors

|ATX —x]|* = |AT x| —2(ATX, X )+ IIXIP < 2(|X |2 — X T AX) = 0.

On en déduit ATX = X.
3. Soit X eKer(A—1,)NnIm(A—1,).
Ona AX =X (etdonc ATX =X ) et il existe Y € E vérifiant X =AY — Y,
IXIIP=(X,AY —Y)=XTAY —X Y.
Or -
X'AY =(A"X) vY=X"Y
et donc || X]|?> =0. Ainsi,
Ker(A—1I,)NIm(A—1I,)={0}.
Enfin, le théoréme du rang

dimKer(A—1I,)+1rg(A—1,)=dimE

permet de conclure
E=Ker(A—1,)®Im(A-1,).

Projection orthogonale

Solution de 25 : Oral Mines

Le sens direct s’appelle inégalité de Bessel, c’est du cours (et une conséquence du théoréme
de Pythagore.)

L'autre sens est moins évident et se voit bien sur un dessin par contraposée.

On suppose que la projection p n'est pas orthogonale, et on cherche un vecteur x € E tel que
[P > 1111

p étant la projection sur F parallélement & G, avec G # F, il apparait assez clairement sur un
dessin que si x € G\ F, ||p(x)|| > [|x||. Vérifions-le.

Espaces préhilbertiens réels - page 4



On a x = p(x)+(x —p(x)) avec p(x) e F et x—p(x) e G. Comme x € G+, on peut appliquer le
théoréme de Pythagore :

|p(o)||* =] —(x = pC)||” = 11212 +]|x — po)|[* > l1x1?

car x ¢ F donc x—p(x)#0g. Reste & voir que G1\ F #@, c’est-O-dire G+ ¢ F. Si ce n’était pas le cas,
par égalité des dimensions, on aurait G = F, ce qui est exclu ici.

On peut aussi faire une preuve directe, plus astucieuse. On suppose que la projection p sur F
paraliélement & G est telle que pour tout x € E, ||p(x)|| <l xl.

Si(x,y)e FxG et teR, on considére

Ip(ex+ )| = 211 < | ex+y|" = 2 lxlP +2e(xly)+ |y ||

donc pourtout £ € R, 2t(x|y)+Hy||2 >0 ce quiimplique (x|y)=0 (comme dans la preuve de Cauchy-
Schwarz dans le cas d’une forme bilinéaire symétrique positive : reconnaitre une équation de
droite ou faire t — +o0).

Distance & un sous-espace

Solution de 27 :

Dans ce genre d’exercice qui se pose a 'oral, I'important est d’identifier un probleme de projec-
tion orthogonale. Comme dans |I'exercice précédent. Ensuite, il faut trouver la réponse aux ques-
tions suivante : dans quel espace ? ici, assez clairement, dans .#,(R). Pour quel produit scalaire ?
ici, le produit scalaire canonique, qui est donné par

WUIV)=D Ui Vi =tr(UT V)
ij

Sur quel sous-espace ? sur .#,(R). Une bonne idée est de déterminer une base orthonormale de
Z,(R) pour ce produit scalaire canonique. Une meilleure est de montrer que, pour ce produit
scalaire canonique,

In(R)" = .c/p(R)
Alors le théoréme de projection orthogonale dit que la borne inférieure recherchée est un mini-
mum, atteint en un point unique :

1
M = PYn(R)(A) = E (A+AT)

et valant ,

1
o

N =~

1 2 2
=1 Z (aij—a;) = Z (ai,j—aj.)

(i,j)elL,n]? 1<i<j<n

Solution de 28 :

Il s’agit de la distance euclidienne de X3 au sous-espace de dimension finie F = R,[X] pour le
1

produit scalaire (P|Q)= P(t)Q(t)dt sur Ry.

-1
Il est atteint en I'unique Pr (X3)=aX?+bX +c € F tel que X®—Pr(X®) e F*, donc est orthogonal
a X2 Xetl.

1 R
Ontfrouve a=c=0et b= = apres calculs.
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Solution de 29 : Déterminants de Gram - grand classique de I'oral et de I'écrit

1. Supposons u, =a,_ju,_1+...+a;u;. Alors, pour tout i €[1,n—11],
(Ui up) = a1 (U, up_y) +...+a {u;, uy)
Ou encore
(uy, uy) (uy, up—y) (uy, uy)
: =0, +~--+a1 :
(un’ un) <un» un—l) <un» ul)

que I'on peut lire de la maniére suivante :
Cn :an_lcn_1+...+alcl

ou les ¢ sont les colonnes de la matrice de Gram G(uy,...,u,). Les colonnes étant liées, le
déterminant est nul.

Dans le cas général, il n"est pas nécessaire que u,, soit combinaison linéaire des autres u;.
Mais si la famille (u4,..., u,) est liée, au moins un des u; s'écrit comme combinaison linéaire
des autres u;. Et on conclut de la méme maniére, en montrant que la colonne ¢; est alors
combinaison linéaire des autres.

2. Rappelons que, pour tout couple (i, j) de [1, n]?,
G j=(u;, uj)
et, la base (e, ..., e,) étant orthonormale,
A j=(ei, uj)

Mais d"autre part (calcul du produit scalaire dans une base orthonormale) :

n

Gij =Z(€k, u;)(ex, uj)

k=1
n
= ZAk,iAk,j
k=1
=(AT A); ;
et donc
G=ATA
On en déduit

det(G)=(detA >0
(Ae GL,(R)). En fait, on peut dire plus : G est symétrique définie positive.
3. La derniére colonne de G(uy,..., u,, x) est

(ul’x)\ (Ul,ZV\ (uy, x—2z)

(LLZ.,JC) <u2.’2> <u2’3f:_z>
= +

(wpx) | | z) | | (e x—2)

nx)) \nz) ) \(xx—z)
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ou z est le projeté orthogonal de x sur F =Vect(uy, ..., u,). Donc :

(ulyx>\ (u,z) [

() || (n2
)

{x,x)

Utilisons la linéarité du déterminant par rapport & sa derniére colonne. On obtient, notant

g(...)=det(G(...)):
<u1ru1>

gluy,...,uy, x)=8uy,..., Uy, 2)+

(it t12)
<Z, ul)

(on réutilise le fait que (uy, x) = (u, z) + (ur, x — z) = (ug, z)). On développe alors par rapport
a la derniére colonne le dernier déterminant; tenant compte de la nullité de g(u,,..., u,,z)

(famille liée), on conclut :

0
0

0

\(z,z) (x—z,x—2)

<u1’ un)

(it 1)
(2, 1)

guy, ..., up, x)=lx—zl* gluy,..., u,)
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