MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Faire des dessins.

Pour montrer qu’une application est un produit scalaire, pas de secret : symétrie, linéarité (& gauche
ou & droite), définie-positivité. Ne pas oublier de vérifier que I'application est bien définie, lorsque
ce n’est pas immédiat.

Lors de calculs avec des normes euclidiennes, on utilise souvent |||> et on peut faire intervenir le
produit scalaire.

Pour établir une inégalité faisant intervenir norme et produit scalaire on pensera & utiliser les inéga-
lités de Cauchy-Schwarz et Minkowski (inégalité triangulaire).

Pour montrer qu’un vecteur est nul, on peut montrer qu’il est orthogonal & tout vecteur, ou encore
qu’il est orthogonal & lui-méme. (Et deux vecteurs sont €égaux si leur différence est le vecteur nul!)

Faire des dessins en dimension 2 ou 3 peut étre une bonne idée pour “visualiser” ce que I'on veut
démontrer.

Jusqu’a présent, lorsque I'on devait démontrer qu’un extremum était atteint, on pensait & des ar-
guments de continuité et compacité. Pour I'unicité, souvent les arguments sont de convexité ou
de calcul de dérivée (ou de différentielle) pour la recherche de points critiques. Il faut maintenant
penser, pour des problémes de minimum, au théoréme de projection sur un sous-espace de dimen-
sion finie. Si on pense que c’est cela qu’il faut appliquer, on définit un produit scalaire convenable
et un sous-espace qui permet de résoudre le probléme.

Les problémes de polyndmes orthogonaux interviennent dans de nombreux énoncés.

L'orthonormalisation de Gram-Schmidt peut parfois étre remplacée par une orthogonalisation, plus
légeére. Il faut avoir présente & I"esprit I'interprétation de I’'orthonormalisation de Gram-Schmidt en
termes de projection orthogonale.

Exercices vus en cours

+00o

] Montrer qu’on définit sur R[X] un produit scalaire en posant (P|Q) :f e 'P(1)Q(t)dt, eten
0

confondant polynédme et fonction polynomiale associée.

2 Définir sur R,[X]. puis R[X], un produit scalaire rendant la base canonique orthonormale.

3 Si I est un intervalle et L2(I) est I'ensemble des fonctions continues sur I telles que f? est

intégrable, montrer que L(I) est un R-espace vectoriel, et que (flg) = f fg définit un produit
1

scalaire sur L2(I).

4 Si £2(R) est I'ensemble des suites réelles de carré sommable (ie terme général de série —

+00
absolument — convergente) montrer qu’il s’agit d’un R-espace vectoriel, et que (u|v)= Z U, vy,
n=0

définit un produit scalaire sur ¢2(RR).

5 ccnpr6-79
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6 Orthonormaliser la base e, =(0,1,1), e, =(1,0,1), e5 =(1,1,0) de R® muni de sa structure eucli-

dienne canonique.

7 Dans E = <6([0,1],R) muni de sa structure euclidienne canonique, soit F le sous-espace vec-
toriel des fonctions polynomiales.
1. Montrer que F+ ={0} en utilisant le théoréme de WeierstraB.
2. En déduire que F ¢ (F4)" =E.
3. Soit G ={t — P(t)sin(t) ; P € F}. Montrer que G ={0} et en déduire que (FNG)L 2 FL+G1L.

n__k
4. Montrer que d(exp, X HZ %) —— 0. Que vaut d(exp, F)? Est-elle atteinte ?
k=0 "

n—+oo

5. Montrer plus généralement que si d(f, F) est atteinte pour un g € F, alors f —g € FL. Pour
quelles fonctions est-ce le cas?

8 ccinp3o-77

9 Z,(R) et .o, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans .#,,(IR) pour le produit scalaire ca-

nonique.

10 ccinp92-80

] ] Soit E = R3, P le plan d’équation cartésienne x —z = 0. On note B = (e, e,, e3) la base

canonigue de R3. Quelle est la matrice dans % de la projection orthogonale sur P et de la
symétrie orthogonale par rapport & p ?

12 ccinpsi-82

] 3 Déterminer les équations des bissectrices, dans un repére orthonormal du plan, de 2 :3x+4y =
et 9’ :5x—12y =0.

Produit scalaire

] 4 Le retour des polyndmes de Tchebychev

1. Vérifier que I'égalité suivante définit un produit scalaire sur I'espace des fonctions poly-
1
P(1)Q(t)dt.
i (£)Q(r)
On rappelle que les polyndmes de Tchebychev sont définis par la relation, valable pour
tout n entier naturel et fout réel 6 , T,(cos8) = cosnf. Démontrer que la famille (T;,),en est
une famille orthogonale ce produit scalaire.

1
némes réelles (P,Q), = J
-1
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f(t)g(r)dr est bien

1
2. Soit E I'espace C([—1,1],R). Montrer que, si (f,g) € E2. (f,g), = f —

défini. Montrer que I'on construit ainsi un produit scalaire sur E.

] 5 Soient f et g des applications de E dans E telles que Y(x, y) € E?, (f(x)|y)=(x|g(y)).

Montrer que f et g sont linéaires.

] 6 Veérifier que I'égalité suivante définit un produit scalaire sur I'espace des fonctions poly-
némes réelles :

+00
(PQ) = f e " P(1)Q(r)dt
—00
1. Démontrer qu’il existe une unique suite orthogonale de polyndmes (P,),en. fels que pour
tout n, P, soit unitaire (i.e. de coefficient dominant égal a 1) de degré n.
2. Démontrer qu’il existe deux suites (1,,) et (u,) de réels telles que, pour tout entier naturel
n=2, Py =(X—2Ap)Pr—UnPr
(Indication : décomposer X P,_; dans la base des P,).

2

On définit les polynémes de Hermite par H,(x)=(—1)"e* h{"(x) ol hy(x)=e~*".
On peut montrer qu’ils forment une famille orthonormale pour ce produit scalaire. Quitte &
les diviser par leur coefficient dominant 2", on obtient les polynébmes P,,.

1
] 7 Ecrit Mines - CCINP On considére le produit scalaire (P,Q)—»J P(t) Q(t) dt sur R[X].
0

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.

2. Montrer qu’il existe une suite orthonormale (P,),cn d’éléments de R[X] telle que deg(P,)=n
pour tout n.

3. Soit n>2. On suppose que P, possede k racines de multiplicité impaire dans 10, 1[, ay, ..., ax.
avec k< n.

k
(q) Vérifier que, si Q = n(X—a,-), alors (P,|Q)=0

i=1
(b) En écrivant (P,|Q) sous forme intfégrale, aboutir & une confradiction.

(c) Démontrer que P, est scindé & racines simples, et que ses racines sont toutes dans 10, 1[.
4. On fixe neIN*. Soit ay,...,a, les racines de P,. Montrer qu’il existe des réels 2,,...,4,, fels que,

pour tout P e R,,_;[X], on ait
1 n
f P(1) dt:Z)L,-P(ai)
0 i=1

Donner une expression de ces scalaires en fonction des intégrales sur [0,1] des Ly, ou les Ly
désignent les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés & la famille (ay, ..., a,).

5. On reprend les notations de la question précédente. En utilisant la division euclidienne par
P, montrer que

1 n
YP e Ry, y[X] f P(1) dt =Y A;P(a;).
0 i=1

Ce type de résultat est & la base des méthodes de Gauss pour les calculs approchés d’in-
tégrales.
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1 8 Décomposition QR et inégalité de Hadamard - oral Mines

1. En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, démontrer que, si A est une ma-
frice inversible carrée d’ordre n & coefficients réels, il existe une matrice Q orthogonale
(c’est-a-dire vérifiant QTQ = 1,,) d’ordre n et une matrice R triangulaire supérieure & coeffi-
cients réels telle que A=QR.

(On interprétera A comme matrice de passage de la base canonique & la base des vec-
teurs colonnes, et on orthonormalisera cette derniére).

2. Expliquer I'intérét de la décomposition A= QR pour la résolution d’un systéme AX = B.

. Y-a-t-il unicité de la décomposition ?

4. On veut montrer I'inégalité de Hadamard : si M est une matrice carrée réelle, (cy,...,¢,) la
famille de ses vecteurs colonnes, ||.|| la norme euclidienne canonique sur R”, alors

w

|[detM[<|lcill...Ilcall

(a) Montrer I'inégalité lorsque M n’est pas inversible.

(b) Onsuppose M inversible, on I'écrit M = QR ou Q est une matrice orthogonale et R une
matrice triangulaire supérieure. Si (yy,...,r,) est la famille des vecteurs colonnes de R,
exprimer y, & I'aide de Q et de ¢,

(c) Conclure

(d) Peut-il y a voir égalité dans I'inégalité de Hadamard ?

] 9 Soit E I'ensemble des fonctions confinues de [—1,1] dans R muni de son produit scalaire

canonigque. Soient 2 et .¢ les parties de E contenant les fonctions paires et impaires respective-
ment.
Montrer que .# = 21 et déterminer la symétrie orthogonale par rapport & 2.

20 . L L 1 < n)
Etudier la nature de la série de terme général u, = ———— .
° A (k

2 ] Soient neN*, x,,..., x,, des nombres réels. Montrer que (x; +-+-+ x,)? < n(x2+---x2).
Dans quel(s) cas a-t-on égalité ?

22 Soient a et b deux vecteurs unitaires d’un espace euclidien E de dimension n > 2 et de
produit scalaire noté (-|-). On étudie I'endomorphisme f de E donné par
f(x)=x—(alx)-b.
1. A quelle condition simple I'endomorphisme f est-il bijectif?
2. A quelle condition I'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

23 Soit A € ., (R) Vérifiant VX € ., ,(R), |AX]l < [IX|| ou ||| désigne la norme euclidienne
usuelle sur I’'espace des colonnes.
1. Etablir VX € .4, ,(R), [|ATX]| < [|X]|.
2. Soit X e #,,1(R). Montrer que si AX =X alors ATX =X
3. Etablir .#,, ,(R)=Ker(A—I,)®Im(A—1,).
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Projection orthogonale

24 On se place dans R? muni de son produit scalaire usuel, noté (|-). Soit D la droite d’équa-
fion x =—y =z, s la symétrie orthogonale par rapport & D et p le projecteur orthogonal sur D.
1. Déterminer les matrices de s et p dans la base canonique de R3.
2. Considérons les applications f et g définies sur R3 x R3 par :

fly)=(x[p(y) et glx,y)=(x[s(x).

Démontrer que f et g sont des formes bilinéaires symétriques. Sont-elles définies positives ?

25 Oral Mines Soit (E, (-|-)) un espace euclidien, p un projecteur de E.

Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si ¥ x € E, || p(x)|| <1 x].

Distance & un sous-espace

26 Dans I'espace vectoriel R, on définit v, =(1,2,—1,1), v, =(0,3,1,—1) et F =Vect(1, 1»).

1. Déterminer un systéme d’équations (dans la base canonique) et une base orthonormale
de F*t.

2. Soit e; =(1,0,0,0). Calculer d(ey, F).

. 2
27 Calculer, pour Ae #,(R), mfm(ijgnﬂ(ai,j—m[,j))

Med(

1
28 Pour tous réels a, b, c, on pose I(a,b,c) :f (x3—ax2—bx—c)2 dx. Démontrer qu'il existe
-1
un unique triplet (a, b, c) tel que I(a, b, ¢) soit minimum et le déterminer.

29 Déterminants de Gram - grand classique de I'oral et de I'écrit

Si uy, ..., u, sont n vecteurs d'un espace préhiloertien réel (E, (.,.)). on définit leur matrice de
Gram, G(u, ..., u,). comme la matrice carrée d’ordre n donft le coefficient en ligne i et colonne
j est (u,-, u])

1. Démontrer que si la famille (uy,..., u,) est liée alors le déterminant de sa matrice de Gram

est nul (on pourra commencer par supposer que u,, s'écrit comme combinaison linéaire
des autres u;).
2. On suppose maintenant (u,..., u,) libre, et on considere (e, ..., e,) une base orthonormale
de Vect(uy,..., u,). On note :
A=Mat, e )(U1,..., Uy).

(a) Exprimer G =G(uy,...,u,) al'aide d'un produit faisant intervenir A et sa fransposée.
(b) Montrer que le déterminant de G est strictement positif.
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3. On suppose la famille (u,..., u,) libre; on désigne par F le s.e.v. engendré par (uy,..., u,),
et par x un vecteur de E. Démontrer :

> det(G(ul,..., un,x))

e} = =Gt )

On pourra par exemple, dans le calcul de det(G(ul, e Uy, x)) écrire x =(x—z)+z, z désignant
le projeté orthogonal de x sur F.
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