MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
LIMITES ET INTEGRALES

1. Limites de suites d’intégrales

A. Exercices vu en cours

Solution de 1 : Wallis
Définissons

|02l — R
Ju: t —  sin" ¢t
La suite (f,,) converge simplement vers 0. L'hypothése de domination est facile & réaliser :
Vn=20 Vtelo,n/2 [sin” £| <1

Or la fonction ¢ — 1 est indépendante de n, et infégrable sur J0,/2[.
Les fonctions f;,, et la fonction 0 sont continues par morceaux, on peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée :

/2 /2
fo— f 0=0
L n—+00 0

Solution de 6 : Calcul de limite d’'une transformée de Laplace

Domination par limite nulle.

1+¢2°

Solution de 7 : Théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale
Changement de variable u=st.
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B. Autres exercices

Solution de 9 :
Par théoréme de convergence dominée, fonction dominatrice : T, on trouve une limite égale & 1. Ensuite, premiére technique : si on
veut comparer une intégrale & un nombre, on écrit ce nombre sous forme d’intégrale. Ici

1 n
u
1-I,= | ——du
o 1+un

Puis, technique habituelle pour ce genre d’exercice (qu’on rencontre & I'oral), on fait un changement de variable : r = u", ou plutdt
u=r"". Ce quifait sortir un 1/n. En facteur d’une intégrale & laquelle il est facile d’appliquer le théoréme de convergence dominée
(encore la fonction dominante T). On trouve |I'équivalent

In2

n

Solution de 10 :
Changement de variable ¢" = u, ou plutét ¢ = u'/", Fonction dominatrice, par exemple : Noo (f).

Solution de 11:
Limite nulle...Fonction dominatrice |f| par exemple.

Solution de 12 :
La limite est In2 £(0) (théoréme de convergence dominée, fonction dominatrice, par exemple N (f)). Puis (remnarquons que la limite
s’écrit sous forme d’une intégrale, forme a laquelle il faut évidemment revenir)

1 n 1 ny_
G )dt_ng FuM=f0)
0 1+¢

0 1+t

Le changement de variable habituel dans ce genre d’exercice : u=t", ou plutot ¢ = ul/",

1 n 1 _ 1/n
F{GOPPS W R (O (O L
0 141 nJ, u 1+ul/n
La fonction g : u+— M se prolonge & [0,1] en restant contfinue. On en déduit, par théoreme de convergence dominée

(domination par exemple par N (g)) qu’un équivalent est

1 (! fw)—fo)

2n ),

du

sous réserve gue cette intégrale soit non nulle.

Solution de 13 : Mines-Centrale
Théoréme de congergence dominée, domination par exemple par Ny (f). La limite est f(0).

Solution de 14 : Mines
Théoréme de convergence dominée.
La convergence simple s'étudie en distinguantlescas t <1, t=1, r> 1.

1 sio<t<1

Domination par la fonction ¢ : t — ) (il faut avoir une fonction dominante intégrable...).
exp(—t) sit>1

La limite est 1.
+00 1 +oo
exp(—t")dt +J exp(—t") dt et calculer les deux limites séparément.

Autre possibilité : découper en f
1

0

exp(—t")dtzj

0
Solution de 15 :

On pourrait espérer une limite, mais si le TCVD s’ applique., cette limite va étre nulle. On fait un changement de variable % = u, t = u'/",
On obtient

et [y
=— ——du
", Vitu

1/n

La domination
u 1

< [
vi+u vi+u
(ou <1, tout simplement) permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour obtenir

Yue[0;1]

boyn LS|
du du
o V1it+u n—+oo fo V1+u
D’ou I'équivalent :
2(vV2-1)

n
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Solution de 16 :
On peut montrer I'existence de I'intégrale pour commencer.

X . . — S 17
Puis on considere ¢,, : x — (1—7)" In x 1y ,;(x). Le suite (¢,,) converge simplement sur 10,400l vers x — e~ * Inx. Et on montre, & I'cide
n

de I'inégalité classique In(1+ u) < u, que la suite (¢,) est dominée par sa limite, limite qui est intégrable (on fait des études sur 10,1] et
sur [1,+o0[, et on compare & I'exemple de Riemann dans chacun des cas).

Limites et intégrales - page 3



Solution de 17 : CCINP
Pour la premiere question, la limite est j f(r)dr, on peut montrer que la différence tend vers 0 gré&ce & la majoration obtenue par

j falt dt—f f()

On peut aussi utiliser le théoreme de convergence dominée en infroduisant la fonction indicatrice de [a,,, 8,] mais ¢’ est plus sophistiqué.
Pour la deuxiéme question on fait le changement de variable u=t", t = u!/", on aboutit &

1+1/n Bn ,1/n

1
J g(tn)dt:,J wlg(w)
1 n u

découpage :

<(bp=anllfu=flloo +Iflleo (B —bu +a,—a)

et on utilise la premiére question.

2. Interversions séries-intégrales

A. Exercices vus en cours

Solution de 21 : ex CCINP 19

1. On pose, pour fout entier naturel n, f;,: r€]0,1]— ¢"In¢, continue sur 10, 1].

1
Ona t2|f,, |—»0 donc, au voisinage de O, |f, (¢ o(—l).
t2

1
Or, t— — est intégrable sur ]o, 1](fonction de Riemann intégrable). Donc f, est intégrable sur ]o,1].

De plus pour x €]0,1], par intégration par parties

! n " nge ] Loyn x"nx 1 X+l
t"Intdr = — = - + .
. n+l | ), n+l n+1 (n+1)2  (n+1)2
L ) 1
On en déduit, en faisant tendre x vers 0, que| I, :—( P
n
+00 n +00 t”lnt
A N
2. VieR, e ZO donc, pour fout t €10,1], f(t ZO -
n n

n

t 1
OnposeVneN, g,:t€l0,1]—

1400 lt"lnt
J e lntdt—J; Zgn dt—ZL l —an Zn'n+1 __Z (n+1) n+1'

n=0 :

. Sous réserve de pouvoir intervertir, on obtiendra

1 +00
1
C’est-a-dire f eIntdr =—» —. |Justifions I'intégration terme & terme :
0

!
P nn:

H1 Zg,, converge simplement sur ]0,1] et a pour somme f qui est continue par morceaux sur 10,1].

H2 VneNN, g, estintégrable sur ]0,1] d’aprés la question 1.

1 1
—t"Int -1, 1
H3 Nl(g)_L |gn(t)|dt—L ——dr=— —m.(}nodonc

VnelN, 0<N1(gn)<m,

converge.

1 1 1
De plus, ———— =) — converge, donc, par critére de majoration des séries & termes positifs,
P, Y = 5 Convere. donc. o j postts, Y o

Le théoreme d’intégration terme & terme pour les séries de fonctions s’applique et il donne en por’riculier| I'intégrabilité de f.
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B. Autres exercices

Solution de 23 :

1. Théoréme d’inversion N;, pas de probléme pour vérifier les hypothése, le calcul de la norme N; se fait par double IPP, elle vaut

@ni1p (comme on s’y attend).

2. On factorise par e7f, puis théoreme d’inversion N, pour la convergence de N(f,). utiliser I'inégalité classique |[sint| < |¢] puis
intégrer par partie. Intégrer aprés inferversion avec sin ¢ :jm(e”).

3. Inversion Ny, I'intégrale de la norme N; se calcule par partie, on frouve . Le reste est facile.

1
(n+1)2

Solution de 24 : Mines

n
Soit f, : £ €[0, 1[— [ﬂlfl[

Pour tfout n e NN, f, est continue sur ]0,1[, et(f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur 10, 1] qui est continue.
I
De plus, si n € IN et £ € [0, 11, | £,(1)] < (1) = tzn_t

continue, positive, intégrable sur ]0,1/2] car négligeable devant
t—1
2(t—1)

1
1
t— 77 au voisinage de 0 et intégrable sur [1/2,1] car au voisinage de 1, ¢(t)

1
=3 donc prolongeable par continuité.

Par théoréme de convergence dominée, I, existe et I,, — 0.
1+00

1 +00
Puis, en fixant un n,I,,:—J t"Iney. tdet:f D (= Int)de
0 k=0 0 k=0

On pose g; : t €]0,1[— t25+(—In t) intégrable sur 10, 1[ avec des arguments similaires & ¢ ci-dessus.
De plus, avec ce qui précede, ng converge simplement vers t — f,,(¢) qui est continue sur 0, 1[.

1 1

1
1
Enfin,J |gk(r)| dr = f g(t)dt = —f 2K+ 1n ¢t dt quise calcule en intégrant par partie (prudemment) : on trouve
0

. . @k + 7+ 12 k—r00 4K2
terme général positif de série convergente (par rapport d k).
Le théoréme d’inversion s’applique, tout converge et on peut écrire

N
1

I =

" kZL gilt (2k+n+1)

On effectue alors une comparaison série intégrale, & n fixé, avec t — Zitntie décroissante sur R*. On obtient
n

R +oo 1 —1/2 Tt 1 L 1 ) . o
ouJ,= dr = = d’ou I,, ~ — ce qui redonne bien la limite nulle.
0 2t+n+1)2 2t+n+1 2(n+1) 2n

Solution de 25 :

1. On fait apparaitre une série géométrique, on trouve f,, : t — (—=1)" t4+nb-1,

P , ) L 1
Le théoréme de convergence N, ne s’applique pas ici car Ny(f,) =

a+nb’
Il faut donc y dller « & la main ». Comme on soi’r calculer les sommes partielles d’une série géométrique, on peut appliquer le
ra- 1
TCVD & la suite des sommes partielles S,( ka e T UL
Zta_l

Les hypothése se vérifient facilement et on peut dominer avec |S,,(t)| < TR

Le passage a la limite sous I'intfégrale permet de conclure.

2. On décompose en éléments simples en factorisant 3 +1= (¢ +1)(t2—t +1) et on intégre patiemment.

In2 b1
On trouve — + —
2v3
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