MPI ) ) Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
INTEGRALES GENERALISEES

Vrai ou faux

+00
1. Sif f(t)dt converge, alors f(t)mo.
‘ +00 +0oo
2. Si feé(a,+o0[) e‘rf f(t)dt converge, alors x HJ f(r)dr est une primitive de f de limite nulle en +co.
3. Dire que « f est intégrable sur I », f f converge absolument ou encore J |f| converge, c’est la méme chose.
1 1

4. f positive est intégrable sur [a, +o0o] si et seulement si fo f(r)dt est majorée.

1 . s
9. x— — n'est jamais intégrable sur R}
X

6. Si deux fonctions sont équivalentes en +oo, elles sont simultanément intégrables ou non intégrables sur [a, +oo].

+00
7. Si f estimpaire et continue sur R, f f(t)dt est convergente et nulle.

oo}

b b
. Si f,g €6 (la, b[), alors f f'g e’rf fg’ sont de méme nature.

Solution de 1: ex CCINP 19

1. On pose, pour tout entier naturel n, f,: 1 €10,1]— t"Int.
Pour tout entier naturel n, f, est continue par morceaux sur 10,1].

Ona t%|fn(t)|:;0 donc, au voisinage de 0O, |f,()| :o(%).

1
Or, t — — est intégrable sur 10, 1](fonction de Riemann intégrable). Donc f, est intégrable sur 10, 1].

rz
De plus, pour x €]0,1], par intégration par parties

1 1 1
t"nt " x"nx 1 X+l
t"Intdt = - dt=— — + .
R n+1 L ntl n+1 (n+12 (n+1)2
g . 1
On en déduit, en faisant tendre x vers 0, que | I, :—( e
n

Solution de 2 : CCINPl25
f:t— ——— est continue et positive sur [0,+oc0.

1+ 2+ tne—t ) )
De plus, pour fout t e R*, 0< < donc, dans avec
1+t2+tne-t 1412

+00
dr +oo T

= [Arctan t] =—<+00
0 1+1¢2 0 2

de
donc | ———— converge et donc, par positivité, f est intégrable sur [0, .
fmzwe_l 9 par p f 9 [0, +00]

Autre rédaction possible : dans [0, +00],

+o0
o< | — 9 < 7 oo
1+t2+tne-t 0 1+ 12 2

1
142"

Solution de 3 : CCINP 26
Posons pour tout n e N* et ¢ €[0,+00], f,(t)=
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1. VneN*, f, est continue sur [0,+o0].
De plus, [f,(£)] ~

+oo p2n’

1 s
Orn>1,alors t — T est intégrable sur [1,+o0l.

Donc, par regle d’équivalence pour les fonctions positives, f, estintégrable sur [1,+o0] .
Or f, est continue surf0,1], donc f, estintégrable sur [0, +oco].
1 1
2. (a) Yte[o,+00[, < carl+e?>1.
(@ Vel [ (T4 2)n+1 (14 ¢2)n
En intégrant, on obtient : Y neN*, I, <I,.
Donc (1,),en+ €St décroissante.

Solution de 4 : CCINP 28

e
1. Soit f:x+—
fix Vvx2z—4

continue sur 12, +ool[. De plus,

Sur 12,3] B .
e et
(x—2)(x+2) 2 2 (x—2)F

flx)=

1 1
Orx— Goo" est intégrable sur 12,3] (fonction de Riemann intégrable sur |2,3] car 3 <1).

Donc, par comparaison, f est intégrable sur 12,3].
Sur [3,+00]

flx) ~ =g(x.)

X—+00 X

. . L 1
Or ng(x)m 0 par croissances comparées donc, au voisinage de +oo, g(x)= o(;).
1 . C o
Comme x+— o est intégrable sur [3,+00[, on en déduit que g est intégrable sur [3,+00].
Donc, par comparaison, f est intégrable sur [3,+o0.

Ainsi, f estintégrable sur ]2,+o0].

Inx
2. Cas particulier d’intégrales de Bertrand : soit a un réel strictement positif. On pose f : x ————, fonction continue
P 9 P pose f V1+ x2a
sur 10, +oo[.
Sur ]0,¢e]

f(x)xzolnx =g(x).
Or ﬁg(x);? 0 donc, au voisinage de 0, g(x)=o0 (ﬁ)

1
Or x— e est intégrable sur 10,1] (fonction de Riemann intégrable sur 10,1] car 1/2< 1).

Donc g est intégrable sur 10,e]. et, par comparaison, f est intégrable sur ]0,e] pour fout a € R.
Sur [e,+oo]

Flx) ~ Inx _

+o0 xa

h(x).
sia>1, prenonsy telque l1<y<a.

x"h(x)=x""*Inx——0
XxX—+00

1
donc, au voisinage de +oo, h(x)= o(;),

1
Or x — o est intégrable sur [e,+o0[ (fonction de Riemann intégrable sur [e,+oo[ car y > 1), donc h est
intégrable sur [e, +o0].

Ainsi, par comparaison, f est intégrable sur [e, +o0l.
sia<l,

1
Vxele+oo[, h(x)2—2=0
xﬂ
(C’est la raison pour laquelle on a coupé l'intervalle en e.)

1 o . . .
Or x — o non intégrable sur [e,+oo[ (fonction de Riemann avec a < 1), donc, par comparaison de
fonctions positives, h n'est pas intégrable sur [e,+oo.
Ainsi, par équivalence, f n’est pas intégrable sur [e, +o0o[.
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Finalement, f estintégrable sur ]0,+o0] si et seulement si a > 1.

Solution de 5 : CCINP 29

1. Soit x €]0,+00][.
La fonction ¢ — e~ r*~! est définie, positive et continue par morceaux sur 10, +ool.

1 s . .
flx, 1) . t*letr— 1= e est intégrable sur 10,1] (fonction de Riemann avec 1—x < 1).
t— -

Donc, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, t — f(x, t) est intégrable sur ]0,1] . (*)

De plus, tli?éo t2f(x,t)=0, donc, pour ¢t au voisinage de +oo, f(x,t)= o(;).

1
Ort— = est intégrable sur [1,+o0[ (fonction de Riemann intégrable).

Donc t— f(x,t) estintégrable sur [1,+o00[. (*¥)
Donc, d'aprés (*) et (**), t — f(x, t) est intégrable sur ]0,+o0[.

A A
. 4 . . _ _ A _ _
2. Parintégration par parties | e't*dr=[—et*] +x | e 'dr.
£ £
On passe ensuite & la limite quand ¢ — 0" et A — +oo et on obtient :
+00 +00
e 't*dt=x e 't*dt.

0 0
C’est-a-dire T'(x +1) = xT(x).

Solution de 6 :

" sint
1. dr
o 1412

+00
Arctan t
2. dr
0 t

1
3. J Intdt
0

1
4, f (~=In)*dt o aeR
0
+00 _
e
5. —dt
[
+00
6. J costdt
0
+o0
7. f cos(t?) dt
0
+00
8. j cos(vt)dt
0

La fonction t — cos(v/t) est continue sur [0,+o00].
On effectue le changement de variable u =+, t = u?. L'existence de I'intégrale équivaut & celle de I'intégrale

+00
J 2ucosu du
0

+00

et en cas d’existence elles sont égales. Or, déja f cos u du ne converge pas, alors celle-ci...On peut calculer par

0
X

parties f ucosu du et voir qu’iln’y a pas de limite en +oo. Ou encore dire que I'aire sous une arche est grande :

) 0
sik=>1,

n/2+2kn m/2+2kn
f ucosu du>(—n/2+2kmn) cosu du=(4k—1)r
—n/2+2kn —m/2+42kT
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(On a pris soin de considérer une zone de positivité du cosinus, pour pouvoir multiplier des inégalités par cos u sans
x T/2+2km

en changer le sens). Or si ucosu du avait une limite réelle en +oo, ucosu du tendrait vers 0 quand
0 —n/2+2km

k — +oo (relation de Chasles).

/2
. f tanx dx
0

La fonction tan est continue, positive sur [0, t/2[. Plusieurs méthodes sont tout aussi valables :
1
e Un équivalent : tan(x) = ———— ~, ., ————
9 )= Gntm/a—0) ~ " rja—x
Riemann), pas plus de convergence d’intégrale puisque pour une fonction positive c’est la méme chose.
X
e Un calcul de tanx dx (Qvec un In) qui aboutit bien sar & la méme conclusion.

, donc pas d’intégrabilité (comparaison & une fonction de

0
e un changement de variable x = Arctan(u). Méme conclusion.

' Int

———dt
o VI—1

La fonction ¢t —

Int
est continue, négative sur 10,1[. Notons-la f. On a
ft)~pInt
donc, par croissances comparées,
1
0= o)
(valeurs absolues facultatives, mais recommandées) ce qui donne I'intégrabilité sur 10,1/2]. Mais aussi

f(t)wtal_' 1—1

et donc f est prolongeable par continuité & 10,1], pas de probleme donc d’intégrabilité sur [1/2,1].

. J dt (@€R)
0

1+1¢t@

La fonction ¢t — I est continue positive sur ]0,+o0[, continue sur [0,+o0] si @ > 0 et prolongeable par continuité

+te

A [0,+00[ si @ <0 (elle a dans ce dernier cas pour limite 0 en 0). Si @ <0, f(#) ~;o00 1. Sia =0, f(t) ~i00 3 Sia>0,

() ~mioo —- Par comparaison & une fonction de Riemann, il y a intfégrabilité (ou convergence de |'intégrale, ici
c’est la méme chose) si ef seulement si a > 1.

. f (lnx)adx (a, p réels).

xbB

(Inx)“

Lafonction f : x— T

est continue positive sur [e,+oo[. Si > 1, fixons y €]1, B[. Par croissances comparées,

1= o ()

et donc, par comparaison & une intégrale de Riemann, f est intégrable sur [e,+o0l.

Si B <1, par croissances comparées,
1
=2,
et donc.par comparaison & une intégrale de Riemann, f n’est pas intégrable sur [e,+o0].
Si p=1 et a>0, encore non intégrabilité par le méme argument.
Si B =1 et a=0, non intégrabilité directe (Riemann).

Sip=1et a<0,0n ne peut plus utiliser de comparaison (ce n’est plus assez « fin »), on calcule
X
In x)*
J- (Inx) dx
e X
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car on sait trouver une primitive (on distingue le cas a =—1, la primitivation se fait avec un In(ln x), sinon la primitivo-
fion se fait avec une puissance de In x). On trouve qu'il y a intégrabilité si et seulement si a < —1. Bien sar on a déja
rencontré ce genre de chose, c’est une intégrale « de Bertfrand ».

T VIHI-VT

—dt

. t
Fonction continue, positive sur [1,+o0[. Il est judicieux d’obtenir un équivalent en +oo. Pour cela, classiquement,
mise en facteur dans 1+ x du terme prédominant, x :

Ve in((1e 1))

1 1
=x1/2(1+—+ 0 (—)—1)
2x +oo\ x
1

~ -
X—+00 2x1/2

13.

Donc %_‘/Y

Moo 3T ce qui donne I'intégrabilité par comparaison & I'exemple de Riemann (3/2 > 1).
X

+00
14. J e_’zP(t)dt ou P fonction polynomiale

—0Q0

. . . ) _ 1 o s .y
Fonction continue sur ]— oo, +oo[. Par croissances compareées, ‘e ’ZP(t)‘ =0 (ﬁ) d’ou I'intégrabilité.
—+00

+0o0o .
3
15. J SInv7 g,
0 t
Fonction continue sur ]0,+o0[ ; intégrabilité sur 10, 1[ assez simple gréce a I'équivalent

sinv1
t

1
=0 F

et la référence a Riemann.
" siny/T

D’autre part, par changement de variable ¢ = u?, u =+, I'intégrale f fdt améme nature (et dans le cas
1

{ee] .
. sinu . \ \ L \
de convergence, méme valeur) que 2 ——du, intégrale notoirement semi-convergente (mais il faut savoir
u

1
le redémontrer). Convergence, donc, on peut méme dire semi-convergence. Une astuce consistait & écrire le
sinv/f

Vi

dénominateur vt x 4/, intégrer par parties car on sait primitiver , on aboutit au méme résultat,

+00 1
16. —dt
JO vVsht

+00 1
o el+iZe

+00

18. It ouaeR
. 1+

19. Intégrale de Bertrand

Solution de 8 :

1. Soite>0. Ona AcR tel que si x> 4, |f(x)—€|<2. Alors, si x> a,

f f(t)ydt—at J (f(r)—£)dt

On peut aussi effectuer le changement de variable u =t —x et appliquer le théoreme de convergence dominée
(sur le segment [0, a], il suffit de dominer la fonction continue f par une constante comme ||£||,.-)

Puis

x+a
<J |f(r)—t|dr<e

f(f(t+a)—f(t))dt:f f(t)dt—f f(t)dt:f f(t)dt—f f(t)dt—»f (f(t+a)—f(t))dt:a£—f f(r)dr.
0 a 0 x 0 0

0
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1

+00
.. T s
2. Ainsi, j (Arctan(t +1)—Arctant) dt = 5 —f Arctan(t)dr = e
0 0

Solution de 13:
Par sommation des relations de comparaison dans le cas de convergence, au voisinage de 1,

X X

dr —1 dr 2

Arccos x =— ~— = V1—x=+v2V/1—x.
J; Vi—iz V2 ), J1-t 42

Auftre raisonnement possible, Arccos x — 0 donc
P

Arccos x ~ sin(Arccos x) = ++/1— cos?(Arccos x) = vV1— x2 ~ v2+/(1— x).

€[0,7]
N———
20

Solution de 14 :
g : x —In(In(1+ x)) est continue sur R*. De plus, au voisinage de 0,

f(x)=In(x+o(x))=Inx+In(1+o(1))=lnx+o(lnx)~Inx

donc, par sommation des relations de comparaison dans le cas de convergence, la fonction de référence In étant
négative sur 10,1] (il suffit de tout multiplier par —1 pour se mettre dans le contexte du programme),

f(x)~f lntdt:[tlnt—t]z=xlnx—x:xlnx+o(xlnx)~xlnx
0

Solution de 16 : CCINP - Mines-Telecom

1. Soient x,y > 0.

La fonction B
t—|t
it t(t+x)
est définie et continue par morceaux sur ]0;+00[>]0; y] et quand ¢ — 0,
t 1 1
fl)= -

tt+x) t+x x

donc f est prolongeable par continuité en O . Par suite, I'intégrale définissant G(x, y) existe bien.

Quand ¢ — +o0, o) )
), 5o 1(r + x) :O(ﬁ)

donc f estintégrable sur ]0;+c0 [. Par suite, G(x, y) converge quand y — +oco vers

~ +00 t—|t]
G(x)_ﬁ t(t+x)dt

2. Onremargue que

1 _1(1 1)
t(t+n) n\t t+n

1 (Te—le) -2
G(n,y)_njo( t _t+n)dt‘

Par linéarité de I'intégrale et changement de variable, on obtient

y y+Vl
G(n,y):rll(J t—tltJ dt_f t%m dt)'
0 n

1 (" t—|t] Y g
G(n,y):; ; dr— ; dr |.
0 y

et I'on en déduit

Enfin par la relation de Chasles
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3. Puisque

y+n y+n
t—|t 1
o<f l sz<J (t—epde< 2
y y y

on obtient quand y — +oo

et I'on a alors

Par suite,

n

B t—lel [ u

=)
n—1)

puis

H(n)—H(n—1)= 1—(n—1)ln(1+

Par développement limité, on obtient

B 1 1) 1 1
On en déduit que la série de terme générall
1 1
Posons
+00 1
S= (H(n)—H(n— )——)
n=2 2n
Ona
z 1
H(k)—H(k—l)——) = S+o(1)
k:l( 2k —+00
donc
H(n)—H(1) L1 S+o(l)
n)— - = - = o]
2 — k n—+oo
Sachant
1
— = In(n)+y+o0(1)
— k n—+o0
on obtient
H(n) ~_ -In(n)
puis
Gn) In(n)
not+oo 2n

Solution de 17 :
Passer par les sommes partielles et utiliser Ia formule de Stirling.

. 2
Réponse : In—.
Vs

Soit A>1 et N =|A|. Alors

+00 1 n+1 y A(—I)N N-1 . 41 A
fl x= ZJ; J . dx:Z(—l) ln(nn )+(—1)Wlnm

N n=1

1 1 A
Onadéja1< — <1+ — et A—(—1)¥ bornée donc (-1 AJln——>0.
VTRV =1 T

On continue le calcul en séparant dans la somme partielle les Termes de rang pair et les termes de rang impair.
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Supposons, sans perte de généralité, que N estimpair et s'écrit N =2p+1 (si N est pair, cela revient & sortir un ferme
de la somme partielle, dont la limite est nulle). On écrit alors

p p

2p P _
>y ln( ”: ! ) - Zln(zzz ! )—Zln(%) :ln(l_[ 2k é)gzk * 1)) :1n((2”;!£§”:: 1)!) =2In(2p)+In(2p+1)—4pIn2—41n p!
k=1 k=1 !

n=1 k=1

La formule de Stirling permet d’écrire

1 1
lnp!zln(\/2npp”e_”)+0(l)=plnp—p+51np+ 51n(27t)+0(1)
et donc ) . ) .
In(2p)=2pIn(2p)—2p + 3 In(2p)+ 3 In(2n)+o(1)=2pInp+2(In2—-1)p + 3 Inp+ > In(47)+0(1)
donc, en réinjectant,

2p
+1 1 1 1 1 1
Z(—l)"ln(nT) =2(2plnp +2(In2—-1)p + Elnp + 51n(47'c)+0(1))+ln2+lnp +ln(1 + 5)—(4ln2)p—4(plnp—p + Elnp + 3 ln(27r)+0(1))

n=1
N————
—0

=In(4n)+In2—-2In(27)+0(1)

2
=In—+o0(1)
T

P 2
Donc | I'intégrale converge et sa valeur est In —.
s
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