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- . . A 4. f positive est intégrable sur [a,+o0[ si ef seulement si x — | f(¢)dt est majorée.
INTEGRALES GENERALISEES a

1
A H ic int& +
= Sur un segment, il Ny a pas de probléme d’intégrabilité : il suffit d'étre continue par mor- 5 x— xa n’est jamais intégrable sur K.

Ceaux. 6. Si deux fonctions sont équivalentes en +oo, elles sont simulfanément intégrables

Sur un infervalle borné, des prolongements par continuité peuvent résoudre les problémes ou non intégrables sur [a, +ool.
(intégrales faussement généralisées).

S’il y a des problemes d’intégrabilité en plusieurs points, on sépare I'intégrale en plusieurs
morceaux et on les étudie séparément.

b b
De méme qu’une convergence dbsolue de série se fait en étudiant le ferme général et 8. Si f,g €% (la,b[), alors J f'g et J fg’ sont de méme nature.
non les sommes partielles, une étude d’intégrabilité se fait en général en étudiant la norme a a

(valeur absolue, module) de la fonction et non en manipulant I'intégrale en général.

+00
7. Si f estimpaire et continue sur R, J f(t)dt est convergente et nulle.

s s Int ) ) s
Exemple : intégrabilité de f: t — 11+ 13 Sur [1,+00[ : f est une fonction continue et positive ] ex CCINP 19
sur [1,+oo[ et | £(1)] = (1) = tﬁw(ﬁ) donc, par comparaison & une fonction de Riemann 1. Prouver que, pour tout entier naturel n, f, : t — t"Int est intégrable sur ]0,1] et

1

calculer I, =f t"Intdt.
0

intégrable (2> 1), f est intégrable sur [1,+o00].
Etre intégrable en +oo ne signifie pas avoir une limite nulle (attention au paraliéle avec les

séries...) 2. Prouver que f: r—e'Int est intégrable sur 0,1]
= ... et avoir une limite nulle ne suffit pas pour étre intégrable.
= Lintfégrabilité n’est pas nécessaire pour avoir existence de I'intégrale sur un intervalle : on 2 CCINP 25 Seulement la question 1. 4 CCINP 28

peut rencontrer des intégrales dites impropres ou semi-convergentes.

Il est possible de faire des changements de variables en respectant bien les hypothéses (de

classe ¢! et bijectify dans des intégrales généralisées, ce qui peut permettre de montrer 3 CCINP 26 Questions 1 et 2.0 5 CCINP 29 Questions 1 et 2
la convergence. Q. .

Quant aux intégrations par partie, la prudence est de mise : on passe sur des bornes fer-
mées , on intégre par parties puis on prend la limite. Sinon, gare & I'apparition de deux

S |
fermes quin e’f'STem pos: N o . . L 6 Dire si les intégrales suivantes convergent. On cherchera d’abord s’il y a intégrabi-
De la méme maniére, y réflechir & deux fois avant  d'écrire o i

b b b lité (absolue convergence). Ef on ne s‘'occupera de convergence non absolue que s'il
f (fle)+g(e)de = J f(r)dt + | g(t)dt. Remarquons que conformément au pro- N’y a pas convergence absolue. Le cas échéant, dire pour quelles valeurs du parameétre
gramme, en travailiant de [0,+oc0], on peut toujours le faire & condition que les fonctions les intégrales ont un sens.
soient & valeurs réelles positives. oo it +00 0 T VT
2
= Pour I'intégration des relations de comparaisons, ¢’est le méme principe que pour les sé- 1 f i 7 f cos(¢*) dt 13. " de
ries. 0+ 0+<>o !
* Arctan ¢ 8. cos(v/t)dt oo
2 f — d L Vo) 14, e P(1)dr
- 0
/2 —00
VrCII Ou fq ux 1 9 tant dr ou P fonction polyno-
e 3. Intdr 0 miale
1. Si f(t)dt converge, alors f(t)—— 0. o 1
a f=oo .lO Int dt +o0o sin 1/?
oo o0 4 ! ¢ ds ofl ae R ), VI=t 15, f de
2. Sife6(a,+ool) et f(£)dt converge, alors x HJ f(t)dt est une primitive de ", (-Ing)dz oUaeR oo 0
o a X 11. dr +oo
f de limite nulle en +oo0. +O0 ot o L+1¢ 1
5, J fdt ouaeR e. 0 shtdt
3. Dire que « f estintégrable sur I »,f f converge absolument ou encoref |f| converge, 0 12 f*“’ (Int)® q
1 I +00 . r +00
c’est la méme chose. 6 costdr .t 17 b
' 0 ola,pfelR oo €+ r2et
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+00 1
tint (—Inz)*
1 o
SJO (th)adt wfo a1 dt

ouaeR oua,BeR

7 Calculer les intégrales suivantes aprés avoir justifié leur existence.

+00 +00 +oo
1 r? tint
1. —dt. 3. ——————dt 4. 2 > dt
L Ar—t o (12+a?)(t2+b?) . (1+12)
+00 oul0<a<h. 1
2 J %dt ildt
o (t+1)(t+2)(t+3) VIt

8 1. Soit f : R* — R* confinue admettant une limite ¢ en +oo et a > 0. Montrer que
X+a +00

f(©)dt —— al puis montrer que f (f(t+a)—f(t)) dt converge et détermi-

nxer sa limite. ’

+0o0

2. Calculer f (Arctan(z +1)—Arctant) dr
0

9  Calcul de rintégrale de Dirichlet sz LAY

0

+00 . o
sin” ¢
1. Montrer que I converge et vaut f ” dr.
0
7 sin?(nt) 7 sin?(nt) 7 sin®(nt)
2. Pour nelN,on note I, = ——dt, A, = ——dt et B, = >—dt
0 2 0 sin“ 0 tan“ ¢t

Montrer que B, <I,<A,.
3. Calculer C,=A,.,—A,., C,;\y—C, et A,—B,.
En déduire les valeurs de C, puis A,, pulis B,.

I
4, Montrer que = —— I et conclure.
n n—+oo

1 0 Calcul de l'intégrale de GauB

/2

1. Rappeler I'’équivalent de I'intégrale de Wallis I, =f sin” ¢t dt.

0
2\" 2\"
2. Montrer que pour fout n e N* et tout x €[0, v7]. (1—%) <e™¥'< (1 +%) .

+00

3. En déduire la valeur de J e dx.
0

+00 2

4, Colculerj dex.
o (x+1f2)
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] ] SoiTI=J+mmmmdt
0

(1+£2)
1. Monftrer que I est convergente.

* tArctant

2. Montrer que F : x HJ >-dr est dérivable sur R et calculer F/(x) pour tout

ye (1+12)
xe€R:.

3. Calculer 1.

/2
] 2 Soit 1 =j In(sint)dr.
0

/2 T

In(cos t)dt = f In(sin ¢)dt.

1. Montrer que I converge et que I =f
/2

0
2. Calculer 1.
/2
t
3. Monftrer que ]:f ta?dt converge et la calculer.
0
*°° Arctant

4. Monti K=
ontrer que i+ )

0

dr converge et la calculer.

] 3 Déterminer un équivalent de Arccos en 1.

] 4 Soit f:x -—»f In(In(1 + ¢))dzt.
0
Montrer que f est bien définie sur R et déterminer un équivalent simple de f en 0.

+00

1
] 5 Quelle est la nature de f Edt ?

e

|
Donner un développement asymptotique de f Edt au voisinage de +oo.

t—|t]
tt+x)

y
1 6 CCINP = Mines-Telecom Pour x,y eR*, on pose G(x,y)zf
0

1. Montrer que G(x, y) est bien définie et que pour x fixé, G(x, y) tfend vers une limite
G(x) lorsque y — +o0.

n._ ytn
2. Monftrer que V n € IN¥, G(n,y):rll(J d tltJdt_f ! tmdt).
0 y

1
3. On note H(n) = nG(n). Montrer que la série de terme général H(n + 1)—H(n)—§
converge et en déduire un équivalent de G(n).

+00 — 1\lx)
] 7 Montrer que I :f ( x) dx converge et la calculer.
1
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