MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
REGULARITE DES SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1. Suites de fonctions

Exercices vus en cours

Autres exercices

Solution de 2:

1. f:x— xP (traiter le cas x =0 A part)
2. Faire I'étude de la fonction |f, — f|.
3. Utiliser le théoréme de limite d’intégrales sur un segment par convergence uniforme.

2. Séries de fonctions
Exercices vus en cours

Solution de 4 : :
Réponse : 2In2— 7

Autres exercices

Solution de 7 :
Ily a convergence normale sur R, donc uniforme, les fonctions x — 1/(n* +n*x?) sont continues, donc f I'est
(sur R tout entfier).

Solution de 9:
La convergence simple se régle facilement, en disant par exemple que pour n‘importe quel x >0,
1
J— 2 — JR—
exp(—n-x) n_groo(nz)
(par croissances comparées). On majore facilement |f,| par 1 sur R, et c’est le plus petit majorant possible,
car li(r)nfn =1.1In"y a donc pas convergence normale, vu que ||f,ll.c = 1. Il y a en revanche convergence

normale sur fout [a,+oo[, a >0 (Car || f,lja+cofllco = exp(—n?a)). I n'y a pas non plus convergence uniforme de
> f, sur 10,+o0l, sinon la suite (f,) convergerait uniformément vers 0, ce quin‘est pas le cas.
La convergence uniforme sur [a,+oo[, ou I'on a fixé un a > 0 arbitraire, permet néanmoins d’utiliser le

+00
théoréme de la double limite, et de trouver, en notant S =an, que ljgs =1.

n=0
Pour un développement asymptotique, la stratégie est souvent d’utiliser des comparaisons série-intégrale
aprés avoir éventuellement mis de coté certains termes. Ici, une majoration simple permet d’éviter le recours

un peu plus long & la comparaison série-intégrale : pour tout x >0, S(x)=1+e " +e™** + R(x) OU
+00 ) +00 e_3x
0<R(X)=Z€_k * <Ze_kx = 1—7x
k=3 k=3 —e

ce qui donne facilement
Sx)=1+e ™+ o (e™*)

x—+00
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Solution de 10:
Plan de résolution : il y a convergence sur R\ {0}, uniforme car normale sur tout segment inclus dans R\ {0}
ce qui assure la transmission de la continuité.

On pourrait montrer que la limite en +oo est nulle par double limite, la limite en 0 est +oo par technique
habituelle (la fonction décroit, si elle n’a pas pour limite +00 en 0 elle est majorée, on en déduit que les
sommes partielles sont uniformément majorées, on peut dans une somme partielle faire tendre la variable
vers 0, on en déduit que > 1/n converge. Tout cela ne nous donne pas d’équivalent !

L'idée a avoir, dans ce genre de question (équivalent), c’est la comparaison & une intégrale. Ici, notant
S(x) la somme de la série de fonctions au point x, on obtient

e dr < S(x) 1 . e dr
S — x S —
L tr2x? T l+x2 |, t+e2x?

Le calcul de lI'intégrale se fait : on décompose en éléments simples

1 1 x?

t+12x2  t 1+tx?

Pour ne pas couper une intégrale qui existe en deux intégrales qui n’existent pas, on passe par

JA dr _JAdt JA L
| 122 Dt L 1+1tx?
On intégre avec des In, on prend les limites quand A — +o0, et finalement on aboutit &
1 1 1
ln(l+—)<8(x)< +ln(1+—)
X2 1+ x2 X2

En +oc0, c’est raté, on ne peut qu’espérer qu’il y a un équivalent du type a/x?, avec 1 < a < 2. Mais en
revanche, en 0, I'encadrement permet de conclure :

S(x)~y_o —2Inx
Alors au voisinage de +oo, que fait-on ? on observe, et on se dit que n ne pése pas lourd devant n?x%. Donc,

+00
1 .
notant b :Z — . On espere que
n
=1

n=

b
S(x) x—0 _2
X
Pour cela, on écrit
S(x) b 1 *i‘j 1
X)——=— ) ————
x2 x2 4 n2(1+nx2)

L 1 . . s
La série z ———— converge normalement sur [0,+o0[, on peut lui appliquer le théoréme de la double
o n2(1+nx2)
limite en +oo, on obtient b
1
S22 =x;1m(;)
d’ou I’équivalent. Hors-programme : b =n2/6, et on a bien 1< b <2, c’est agréable.

Solutionde 11 :

1. Pour f, on peut utiliser le critére de d’Alembert pour I'absolue convergence :

1
x4+ n+1] notoo

x(x+1)(x+2)---(x+n)

XX+ D)x+2)(x+n+D) 0<l

+00 1

done ; Xx T E+2)(x 1)

converge absolument donc converge pour tout x ¢ 7.

Pour g, on est tenté d’utiliser le TSSA. C’est possible car ( & partir du rang max(0,[—x]) (pour

m)m

. . N 1
avoir x +n > 0), et, bien sir, —— —— 0.
nl(x +n) n—too
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2. On vérifie que f converge normalement sur [1,4+o00[ : Si x =0, < terme
X(x+1)(x+2)---(x+n) (n+1)

général de série convergente.

1 o
Comme, pour tout n e NN, PP ) W P e 0 par double limite, f(x) — =0

=" | 1 <
nl(x+n)| ni(x+n) h (n+1)
convergence normale donc uniforme sur [1,+oo[ (on aurait aussi pu ufiliser la majoration du reste dans
le TSSA). Par double limite, g(x)m 0.

Pour g, on a pour x €[1,+00], terme général de série convergente donc

3. On calcule
1 +00

X
f(x+1):;(x+1)(x+2)(x+3)---(x+n+1) :; X+ D(x+2)(x+3)(x+n+1)

+00
X

:x; x(x+1)(x+2)(x+3)-(x+m)

=x(f(x)—%)=xf(x)—l.

Puis,
D) x+n—n) (D) =) D) S n=)”
_enZ: nl(x+n) —enz_(;( n! _n!(x+n))_e; n! —e; nl(x+n)

(licite car les deux séries convergent bien). Le terme pour n = 0 est nul dans la deuxieme (attention,
pas de factorielle de nombre < 0) et on reconndit une série exponentielle dans la premiére. Donc

xg(x)ze-e_l—ez((;)nz1+ezi=1+g(x+l).

P n—1)(x+n) = mi(x+1+m)

flx+1)—g(x+1)

4, On obtient alors pour fout x, f(x)—g(x)= P

puis par récurrence, pour fout n €N,

f(x+n —g(x+n)
X(x+1)..(x+n) n—o+oo

f(x)—glx

1
0 et
1—+00 x(x+1)..(x+n) notoo

5. Pour montrer que f est de classe €°°, on montre que g(= f) I'est. On applique le théoréme du cours :

=" (1) k!
est de classe 6 et pour tout k, gt : x —

avec f(t)—g(t)

0 (c’est la convergence simple de f).

pour tout n, g, : x . Pour montrer la

- nl(x +n) nl(x + n)k+1’
convergence uniforme, on applique le TSSA sur une segment [a, b] ne contenant pas d’entiers négatifs
R , . k! . ‘o
a partir d’un certain rang . (—) avec N =max(0,[—b]) (pour avoir x + n > 0) décroit vers 0.
nl(x+n)k+l ), oy

k! k!

<
n+Dx+n+1*""  (m+1la+n+1
de x et tend vers 0 lorsque n — +oo, donc il y a convergence uniforme de toutes les séries de dérivées
et le théoréme du cours s’applique.

Alors, en notant R¥ le reste d’ordre n. |R¥| <

e qui estindépendant

Solution de 12:
1. Utiliser le théoréme des accroissements finis ou une écriture sous forme intégrale. CN sur tout segment.

2. Justifier qu’une limite finie ou non existe et la minorer par une somme partielle (comme pour  en 1...)
Ou utiliser une écriture de f, sous forme intégrale.
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