
MPI Lycée Leconte de Lisle – La Réunion
RÉGULARITÉ DES SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

1. Suites de fonctions
■ Comme on connaît en général la limite simple de la suite de fonction, les théorème de régularité servent en
général surtout à prouver par contraposée une non convergence uniforme.

■ Par contre, le résultat sur l’inversion limite et intégrale sur un segment sous couvert de convergence uniforme
est utile (et sera prolongé pus tard à d’autres intervalles).

Exercices vus en cours

1 CCINP 10 - 48

Autres exercices

2 Soient α ∈R et p ∈N∗ fixés. Pour tout n ∈N∗ , on note fn la fonction de R+ vers R définie par

∀ x ∈R+, fn (x ) = x p
�
1+nαe−n x
�

.

1. Montrer que ( fn )n⩾1 converge simplement sur R+ vers une fonction f que l’on précisera.
2. Démontrer que ( fn )n⩾1 converge uniformément vers f sur R+ si et seulement si p >α.

3. Déterminer le limite pour n→+∞ de
∫ 1

0

x 5
�
1+n 4e−n x
�

dx .

2. Séries de fonctions
■ Continuité, classe : on utilise les théorèmes de transfert par convergence uniforme (sur tout segment).
■ Limites, équivalents : penser au théorème de la double limite (attention, aux bornes de l’intervalle, la conver-
gence uniforme sur tout segment ne suffit pas.) S’il ne s’applique pas, on peut penser à une comparaison avec
une intégrale.
Pour les équivalents, c’est plus compliqué. On peut penser à la comparaison avec une intégrale, ou à sortir
certains termes de la somme... Mais pas à la sommation des relations de comparaisons : cela ne s’applique
pas pour le paramètre tendant vers une limite.

■ Intégration sur un segment : il suffit d’avoir la convergence uniforme.
Pour l’intégration sur des intervalles quelconques, nous verrons un théorème plus tard (convergence dominée).

Exercices vus en cours

3 CCINP 14 - 16

4 Pour tout n ∈N, x ∈ [0, 1], fn (x ) = (−1)n x n (1− x )2.

Montrer que
∑

fn converge normalement sur [0,1] puis déterminer f =
+∞∑
n=0

fn .

En déduire la valeur de S =
+∞∑
n=0

(−1)n

(n +1)(n +2)(n +3)
.
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5 Montrer que ζ : x ∈]1,+∞[ 7→
+∞∑
n=1

1

n x
est de classeC∞ sur ]1,+∞[, donner une expression de ses dérivées

sous forme de somme, étudier la convexité de ζ.

Montrer que η : x ∈R+∗ 7→
+∞∑
n=1

(−1)n

n x
est de classe C∞ .

6 Pour n ∈N et x > 0, on pose fn (x ) =
(−1)n

n + x
.

Montrer que
∑

fn converge simplement vers f de classe C 1. Calculer f ′ et étudier les variations de f .

Autres exercices

7 Continuité, dérivabilité, variations, limites de f : x 7→∑
n⩾1

1

n 4+n 2 x 2
.

8 Étudier la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions fn : x 7→ e−n cos
�
n 2 x
�
, puis

la dérivabilité de la somme de cette série de fonctions. Déterminer un entier N ∈N tel que

∀ x ∈R,

�����+∞∑
n=0

fn (x )−
N∑

n=0

fn (x )

�����⩽ 10−3.

9 Étudier la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions fn : x ∈R∗+ 7→ e−n 2 x .
Vérifier que sa sommeest declasseC∞ surR+∗ , déterminer sa limite en+∞, ainsi qu’undéveloppement

asymptotique de la somme à la précision e−2x au voisinage de +∞.
Indication : On pourra sortir quelques termes de la somme et vérifier que le reste est négligeable.

101. Pour quelles valeurs du réel x la série de fonctions
∑
n⩾1

1

n +n 2 x 2
converge-t-elle?

2. Démontrer la continuité de la somme sur son domaine de définition.
3. Donner un équivalent de sa somme au voisinage de 0 et de +∞.

11 Pour tout réel x /∈Z−, on pose f (x ) =
+∞∑
n=0

1

x (x +1)(x +2) · · · (x +n )
et g (x ) = e

+∞∑
n=0

(−1)n

n !(x +n )
.

1. Justifier l’existence de f (x ) et g (x ).
2. Déterminer leurs limites en +∞.
3. Trouver une relation entre f (x +1) et f (x ) et montrer que g vérifie cette même relation.
4. En déduire que f = g .
5. Montrer que f est de classe C∞.

12 Pour n ∈N, on pose fn : x ∈R+ 7→ Arctan(x +n )−Arctan(n ).

1. Étudier l’existence et la continuité de f =
+∞∑
n=0

fn .

Onpourrapenserauthéorèmedesaccroissementsfinis.

2. Montrer que S (x )−−−−→
x→+∞ +∞.
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