MPI - MPI* Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, 1RE PARTIE

1. Suites de fonctions

« Pour étudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions (f,),, on commence par la conver-
gence simple qui donne une fonction limite f. Puis

« Soit on veut montrer qu’il y a convergence uniforme
o on majore uniformément |f,,(x)—f(x)| <---<a, indépendant de x convergent vers 0.
o Ou on frouve Ny, (f, —f) par une étude de fonction et on montre qu’elle fend vers 0.

o Pour une convergence sur tout segment, on cherche une majoration analogue & la pré-
cédente en utilisant les bornes du segment.

= Soit on veut montrer qu’il n'y a pas convergence uniforme et on peut
o Exhiber une suite (x,) telle que f,(x,)— f(x,) /0.

o Montrer que f est non bornée ou non continue alors que les f, le sont, ou (voir plus tard)
que l'intégrale sur un segment des f,, ne converge pas vers l'intégrale de f.

« Et donc, avec des hypothéses & connaitre, le caractére borné, la continuité, (on verra plus tard
que c’est aussi le cas de l'intégrale sur un segment) se fransmettent par convergence uniforme.
On peut aussi échanger des limites avec I'hypothése de convergence uniforme.

= Savoir aussi qu‘on peut approcher uniformément sur un segment des fonctions continues par mor-
ceaux par des fonctions en escalier et des fonctions continues par des polyndmes (théoréme de
WeierstraB).

« Les propriétés définies & partir d’égalités ou d’inégalités larges se transmettent par convergence
simple : positivité, monotonie, lipschitziannité (& rapport constant), linéarité, parité, périodicité.

» Comme on connait en général la limite simple de la suite de fonction, les théoréme de régularité
servent en général surtout & prouver par contraposée une non convergence uniforme.

« Par contre, le résultat sur I'inversion limite et intégrale sur un segment sous couvert de convergence
uniforme est utile (et sera prolongé pus tard & d’autres infervalles).

] CCINP 9 : définition de la convergence uniforme

2 CCINP 10 : Limite d’intégrale sur un segment par convergence uniforme
3 CCINP 11 : condition de non convergence uniforme

4 CCINP 12 : Convergence uniforme et continuité
5

Ex CCINP 13 : convergence uniforme et fonctions bornées

1. Soit (g,) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quel-
congue.

On suppose que, pour fout n €N, g, est bornée et que la suite (g,) converge uniformément
sur X vers g.

Démontrer que la fonction g est bornée.
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2. Pour tout entier naturel n non nul, on considéere la fonction f,, définie sur R par

3

n*x s |x|<
fn(x)=41 1 .

— si x| >
X

I= 3=

Prouver que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R ?

6 CCINP 48 : Orthogonal de R[X] pour la norme N,

7 Etudier la convergence des suites de fonctions

. s . —y2n
1. fu:x€[0,3]— vricos”" xsinx. 4. in:xelR-—>1 "
2nx? 1+ x2n
2. guixe€R—> —————.
&n 1+n2x4
on i . n+1
3. h,,:xe]Rwix. 5. ]n:xeRHsm(—x).
1+n2nx2 n

8 Soient a € R et p e N* fixés. Pour tout n € IN* , on note f, la fonction de R* vers R définie par
VxeR", f,(x)=xP(1+n% "),
1. Montrer que (f;,).>1 converge simplement sur R* vers une fonction f que I'on précisera.

2. Démontrer que (f,,)>1 converge uniformément vers f sur R* si et seulement si p > a.
1

3. Déterminer le limite pour n — +oco de j x*(1+n%e™")dx.
0

9 Soit f e R®R continue sur R. Etudier la convergence de la suite de fonctions

\ 1
foix— f(x)2+;«

] 0 Soit (f,,) une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction f, (g,) une

suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction g.

Veérifier que (f, + g,) converge uniformément vers f +g.

Donner une condition suffisante simple portant sur k pour que la suite de fonction (k f;,) converge
uniformément vers hf.

] ] Montrer que foute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de
fonctions de classe ¢ sur ce segment.

] 2 Que peut-on dire d’un polyndme borné sur R ? Montrer que si f : R — R est limite uniforme

de polynédmes, alors f est un polynédme.
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2. Séries de fonctions

« Il est absolument nécessairement de maitriser les techniques d’étude des séries d’une part et des
suites de fonctions d’autre part pour aborder ce TD.

= Problémes de convergence :

» Convergence simple : il s’agit d’une étude classique de série, avec un paramétre. Rappelons
qu’on peut utiliser
o La convergence absolue : Z|f,,(x)| & ne pas confondre avec la convergence normale.
Utilisation des relations de comparaison <, 0,0,~).

o La comparaison série-intégrale si f,(x)=g(n, x) avec t — g(¢, x) monotone (par rapport & ¢
et non x).

o Le théoréme spécial sur les séries alternées.
o Plus rarement : le calcul des sommes partielles.

*

Convergence normale : celle qu’on recherche prioritairement, souvent méme avant la conver-
gence simple qu’elle implique (par convergence absolue) et la convergence uniforme. Une
convergence normale sur fout segment est souvent suffisante.

Convergence uniforme : On sy intéresse seulement lorsqu’il N’y a pas convergence normale
(éventuellement sur tout segment). Cela revient & avoir la convergence uniforme vers 0 des
restes. Penser par exemple & la majoration du reste dans le théoréme sur les séries alternées,
ou & une comparaison série-intégrale.

Etude de la fonction somme d’une série de fonction :

Continuité, classe : on utilise les théorémes de fransfert par convergence uniforme (sur fout
segment).

Limites, équivalents : penser au théoréme de la double limite (attention, aux bornes de I'inter-
valle, la convergence uniforme sur tout segment ne suffit pas.) S'il ne s’applique pas, on peut
penser & une comparaison avec une intégrale.

Pour les équivalents, c’est plus compliqué. On peut penser & la comparaison avec une infé-
grale, ou & sortir certains termes de la somme...

Intégration sur un segment : il suffit d’avoir la convergence uniforme.

Pour I'intégration sur des intervalles quelconques, nous verrons un théoréme plus tard (conver-
gence dominée).

*

*

*

*

*

A. Exercices vus en cours

] 3 Etudier la convergence simple de Zf,, ou f,: x—e Vix

cos(nx)
—_
1+ n2x2

] 4 Etudier la convergence simple de Zf,, ou fy:x
e . N . _n2
] 5 Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢ € R pour que Zn"‘xe "X converge

normalement sur R*. Dans le cas contraire, préciser sur quels types d’intervalles il y a conver-
gence normale.

1 6 Etudier la convergence normale de an ou f: x Sln(nx)_

17 Aton convergence normale de > f, ol f,, : x € R* — xe*** ?
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]8 Soit f,,: x

T 1t nzxz
1. Etudier la convergence simple de > f,.

2. Montrer que la somme f de la série est continue sur R¥.
3. Montrer qu’il n’y a pas de convergence normale sur R?.
4. Calculer la limite en +co de f.

]9 Soit f,:xeRY— - pour nelN.

X
(1+x2)

+00
1. Montrer que an converge simplement sur R* et calculer de f = Zf,,.
n=0

2. Montrer que la série convergence normalement sur tout segment de R
3. Montrer que la conclusion du théoréme de la double-limite ne tient pas en 0+.

20 Fonctions ¢ de Riemann et ;, de Dirichlet'

+00 1 400 (—l)n
On pose g(x):zﬂ et n(x):z -
n=1 n=1

1. Pour quelles valeurs de x peut-on définir £(x)?
2. Sur quel type d’infervalles a-t-on convergence normale ?

3. Montrer que ¢ est de classe ¢ sur |1,+oo[ et exprimer ses dérivées successives comme
sommes de séries de fonctions.

4. Etudier les variations et la convexité de ¢.
5. Calculer la limite en +oo.

6. Calculer la limite en 1. Le théoréme de la double-limite s’applique-t-il? Que peut-on en
déduire ?

7. Donner un équivalent en 1 en comparant & une intégrale.
8. Tracé le graphe de ¢.

9. Pour quelles valeurs de x peut-on définir n(x)? Sur quel type d’infervalles a-t-on conver-
gence normale ? uniforme ?

10. Démontrer que n est de classe ¢ sur R.
11. Montrer que si x > 1, n(x)=(2'"*—1)¢(x). Retrouver I'équivalent de ¢ en 1.

B. Exercices CCINP

2 ] CCINP 8 : Séries alternées

22 CCINP 14 : Intégration terme & terme sur un segment par convergence uniforme

1. Incontournable : c’est du cours.
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23 CCINP 15 : Convergences normale et uniforme
24 CCINP 16 : Equivalent de H, et classe ' d’une série de fonctions
25 CCINP 17 : CN de la série de fonction = CU du TG vers 0

26 ccinpis (modifié) : Convergence et continuité d’une série de fonctions

(—1)nxn

Onpose:VneN*, VxeR, u,(x)= . On considere la série de fonctions Z u,.

n=1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I'ensemble des x ou cette série converge et S(x) la somme de cette série pour
xeD.
2. (a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(b) Surqueltype d’intervalle y a-t-il convergence normale ? Montrer qu’ily a convergence
uniforme sur [0,1].

(c) Lafonction S est-elle continue sur D ?

27 CCINP 53 : Etude d’une série de fonctions

C. Aulres exercices

28 Pour fout nelN, x €[0,1], f,(x)=(=1)"x"(1—x)?.

+00
Montrer que Zf,, converge normalement sur [0,1] puis déterminer f :an.

n=0

+00 (—1)"
En déduire la valeur de S = Z _
“—(n+1)(n+2)(n+3)

1
nt+n2x2’

29 Continuité et limites de f(x)=Z

nz1

30 . sin(nn?x) ) )
Démontrer que f: x — ZT définit une fonction continue sur R.
n=1

3 ] Etudier la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions

2
fuixeRl—e ™.

Vérifier que sa somme est de classe ¢ sur R, déterminer sa limite en +oco, qinsi qu’un
développement asymptotique de la somme & la précision e~2* au voisinage de +oco.

Indication : On pourra sortir quelques fermes de la somme et vérifier que le reste est négli-
geable.
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+00
32 Etudierla convergence sur R* de la série de fonction Z (x — (=1)" ln(l + L)) Sasomme
praer n+1

est-elle continue ?

2x
x2+n2’

33 Oral des Mines On pose f: xHio
n=1

1. Domaine de définition de f. 4. Limite en +o0
2. Parité de f.

3. Continuité de f. 5. La convergence est-elle uniforme ?

34

) y _ 1
1. Pour quelles valeurs du réel x la série de fonctions Z —— =3 converge-t-elle?
n=1

x2 c
2. Démontrer la continuité de la sommme sur son domaine de définition.
3. Donner un équivalent de sa somme au voisinage de 0 et de +oo.

1

35 Continuité, dérivabilité, variations, limites de f: x Hzﬁ.
=1 n*+nx

36 Etudier la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions

foix—e™" cos(nzx),

puis la dérivabilité de la somme de cette série de fonctions.

+00 N
Déterminer un entier N e N tel que V x € R, an(x)*an(x) <1073,
n=0 n=0
37 +00 1 +00 (_l)n
Pour tout réel x ¢ Z~, on pose f(x):;) FEESY T R ot g(x):e;m,

. Justifier I'existence de f(x) ef g(x).

. Déterminer leurs limites en +oo.

. Trouver une relation entre f(x +1) et f(x) et montrer que g vérifie cette méme relation.
. En déduire que f=g.

. Monftrer que f est de classe €°.

O ~N WN —

too 2
X . .
38 Montrer que f:x— E ———— est définie et continue sur R.
P e—2nx 4 e3nx

39 Pour neN, on pose f;, : x € Rt — Arctan(x + n)—Arctan(n).

+00
1. Etudier I'existence et la continuité de f :an.
n=0
'SIUl SJUBLIBSSIOIO0D S8p BWwaIogy) No Jesued punod uo
2. Montrer que S(x)ﬁ +o0.

x—
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