MPI R Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
POLYNOMES, FRACTIONS RATIONNELLES

1. Exercices vus en cours

2. Polynobmes

Solution de 12 : Polynédmes de Tchebychev 2
On peut calculer directement les racines sous forme de cosinus : si 0 € R,

2k—1)r

T,(cosf@)=0 < cosnf =0 < JkeZ, n9=—g+k7r < dkeZ, 0= -

Mais cos est injective sur [0, ] (strictement décroissante) et

2k—1)m 1 1
O<!<n<=> —<k<n+- < ke€][l,n].
2n 2 2

Comme T, est de degré n (par récurrence double), il a au plus n racines distinctes. On

2k—1
%) pour k €[1,n]. On les a toutes.

vient d’en trouver exactement n : les cos(
Solution de 18 :
Les racines de X?+ X +1 sont...
Réponse :
ne]| 0 1 2 3
R |2X 0 —2X-2 0

Solution de 19 :
Réponses :

- X X2+1=(X2-X+1)(X2+ X +1)
s (X2—X+1P+1=(X?+1)(X?—2X +2)

Solution de 21 : Théoréme de Bézout® avec degrés

Unicité si AU, + BV, = AU, + BV, avec degU, < degB, degV; < degA, degU, < degB et degV, < degA,
alors
AU, —U,)=B(i— V1)

donc A divise B(V; — ;) et est premier avec B donc divise V; —V; par le lemme de
GauB. Ce dernier étant de degré strictement inférieur a celui de A, on en déduit
que V; =V,, puis enfin que U, = U,.
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Existence on part d’une relation de Bézout AU, + BV, =1.
Par division euclidienne, on a Q,U € K[X] tel que U, = BQ + U avec degU < degB.
Alors AU + B(QA+V;)=1. On pose V =QA+ ;. Il reste & voir que degV < degA.

Or AU +BV =1donc AU =1—BV avec 0=degl <degBV car V n’est pas nul (sinon A
serait constant) et B ne I'est pas non plus.

Donc deg AU =deg BV ce qui donne finalement degV =deg A+ degU —deg B < degA.

Solution de 22 :

Premiére méthode Appliquer I'algorithme d’Euclide & a et b (si b #0).
a=bqg+ravecr<b.
Donc
X4—1=XP1"—1

=(x")".x"—1
=((x")"=1+1)-x"—1
=((x")"-19)-X"+X"—1
=(X’-1)-P-X"+X"—1

avec degX'—1=r<b=degX’—1.
Le reste de la div. euclidienne de X% —1 par X?—1 est X" —1:

X —1IAXP—1=XP—1AX"—1

Les algorithmes d’Euclide s’écrivent de la méme maniére pour les entiers et les poly-
noémes.

Dernier reste non nul ?
XC—1AXP—1=Xx9—1AX"—1=Xx9—1.

Sib=0,(X*—1)A(XP—1)=(X*—1)A0=X"—1=X"—1.
Deuxieme méthode Racines complexes
Racines communes de X4—1 et X?—17? But: celles de X4 —1.

=« SizeCracinede X?—1ie z%=1,dlors z*=1et z?=1.Ona a’,b’ tels que a=da’
etb=db’.
Alors z¢=(z4)" =1¢ =1. et idem pour z? =1.

Etienne Bezout (Nemours 1730 - Avon 1783) Eminent mathématicien, adjoint méca-
nicien & I'’Académie des sciences en mars 1758, il fut nommmeé en 1763 professeur
et examinateur des gardes-marine et composa pour eux un Cours de mathéma-
tigues en 4 volumes. Membre de I'’Académie de marine, il est I’auteur de nombreux
ouvrages dont un Traité de navigation (1769) et une Théorie générale des équa-
tions algébriques (1779). Bézout contribua beaucoup a orienter dans un sens mo-
thématique la formation des jeunes officiers pour les rendre aptes aux calculs astro-
nomiqgues les plus savants. Un fel systeme, ou la théorie I'emportait trop souvent sur
la pratique, contrairement & ce qui se faisait en Angleterre, provoqua d’assez vives
polémiques.
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« Si z racine commune,
onau,veZtelsque au+bv=d.
Zd — Zau+bv :(Za)u(zb)v =1,

Or toutes ces racines sont simples (connu) dans X“—1 et X?—1 donc dans le pgcd et
aussi dans X 4—1 et tous les polyndmes sont unitaires (dont LE pgcd) donc X*—1AXY—1 = X9—1.

Remarque : la deuxieme méthode fonctionne aussi pour montrer

@2“—1)A(2"—1)=(2-1).

3. Fractions rationnelles

Solution de 23 :
Décomposition en éléments simples.

Solution de 24 :

1 (n) B (_1)n+1 (=1)" (=1)"
(X(Xz—l)) X+l (X + 1)t 2(X —1)ntl]

Solution de 25 :

Solution de 26 : y
Décomposer en éléments simple puis se ramener A 7 pour S. Pour T, quelle opération
algébrique permet de faire apparaitre un carré au dénominateur ?

Réponses :
o 1P’(1)+1P’( =2
2P 2P -3

T:—(%)/(l):—&

Solution de 27 :

P" A P"(x = P”(x - :
—=> "t avec A= (%) Gone > (%) _ § est le cosficient en X" dans P i
p = X—xk P/(xk) = P/(xk)

est nul.

Solution de 28 : Théoréeme de Gauss-Lucas
Quantité conjuguée....

0= > Alz—x) aveC Ay = ——.
Z k( k) k |Z—xk|2
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