MPI — MPI* Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
ESPACES VECTORIELS NORMES, TOPOLOGIE

Exercices cherchés en cours

Normes

KK désigne R ou C.
Solution de 8 : Ex CCINP 38

1. (@) On pose E =R[X]. Montrons que N, est une norme sur E.
Par définition, Ny (P)> 0.

n
- Soit P = Zaixi € E fel que Ny (P)=0.
i=0
C’est-G-dire max |a;|=0, donc, Vi e€[0,n]. |a;|=0.

o<i<n

On en déduit que P =0.
n
= Soit P:ZaiXi cEetAeR.
i=0

Noo(AP)= max |A[|a;] = || Noo(P).

« Soit (P,Q) e E2.
On considére un entier n tel que n > max(deg P, deg Q).

n n
Alors, P =ZaiXi etQ :ZbiXi.
i=0 i=0

n
Ainsi, P+Q =;(a,~ +b;))X' et Noo(P+Q) :o<ig|ai + bl
Or, Vie[o,n].
la; + bi| <|a;| +|b;| € Noo(P)+ Noo(Q).

Donc
Noo(P + Q) S Noo(P)+ Neo(Q).
On en déduit que N4, est une norme.
Voir cours.
(o) Pour P,=1+X+X?+---+X" ona Ny(P,)=n+1 et Noo(P,)=1, donc

Nl(Pn)
_—
Neo(Py,) n—+oo

+00.

On en déduit que les normes N, et N, ne sont pas équivalentes.
2. En dimension finie, foutes les normes sont équivalentes, en particulier Ny et NZ_.
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Solution de 9:
Les cotés d’un tel parallélogramme ont des équations de la forme

ax+by=1

ax+by=-1

cx+dy=1

cx+dy=—1
vu la symétrie et le fait que le parallélogramme ne soit pas aplatie, avec (a, b) #(0,0) et (c,d) #0 et
avec Z 2‘ #0 car les cotés sont sécants.

On démontre allors facilement que N : (x, y)— max(|ax + by|,|cx +d y|) est une norme répondant
au probléme.

Solution de 11 :

Le sens direct, c’est du cours.

Réciproqguement, si N : E — R est défini-positive, homogéne et que sa boule unité fermée est
convexe, soit x,y € E.

Six=0g 0Uy=0g, I’inégoli’ré triangulaire est immédiate. ) )

y , N(y , N(x+y

Sinon, ons’intéresse & (1— I)N( )+t NG € B’(0p,1)pour ¢t N@ NG et on obtient N@)TNG) <
(sans oublier que I'on ne sait pas encore que N est une norme mais le fait qu’elle soit défini-positive
et homogéne permet de justifier les calculs.)

Solution de 14 : Les inégalités de Holder et de Minkowski dans K"
Indications :

1. Concavité de In.
o 1l

N

. Appliquer la premiére question o et sommer, puis remplacer a et .

3. Utiliser deux fois la question précédente dans I'indication.
4. Seule I'lT est difficile mais c’est la question précédente.
5

Nxlloo <Nl xll, < 2P x| oo

Correction plus détaillée :

1. Il s’agit d’'une conséquence immédiate de la concavité de In appliquée a a? et b9,
2. C’estimmédiat si x _(0 ..,0)ou y =(0,...,0).

Sinon, posons x’ = ety =
||Y||

[Ixl, IIp
que Z|xkyk

R , . 1 1 .
D’aprés la question précédente, pour tout k € [1,n], |x; /| < E|x’/"p + 5{x,’c|q d’ou, en som-

de telle sorte que ||x’ H =y || =1. On veut alors montrer

mant,

1 1 1
Z|xkyk - ||x'HZ ty 1[4 = PR
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3. = En utilisant I'inégalité triangulaire dans K puis la question précédente,

n n n n
Z’xk+yk|pZZ}xk+J’k||xk+J’k|p—1<Z|xk|}xk+Yk|p_l+Z|J’k||xk+J’k|p_l
k=1 k=1 k=1 k=1
n 1/p r n ) 1/q n 1/p r n ) 1/q
<(z|xk|v) (z|xk+yk|q"’—)) +(z|yk|”) (Z|xk+yk|q"°—))
k=1 k=1 k=1 k=1

1 1
avec ;+E:1donc p+q=pgdonc q(p—1)=pg—q=p.

n 1/p+1/q n 1/p n 1/p n 1/q
(Shecenl’ =((z|xk|p) (] )(z|xk+yk|”) |
k=1 k=1 k=1 k=1

n
ce qui permet de conclure, que Z |x,C + yk|p soit nul (auqguel cas I'inégalité & montrer est
k=1

Ainsi,

friviale) ou non.
= La bonne définition, la séparation ef I'homogénéité de |||, ne posent pas de probleme.
L'inégalité triangulaire a été vue dans la question précédente.
4. Onremargue que

1/p 1
[ %lloo < l1xll, < (nllx112,)"" = 2P| x]log

avec nl/P =el"/P — ool donc  ||xll, —— [|xlco-
p—+ p—oo

Topologie

(E,||-]]) désigne un K-espace vectoriel normé.

Vrai ou faux

1. Un voisinage d’un point est toujours borné.

Une partie qui n'est pas ouverte est fermée.

Une infersection d’ouverts est ouverte.

L'adhérence d’une partie est toujours fermée.

Si un fermé contient une partie, il contient son adhérence.

Si une partie A est fermée, toute suite d’élément de A converge dans A.

Un point n’est pas intérieur a A si et seulement s’il est adhérent au complémentaire de A.

N o o bk DN

Ouverts, fermés
Solution de 21 :

1. Si & est racine de P alors

B=—al?—bE—c
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Cas : [ < 1. L'inégalité voulue est vérifiée. Cas : |&]> 1. On vérifie 1 <|&|? et || < |&]?. On a alors

allgPIblIE|+ el

£ =]ag®+bE+c| <
<lallg® +[blIEP +Icllgl.

|
|
En simplifiant par |£]2,

IEI<lal+|b[+]c|

et I'inégalité voulue est & nouveau vérifiée.

2. Soit (ay, by, c,) e UNE SUite convergente d’éléments de 2 et notons (a, b, ¢) sa limite. Pour tout
n €N, notons x,, y, et z, les trois racines réelles du polynébme P, = X3+a,X?+b,X +c, que |'on
sait scindé sur R.

La suite (a,, b, ¢,),en €5t bornée car convergente et |la suite (xn, Y z”)nelN I’est donc aussi en
vertu du résultat de la premiére question. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut
en exTrqre une SU.IT.e convergen’re (xw(k),y¢(kl, Z‘P(k))kgm’ Nofons gx,y,z) la limite de celle-ci. Par
les relations coefficients/racines d’un polyndme scindé, on sait

ap =_(xn +Vn +Zn)
by=XuYn+ Ynzn+znXy
Chn="XnYnZn

pour tout n €N,
Cela vaut en particulier pour n = (k) et en faisant alors tendre k vers I'infini, il vient

a=—(x+y+2z)
b=xy+yz+zx
c=—Xxyz

Par ce systeme, on peut affirmer que les réels x,y et z sont les trois racines du polyndme
X3+ aX?+bX+c quiest donc scindé sur R. Ainsi, (a, b, c) € 2 et 2 est donc une partie fermée
car contient les limites de ses suites convergentes.

Solution de 22 :
(a) Les éléments de R™ sont bornés donc R™ ¢ %(NN, R). L' appartenance de I'élément nul et la
stabilité par combinaison linéaire sont immédiates.

(b) Si R™) est ouvert alors puisque 0 € RN il existe a > 0 tel que B, (0,a) c RMN. Or la suite
constante égale a a/2 appartient & B, (0,a) et n"est pas nulle & partir d’un certain rang donc
Boo(0,a) ¢ RM™ et donc RM n’est pas ouvert.

Pour N €N, posons u™ définie par u = 37 si n <N et u¥ =0 sinon.

(uV)eR™ et uN — u avec u donné par u, = 717. En effet,

Hu“—u“ =———0.
. N+2
Mais u ¢ R™ donc R™ n’est pas fermé

Adhérence, intérieur
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Densité

Solution de 31 :

Déja vu : infroduire a =€ G NRR} lorsqu’il existe et séparer les cas ol a = 0 (dense, semblable & la
densité de Q) ou a > 0 (discret, avec une presque division euclidienne, semblable aux sous-groupes
de (Z,+) ou aux idéaux de (K[ X],+)).

Applications :

1. Densité de {If—k |a€Z, ke]N} ;

Soit b un entier au moins égal a 2. On note G = {% |laeZ, keIN}. On a bien sGr G # @ et
G #{0}.

De plus, si x et y sont des éléments de G, on a a,a’€Z et k, k' e N tels que x = 7 et y = ;%
Mais alors x —y = ab’—a'bt q\ec ab¥ —a'bkeZ et k+ k' €N, donc x—y€QG.

bk+k’
De plus, comme 0 minore G NR* et ¢ 0 (car b>1) avec pour tout ke N, x €G,

k—+o00

a=inf(GNR*)=0.

C’est donc que [{% laeZ, k e]N} est dense dans IR]

Remarque : cette densité se retrouve directement en remarquant que Ila suite de terme gé-
|b" x|

bn

néral x,, =

élément de G converge vers x € R quelconque.

2. CNS pour que aZ+bZ est dense dans IR :

Soit G =aZ+ bZ. On vérifie sans mal que G n’est ni vide, ni réduit & 0 et que la différence de
deux éléments de G est encore dans G.

Remarguons que dire que
«aZ+ b7 est dense dans R si et seulement si % ¢Q»
c’est dire que
«aZ+ bZ est n"est pas dense dans R si et seulement si % eqQ.»

= SiG=aZ+ bZ n'est pas dense dans R, alors, d’aprés ce qui précéde, G =aZ avec a > 0.

Donc, comme a € G et b e G, on a deux entiers k et k’ (non nuls car a et b sont non nuls)
tels que a=ak et b =ak’.

k/
Alors a_2¢ Q.

b k
= Réciprogquement, si %e Q. soient n et m deux entiers tels que % = %
Pourtout xe G=aZ+bZ,0n A p,qeZtelsque x=ap + bqg. Mais alors
n b b
=b—p+bg=— —7Z.
b mp+ q m(np+mq)em

b
Ainsi, G =aZ+ bZ c EZ' Mais alors G n'est pas dense dans R car on ne peut pas, par
b

s b
exemple, frouver d’élement de G entre — et —.
3m 2m
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b
(On peut aussi voir que inf(G NR*) > —>0)
(Remarque : le théoréme de Bézout permet de dire que si la fraction % est iréductible,

b
aZ+ b7 = —Z(: gZ).)
m n

Conclusion : [aZ+ bZ est dense dans R si et seulement si % ¢ Qj

3. Autre application :

2
D’aprés la question précédente, comme 4 =v2¢Q, Z+ 27 est dense dans R.

[Donc entre m et t+107%, il y a un réel de la forme p+g+v2 ol p,q € Z)

Solution de 32 :
Supposons H hyperplan non fermé. On a alors une suite (x,), € HN telle que x,, — x ¢ H. Mais
comme H est un hyperplan, HeKx=E.

Soit yeE.lls'écrit y=h+Ax avec he H et AeK.

Mais alors (h +Ax,), est une suite d’éléments de H qui converge vers y donc H est dense dans
E.

Remarqgue : en dimension finie, fout sous-espace vectoriel est fermé comme noyau d’une forme
linéaire, qui est automatiquement continue.

Autre rédaction possible : Sachant que I'adhérence d’un sous-espace vectoriel en est un (ce
résultat n’apparait pas dans le programmme, mais c’est facile & remontrer avec la caractérisation
séquentielle) , on a H un sous-espace de E telque HcHc E.Or,siH#H,ona x€ H\ H et alors
par propriété des hyperplans, He®Kx = E avec H c H et x € H donc (c’est I& qu’on utilise le fait
que H est un sous-espace) E=H@®KxcH cE donc H=E.
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