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Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
STRUCTURES ALGEBRIQUES

= |l faut connaitre la définition d’un groupe, d’un anneau, d’un corps, mais on ne s'en sert
directement que rarement.

La plupart du temps, pour montrer qu’on a un groupe, on montre plutét que c’est un sous-
groupe d’un groupe connu, en reconnaissant une partie d’un groupe connu et

« en utilisant la caractérisation d’un sous-groupe, c’est ce qui sert le plus dans la pra-
tique,

» en faisant apparaitre I'ensemble comme image directe ou réciproque d’un sous-
groupe par un morphisme de groupe,

» en voyant I'ensemble comme image d’un groupe par une bijection vérifiant la pro-
priété des morphismes de groupes.

Attention & I'erreur frés classique consistant & appliquer la formule du bindme dans un
anneau sans Vvérifier que les deux éléments commutent.

Aftention aussi & bien penser & vérifier, pour un sous-anneau la présence de 1, et pour un
morphisme d’anneaux I'image de 1,.

Vrai ou faux

. (IN,4) est un groupe abélien.

. (R, x) est un groupe abélien.

. Si H sous-groupe de G, dlors I'élément neutre de G est aussi celui de H.
. La réunion d’une famille de sous-groupes de G est un sous-groupe de G.
Si(G,x) groupe, a,b,ceG,axb=axc<b=c.

Si (A,+, x) est un anneau, (A,+) et (4, x) sont des groupes.

. Si (K, +, x) est un corps, (K, +) et (K, x) sont des groupes.

. {£1} est un sous groupe de (R*, x).

. 1 est le seul élément inversible de (Z, +, x).

. Tout anneau intégre est un corps.

. 72 estintegre.

. Dans un anneau, si a différent de zéro, alors a est un diviseur de zéro.

. Dans un anneau, a>—b?=(a—b)x(a+b).

. Dans un anneau, a%=b? < a ==+b.

. R est une sous-algébre de la C-algeébre C.

Exercices traités en cours

Soient E et F deux ensembiles et f € FE =Z(E, F). Montrer que
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1. f estinjective si et seulement s'il existe g € EF telle que go f =id.
2. f estsurjective si et seulement sil existe h € EF telle que foh=idg.
2 Soit (G, ) un groupe, H, K sont des sous groupes de (G,*). Montrer que

HUK sous-groupe de G HcCKouK CH.

R — C*
X

3 1. Montrer que f : R est un morphisme de groupes.

Déterminer son image et son noyau.

R* R* .
o X est un morphisme de groupes.
x|

Déterminer son image et son noyau.
% RN C*

z —

2. Montrer que f:

3. Méme question pour g :

Tzl

4 Montrer que si f: (A,+, x) — (A, ®,®) est un morphisme d’anneaux :

= Limage réciproque d’un sous-anneau de A’ est un sous-anneau de A.
= L'image directe d’un sous-anneau de A est un sous-anneau de A'.

= Limage réciproque d'un idéal de A’ par f est un idéal de A.

= Limage directe d'un idéal de A par f est un idéal de f(A).

3. Structure de groupe

5 Soit E un ensemble muni d’une loi inferne x associative. Montrer que I'ensemble

des éléments réguliers & gauche (c’est-a-dire x e Etelsque Va,b € E, xxa=xxb=a=D)
(respectivement réguliers & droite) est stable pour .

x+y
1+xy’

Montrer que (G, x) est un groupe. Est-il commutatif ?

6 Soit G =]—1,1] et pour (x,y)eG?, xxy =

7 Soit G un groupe tel que pour tout x € G, x*=e.

1. Montrer que G est abélien.

2. Soient H un sous-groupe strict de G, a € G\ H. Montrer que HUaH est un sous-
groupe de G.

3. Si G est fini, en créant par récurrence un suite de sous-groupe de G de cardinal
une puissance de 2, montrer que le cardinal de G est une puissance de 2.
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8 Transport de structure
Soient G un ensemble muni d’une loi de composition interne x, (H, x) un groupe et f
une application surjective de H vers G telle que
Vx,yeH, flxxy)=[f(x)~f(y)

Montrer que (G, ) est un groupe, et que si f est bijective, (G, +) isomorphe & (H, x).
Applications :

= Montrer que (R, *) est un groupe isomorphe & (R,+), avec ax b = “Va20%5 + p20%5

a+b .
T+ab (Utiliser

=« Montrer que (]—1,1[, A) est un groupe isomorphe & (R,+)avec a A b =
th).

9 Centre d’un groupe

Soit G un groupe. On appelle cenfre de G, noté Z(G), I’ensemble des éléments de G
qui commutent avec tous les autres. Montrer qu’il s’agit d’un sous-groupe commutatif
de G.

] 0 Soit (G, ) un groupe commutatif de neutre e. Onpose T(G)={x € G |In € N*, x"=e}.
Montrer que T(G) est un sous-groupe de (G, *).

11 Théoréeme de Lagrange
Soit (G, ) un groupe d’ordre (c’est-a-dire de cardinal) fini, H un sous-groupe de G.

1. Montrer que la relation définie par xZy < x~'x y € H est une relation d’équiva-
lence sur G.

2. Vérifier que les classes d’équivalence ont toutes le méme cardinal.
3. Démontrer le théoréme de Lagrange : |H| divise |G|.

1 0 x
] 2 Pourtout x eR, on pose M(x)=|—x 1 —x{ .
0o 0 1

Soit G ={M(x), x € R}. Montrer que (G, x) est un groupe. Est-il abélien?

] 3 Soit G un ensemble et x une loi de composition inferne associative sur G telle
qu’il existe e € G tel que

«VxeG, xxe=x

«VYxeG, 3x'eG, xxx'=e

Montrer que (G, «) est un groupe.

] 4 Soit (G, x) un groupe, a € G et H un sous-groupe de (G, x). Onnote aHa ' ={aha™',he H}.

Montrer que aHa™' est un sous-groupe de (G, x).
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] 5 Automorphismes intérieurs

G — G

Soit (G, *) un groupe. Pour tout a € G, on note ¢, : Y o asxsa—

1

1. Soit a € G. Montrer que ¢, est un automorphisme du groupe (G, *).
2. On note Int(G) ={y,, a € G}. Montrer que (Int(G),o) est un groupe.

1 6 Sous-groupes distingués
Soit (G, x) un groupe. On dit qu’un sous-groupe H de (G, x) est distingué si
Y(a,h)eGxH, axhxa'eH.
1. Soit f un morphisme du groupe (G, x) vers un groupe (G’,x). Montrer que Ker f est
un sous-groupe distingué de (G, x).
2. Soit H un sous-groupe distingué de (G, x) et K un sous-groupe de (G, x).

Onnote HK ={xxy,x€H,y €K}.
Montrer que HK est un sous-groupe de (G, x).

4. Anneaux et idéaux, corps

] 7 Idéal annulateur Soit A un anneau commutatif et M une partie de A. On

appelle annulateur de M I'ensemble des éléments a € A tels que am = 0, pour tout
m e M. Montrer qu’il s’agit d'un idéal de A.

] 8 Idéaux premiers Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On dit que
I'idéal I est premier si pour tout a,be A, abel=>acloubel.
1. Quels sont les idéaux premiers de 7 ?

2. Montrer que si f est un morphisme d’anneaux de A dans A, I'image réciproque
d’un idéal premier de A’ est un idéal premier de A.

3. Montrer que si I est premier et J, K des idéaux quelconques alors JNK == J =1
ouK=I.

4, Montrer que si tous les idéaux de A sont premiers, alors A est un corps. Quels sont
les idéaux dans ce cas?

] 9 Idéaux d’un corps Quels sont les idéaux d’un corps ?

Montrer que si un anneau commutatif ne posséde que {0,} et Acomme idéaux, c’est
un corps.
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20 Ideaux de 7, (IX) Pour 1<i,j<n,on note E; la matrice élémentaire ayant
tous ses coefficients nuls, sauf le coefficient de la i® ligne et de la je colonne qui vaut 1.
1. Rappeler la formule donnant E; ; x By .
2. Soit M € #4,(K). Que valent E; ;M et ME, ,?

3. On appelle idéal de .#,(K) tout sous-groupe I de (.4, (K),+) tel que pour tout Ae T
etMe #,K), AMel et MAE€1.

Démontrer que les seuls idéaux de .#,,(KK) sont {0} et .#,(K).

2 ] Nilpotents d’'un anneau

On dit qu’un élément a d'un anneau A est nilpotent lorsqu’il existe n € IN tel que
a™=0,. Le plus petit n € N vérifiant cette propriété est alors appelé indice de nilpotence
de a.

1. Quels sont les éléments nilpotents d’un anneau integre ?

2. Montrer que si a, b € A nilpotents qui commutent, a+ b et ab le sont. Que peut-on
dire de leurs indices de nilpotence ?

3. Montrer que si A est commutatif, I'ensemble des éléments nilpotents est un idéal
de A.

4. Montrer que si ab est nilpotent, ba I'est aussi. Comparer leurs indices de nilpotence.
5. Soit a nilpotent. Montrer que 1,—a est inversible dans A et préciser son inverse.

6. Démontrer que I'ensemble des éléments nilpotentes d’un anneau commutatif, ap-
pelé nilradical de I'anneau est un idéal de A.

22 Montrer que tout anneau fini intégre est un corps.
On pourra vérifier qu’une tfranslation x — ax est bijective.

23 Montrer que Q ne posséde qu’un sSoOuUs-Corps.

24 Déterminer les endomorphismes de I'anneau Z, puis de I'anneau Q et enfin de

I'anneau R.

Indication : pour le passage de Q a R, on pourra vérifier que I'image d’un nombre po-
sitif I'est encore et en déduire qu’un endomorphisme est croissant puis utiliser la densité
de Q dans R

25 Déterminer les endomorphismes de I’anneau C laissant R globalement invariant.

26 Soit A un anneau.

1. Justifier que les endomorphismes du groupe (4, +) forment un anneau pour les lois
+ et o, Noté Endo(A).
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A — A

2. Poura € A,onnofte f,: . A — Endo(A)

. . Montrer que I'application ¢ : a — ¢la)=T,

— a

est bien définie et est un morphisme d’anneau.

27 Entiers de Gauf

On définit I'ensemble des entiers de Gauss comme étant I'ensemble des nombres
complexes a coordonnées entiéres Z[i|=Z+iZ = {a +ib | a,be Z}.

1. Montrer qu’il s’agit d’'un anneau intégre.

2. On définit, pour z € C, N(z) = |z[*. Déterminer le groupe des inversibles de Z[i] en
utilisant N.

3. Un élément a de Z[i] est dit irréductible dans Z[i] lorsque
Au,veZli], a=uv)= u estinversible ou v est inversible.

Montrer que 2 n’est pas irréductible dans Z[i].
4. Soit ¢: Z[i] - Z[i] un endomorphisme d’anneaux.

(a) Calculer les deux valeurs possibles pour ¢(i).
(b) Quels sont les endomorphismes d’anneaux de Z[i] ?

5. Division euclidienne %
(a) Soit zeC. Démontrer qu’il existe w € Z[i] tel que |z—w| < 1.
Indication : s’appuyer sur un dessin.

(b) Soient u, v eZ[i] avec v #0. Démontrer qu’il existe g, r € Z[i]avec u=quv +r et
|r| <|v|. A-t-on unicité?

(c) Démontrer que Z]i] est principal.

On définit I'ensemble des rationnels de Gauss comme étant I'ensemble des nombres
complexes & coordonnées rationnelles Qlil=Q+iQ={a+ib | a,b € Q}.

6. Montrer qu’il s"agit d’un corps.
7. Quels sont les endomorphismes de corps de QJi] ?

28 Anneau de Boole

On considére (A,+, x) un anneau de Boole c¢’est-a-dire un anneau non nul fel que
fout élément est idempotent pour la 2¢ loi ce qui signifie V x € A, x*=x.

1. Montrer que V(x,y)€ A%, xy+yx=0, et endéduire que Vx€A, x+x=0,.
En déduire que I'anneau A est commutatif.

2. Montrer que la relation binaire définie sur A par x < y < yx = x est une relation
d’ordre.

3. Montrer que V(x,y)€ A%, xy(x+y)=0,.
En déduire gu’un anneau de Boole inteégre ne peut avoir que deux éléments.
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29 Soit E un ensemble. On note 2 (E) I'ensemble des parties de E.
Soit A et B deux parties de E. On appelle différence symétrique de A et B I'ensemble
AAB=(A\B)U(B\ A)=(AUB)\(ANB).
1. Montrer que A est une loi associative & |'aide d’une table de vérité dont les entétes
sont x€A, xeB, xeC, x€ AAB, x €(AAB)AC, x € BAC et x e AA(BAC)
Montrer que (2 (E), A) est un groupe abélien.
Montrer que n est distributive sur A
Montrer que (#(E), A,N) est un anneau commutatif,
Montrer que (2 (E), A,n) est un anneau de Boole (voir exercice précédent).
Soit E’ c E. Démontrer que I =22 (E’) est un idéal de 2 (E).
Réciproquement, soit I un idéal de 2(E), montrer que

VXel, VYCX, YeI

N O Ok DD

et
VXel, YYCI, XUYe€el

8. En déduire qu'il existe E’ c E tel que I =2 (E’).

9. Si E estinfini, démontrer que I'ensemble des parties finies de E forme un idéal de
2 (E) quin’est pas de la forme #(E).

30 Radical d’un idéal Soit A un anneau commutatif. Si I est un idéal de A, on
appelle radical de I I'ensemble
Vi={xe€A In>1, x"eI}.
1. Montrer que vT est un idéal de A.
2. Soient I, ] deux idéaux de A et p > 1. Montrer que

VInJ=vInVT;
VVI=VT;
VIr=+1.
3. SiA=7Z et I=kZ avec k =1, déterminer le radical de I.

3 ] Soient aeQf tel que va¢Q et QVa)=Q+vaQ={r+r'va; r,r'eQ}.
1. Montrer que (Q(va),+, x) est un corps.
2. Montrer que les anneaux Q(va) et Q2 ne sont pas isomorphes .
3. Montrer que les corps Q(v2) et Q(+/3) ne sont pas isomorphes?,

1.

(M) sind B> 4 unod (1) f 1ejnojpo ‘spD 8] JIie, 2 IS

D\M94 ‘e p 2 onb sssiiin puNod UQ *eWwew-ajje abowll,| Sind ‘g e eBoWI,| 9P 9L 8] JIgPISUOD ‘'SP 8] {0}, IS
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5. Arithmétique entiére

le fait que anb =(a—bq)Ab pour tout g € Z permet parfois des simplifications intéressantes.

Lorsque I’'on manipule des équations avec pgcd et/ou ppcm, il est souvent intéressant de
se ramener & des nombres premiers entre eux en posant x=dx’ et y=dy’ ol d=xAy.

Pour savoir si des nombres sont premiers entre eux, on peut penser au théoreme de Bézout
ou revenir  la définition (les diviseurs communs sont triviaux). Penser aussi aux nombres
premiers :pas de diviseur premier en commun.

Pour des problemes de divisibilité, penser & travailler avec des congruences.

Tous les nombres premiers sont impairs... sauf 2, le seul pair. Penser & ce cas particulier. Ef 1
n’est pas premier.

= En algébre modulaire, on ne manipule jamais de grande valeur : penser & réduire systé-

. . —n n
matiquement pour se ramener dans [0, n—1] (voire |[7 5]]...)

32 CCINP 86 - Petit théoréme de Fermat

33 A savoir faire absolument Résoudre, dans Z, 3x + 11y = 2 puis 14x +35y =5
ef 14x+35y =7.

34

1. Pour quelles valeurs de n a-t-on (n®+n)A(2n+1)=17
2. Pour quelles valeurs de n €7 a-t-on (n+2)|(2n*>+9n+13)?
3. Montrer que pourtout ne€Z, 21n+4)A(14n+3)=1.

35 Nombres de Mersenne 3- Trés classique - Oral Centrale
Montrer que si a e N, n € N\ {0, 1} tel que a” —1 est premier, alors a =2 et n est premier.

36 Nombres de Fermat °- Trés classique - Oral Mines

1. Soient a,n € IN*, a = 2. Montrer que si a” +1 est premier, a est pair et n est une
puissance de 2. On appelle nombres de Fermat les nombres F, = 22" +1. lIs sont
premiers pour n de 2 & 4, mais ne le sont pas pour n de 5 & 32 (contrairement & ce
que conjectura Fermat).

2. Démonstration de 1734 d’Euler du fait que E n’est pas premier.
(a) Comparer 5*+2* et 1+5x 27 (sans calculatrice!).

3. Un fel nombre est alors appelé nombre de Mersenne (mathématicien frangais 1588-1648). La ré-
ciproque est fausse (2'' —1=23x89). Les plus grands nombres premiers connus actuellement sont des
nombres de Mersenne : 213627984 _1 g été découvert le 21 octobre 2024 (41 024 320 chiffres en base
décimale).

5. lls interviennent dans la constructibilité & la regle et au compas des polygones réguliers.
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(b) En déduire que 5* x 228 =1 [641].
(c) Conclure que 641 divise E,.

3. Montrer que pour tout n € N, F,,; = (F,—1)*+1 et en déduire que F, et F,,, sont
premiers entre eux.

n
4. Pour n e, établirque F,,, = l_[Fk +2. En déduire que les F, sont premiers entre eux

k=0
deux & deux. Retrouver le fait que le nombre de nomlbres premiers est infini.

37 En s’inspirant de la démonstration sur I'infinité des nombres premiers, montrer
qu’il existe une infinité de nomlbres premiers de la forme 4k—1".

38 Justifier I’'existence de 1000 entiers consécutifs sans nomlbre premier.

39 Formule de Legendre - Trés classique - Oraux divers
Combien y a-t-il de zéros a la fin de 100! ? De 1000! ? De 2025!?

+00
Montrer que v,An!):Z[%J pour p premier et n e N*.
k=1

40 On note p, le n® nombre premier et n(x) le nombre de nombres premiers < x.

1. Montrer que pour tout n>1, p,. <pi---p, +1.
2. Montrer que pour tout n>1,2n—1< p, <22,
3. Justifier® que ¥V x >0, In(lnx)< 7(x) < x.

Vv VvV

4 ] En utilisant I'algorithme d’Euclide, montrer que pour tout n,m €N,

2"—1A(™—1)=2"""—1.
42 Oral Centrale Déterminer le chiffre des unité de 1587413,

43 Soit n = 4444**4, Calculer la somme des chiffres de la somme des chiffres de la
somme des chiffres de n.

44 Oral Mines Soit p =5 un nombre premier. Montrer que 24 divise p2—1.

7. Le théoréme de Dirichlet (difficile) affirme qu'il existe une infinité de nombres premiers congrus & a
modulo b si a et b sont premiers entre eux.
8. Le (difficile) théoréeme de Hadamard et De la Vallée-Poussin dit « Théoréme des Nombres Premiers »

) X NP
affirme que n(x)~ nx’ ou, de maniéere équivalente, p, ~nlnn.
nx
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45 Montrer que pour tout n e IN

1. 6|5n%+n 3. 5|22+l 4 320+l
2. 7|32n+1+2n+2 4. 11|38n54+56n73

5. 9/4"-1-3n
6. 15%|16"—1—15n.

46 Cryptographie & clé publique RSA°

La cryptographie a clé publique est une méthode pour crypter un message & desti-
nation d’une personne (Alice), par une méthode que tout le monde connait, mais de
fagon & ce que seul le destinataire puisse décoder le message. Les messages considé-
résiciseront des nombres (par exemple fabriqués en remplagant chacune des lettres du
message & envoyer par son code ASCII, apres découpage en morceaux pour obtenir
des nombires pas trop grands).

La destinataire Alice choisit deux « grands » nombres premiers p et g, et calcule le pro-
duit N =pgq. Elle rend N public et surtout garde pour elle les valeurs de p et g. Elle choisit
ensuite un entier e premier avec (p—1)(g—1) et le donne & tout le monde : (N, e) sera la
clé publique. Elle choisit en général e ayant peu de termes dans sa décomposition en
binaire, pour que le cryptage ne demande pas frop longtemps.

Comme Alice estla seule & connaitre p et g, elle est également la seule & pouvoir cal-
culer (p—1)(g —1), et donc & déterminer un entier de Bézout d telque de de =1 [(p —1)(g —1)].
d sera la clé de décodage, que I'on conserve bien sOr frés secréte.

Le principe de la méthode est alors le suivant. Bob, qui veut envoyer un message M
d Alice calcule M’=M¢ [N] et envoie M’ & Alice. Celle-ci calcule ensuite M” =M’ [N].

Montrer que M et M” sont égaux modulo N, et donc que Alice peut décoder le
message de Bob pourvu que M soit inférieur & N.

47 Triplets pythagoriciens On résout dans Z? I'équation x2+ y2 = z2,

1. Montrer que I'on peut se ramener au cas oU x Ay Az =1. Montrer qu‘alors x, y. z
sont deux & deux premiers entre eux.

2. On suppose que c’est le cas. Montrer que deux des frois nombres x, y, z sont
impairs et que le est pair puis montrer que z est impair.
On suppose dorénavant que x, z sont impairs et y pair.
Z—X
2
3. Monftrer que X AZ =1 et que X et Z sont des carrés parfaits.

+
On poseyzzy’,X:% et z=

4. En déduire que I'ensemble des triplets pythagoriciens est I'ensemble des triplets
de la forme
(d(uz—vz),Zduv,d(u2+ UZ))

oudeN, (u,v)eZ?, & une permutation pres des deux premiéres composantes.

9. Rivest, Shamir et Adleman, 1979
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6. Compléments sur les groupes

48

1. Vérifier que %Z+ %Z est un sous-groupe monogéne de (Q,+).

2. Déterminer le sous-groupe de (C*, x) engendré par I'ensemble 2 des nombres pre-
miers.

49 Montrer que I'ensemble des éléments d’ordre finis d’un groupe abélien en est
un sous-groupe.

50 Soit G un groupe et x € G d’ordre n. Quel est I'ordre de x2?

5 ] Soit G un groupe non réduit a un élément. On suppose que G n‘admet que

deux sous-groupes : {e} et G lui-méme. On souhaite démontrer que G est fini et que son
cardinal est un nombre premier.

. Soit g € G tel que g # e. Démontrer que g engendre G.
. Démontrer que g est d’ordre fini.

. Démontrer que g est d’ordre premier.

. Conclure.

A W N —

52 Soit G un groupe admettant un nombre fini de sous-groupes.

1. Démontrer que tout élément de G est d’ordre fini.
2. En déduire que G est fini.

53 Soit (G, ) un groupe de cardinal 2n.
1. Justifier que I'on définit une relation d'équivalence # sur G en posant
XRYy & x=y OU x=y-—1.

2. En déduire I'existence dans G d’un élément d’ordre 2.
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54 On souhaite montrer que tfout sous-groupe d’un groupe cyclique est lui-méme

cyclique.
Soit (G,-) un groupe cyclique de générateur a et H un sous-groupe de (G, ).

1. Justifier I’existence d’un plus petit entier naturel non nul n tel que a® € H.
2. Etablir que H est alors le sous-groupe engendré par a”.

55 Soit (G, -) un groupe cyclique & n =2 éléments engendré par a.

Pour r e N*, on infroduit I'application f: G — G définie par f(x)=x" pour fout x € G.
Enfin,on pose d=nAr.

1. Vérifier que f est un morphisme du groupe (G, ) vers lui-méme.

2. Déterminer le noyau de f.

3. Montrer que I'image de f est le sous-groupe de (G,-) engendré par a?.
4. Pour y € G, combien I'équation x" = y possede-t-elle de solutions ?
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