MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
SERIES NUMERIQUES

solut§égbegds O termes de signe constant

Si @ =0, la série diverge grossierement, sinon, Arccos( I,

)—> 0 ce qui dit... absolument rien

na n—+o0o
bien sar.
L'idéal serait d’avoir un équivalent, on n‘a pas cela dans les formulaires, mais on sait que

sinx ~ x Qu voisinage de 0, donc, avec un calcul classique & savoir faire (avec discussion sur le

signe...)
n* ))_ . ( n® )2_ 2n+1 V22 V2
l1+ne)) 1+ne)  \ (1+ne)p? ne  pef

na
Arccos ( ) ~ sin (Arccos (
1+ na
Par comparaison de séries & termes positifs et critére de Riemann,

n¢ . .
ZArccos ( " a) converge si et seulement si a > 2
n

(ce qui tient compte du cas a =0).

Solution de 5 :

1. sin(ﬂ(Z— «/§)") ~ m(2—+/3)" terme général positif de série géométrique convergente.

2. Développer avec le binbme de Newton et remarquer qu’il ne reste que des terme d’indice
pair faisant disparaitre les racines.

3. D’aprés la question précédente, sin(n(2+ +v3)") = —sin(n(2—+/3)"). Il s’agit donc d’un terme
général de série convergente.

Solution de 6 :
On écrit

alnn — elnn Ina — nlna

puis on est ramené aux séries de Riemann.

Solution de 8 : Régle de Raabe-Duhamel

1 1 1
1. Onobtient y,.1—y, = aln(l + ;)Hn(l - % +0 (—)) =0 (ﬁ) et on conclut par absolue conver-

n2
gence.
2. D’aprés la question précédente, y, — £ R, donc n%x, — e : A=e! convient.
3. Comparaison & une série de Riemann.
4. (a) Utiliser la question précédente en remarquant que, par récurrence, tous les u,, >0 etf, en

) Upy1 _ N+a a I b—a 1
developpon’r,u——n+b_(1+ﬁ)1+2_1— . +0 )
n n

(b) Récurrence.

An A R . . . .
() Ona(n+a)u, ~ 7= a7 0 donc en passant a la limite dans la question précé-
nrer— ne—a—
+00 l—b
dente, on obtient =—1Uy.
;) b= _p+1"0
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Séries a termes quelconques

Solution de 10:

TSSA

Développement asymptotique
Développement asymptotique
Développement asymptotique

O b~ ODN —

Divergence : Calculer S,,, en séprant les termes d’ordre pair et imapir pour faire apparaitre
une série a termes positifs divergente.

6. Développement asymptotique

Solution de 13 :
On peut remarquer qu’il y a facilement divergence grossiére lorsque a, b € R*.
Pour traiter le cas général, on cherche un équivalent pour conclure (ou un ¢ dans le cas de
convergence, qui suffit & conclure.) Or

1 2
unﬁ+a\/n+1+b\/n+2=ﬁ[1+a¢1+E+bQ1+E

b 1
=ﬁ[1+a+i+b+—+o(—)]
2n n n2

donc

a+2b 1
u,=1+a+b)vn+ Wi +O(n3/2)

D’ou une disjonction de cas :
% Soit 1+a+b#0 etu,~(1+a+b)yn—=+oo :ilya divergence grossiere.
% Soit b =—1—a et on obtient

_ 24+a 0 1
U= m TP\ e

2+
o Soit a#-2etb=—1—a etu, ~—ﬁ de signe constant, donc Z u, diverge parcom-

paraison A une série de Riemann divergente.

; 1
o Soit a=—2etb=1 et un:(‘)(m

par comparaison a une série de Riemann convergente.
On demande dans ce cas précis de calculer la somme.

Or yn—2vn+1+vn+2=(y/n—vn+1)—(v¥n+1—+vn+2): on reconnait un télescopage
(et on sait déja que la série est convergente.

) donc Z u, converge absolument donc converge

+00
Donc Z (ﬁ—z«/ n+l++vn +2) est égal dlalimite de —1—¢ ou ¢ est lalimite de (vin—vn+1),
n=0

nécessairement finie.
. " . . n—(n+1)

Or, en multipliant par la qguantité conjuguée, vn—+vn+1= £=0.
p p q Jug Y craris AT

Finalement, +io(\/ﬁ—zx/n+ 1+ n+2) =—1.

n=0

Solution de 15:
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k
1. Justifier I'existence de R, et montrer que R, + R, = E =1 .
L k(k+1)

La série harmonique alternée est convergente d’apres le théoreéme spécial sur des séries
alternée. On sait méme calculer sa somme —In2 soit & I'aide d’une intégrale, soit en utilisant
le développement (classique aussi) de H, =Inn+7y+o0(1). Car la somme partielle

2n (_1)k n 1 n—1 1
=2 :ZZ_j_ZZj+1
j=0

=1 j=1

by

en séparant les termes d’indices pairs et impairs. Puis, comme dans Wallis, la somme des
tfermes d’indices pairs se calcule facilement et la sommme des fermes d’indices impairs s’ ex-
prime a I'aide de |I'autre sommme. En effet,

"1 1
L — 11,
j:12] 2
et . ,
n— n n
1 Zl Zl 1
E = ——>» —=H,,—-H,
]:02]+1 k:lk ]:12
Donc

Son=H,—Hy, =Inn+y—(In(2n)+7)+o0(1)=—In2+0(1)

S (—1)F
=—In2. Calcul & savoir faire.

Revenons & |'exercice. Plutdét que de risquer d’écrire des bétises, on revient & des sommmes
finies.

4 l)k p (_Uk ~ p (_Uk p—1 (_1)j+1
:Z + D k:7+1z kT2 i

k=n+2 k=n+1 j=n+1
p 1
1 1 1)P+
= Z (_l)k(E_kH) : -)l-l
k=n+1 p
D¢ =D
el k k+1) p+1

converge soit par le TSSA soit car elle converge absolument, vu que

p+ n+1
) = w — w1 (télescopique) ou alors que s ~ 7z
+0oo (_1)k
Donc, en faisant p —+0c0, R, +R,1 =
p n n+l Z k(k—i— 1)

2. Donner un équivalent de R, et déterminer la nature de > R,,.

—1 n+l1 3 —1 n+l1 +00 —1 k
), , ONn en déduit que 2R, = e + L.
1 n+l & k(k+1)

Comme R,;1=R,,—

+00 (—].)k 1 )
k:znﬂ k(k+1)| ~ (n+1)(n +2) — donc

+00 (—l)k ~ l
12;1 k(k+1) _O(n)
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—1 n+1 -1 n+1 —1 n+1
donc 2R, ~ U ~ D etenfin R, ~ L
n+1 n 2n

Comme le signe n’est pas constant, il ne faut surtout pas se précipiter pour en déduire la
nature de la série de terme général R,,.

+00 k
L . s -D* 1
Cependant, dans le calcul précédent, on avait plus précisément E S 0 ( — ) donc

k=n+1
. (_1)n+1 1
R,=u,+v, 0l u,= o etv,=0(— | > u, converge par TSSA et > v, converge car elle
n n
converge absolument par comparaison de séries  termes généraux positifs.
Finalement, > R, converge.

Solution de 16 : Transformation d’Abel

1. Soit (u,),=0 Une suite & termes réels ou complexes, (S,) la suite des sommes partielles de la
série > u,. Soit (v,),=0 Une suite & termes réels. Démontrer :

p p—1
Z UplUp = Vpsp +Z( Un = Unt1)Sp
n=0

n=0

La méthode la plus efficace est peut-étre la récurrence. Mais on ne fait qu’une vérification,
on ne voit pas comment la formule « apparait ».

On peut aussi (sans faire de récurrence) partir du memibre de droite pour essayer de parvenir
au membre de gauche, ce qui est raisonnable, car il est plus naturel de partir de |'expression
la plus compliqguée pour la ramener a |I'expression la plus simple. Les calculs sont les suivants et
se résument par : on coupe en deux, on réindexe une des sommes, on les rassemible. Notons
qu’on fait une réindexation sans changer le nom de I'indice, ce quin’est pas particulierement
recommandé (risques d’erreur accrus) sauf dans des cas particulierement simples comme
iCi.

p—1
=UpSo— Upsp—l +Z Un(Sn —Sn-1)

n=1

La troisieme méthode est de partir du membre de gauche, en remarquant que la maniére
naturelle de faire intervenir les S,, est d'écrire u, =S, — S, (quitte & poser S_; =0 pour que ce
soit valable si n =0). On écrit donc
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n=0 n=0
P P
= Z UnSn _Z UnSn—1
n=0 n=0
P P
= Z UnSn _Z UnSpn—1
n=0 n=1
P p—1
= Z UnSp— Un+1Sn
n=0 n=0

p—1
= UpSp +Z( Un = Un+1)Sn
n=0

Ce n’est pas la méthode la plus simple, mais on voit comment on « trouve » la formule.

. On reprend les notations de la question précédente. Démontrer que si I'on suppose la suite
(S,) bornée et la suite (v,,) & termes positifs, décroissante et de limite nulle, alors la série > u, v,
converge.

Soit M tel que, pour tout n, |S,| < M. Alors, pour tout n,

|(Un - Un+1)Sn| < (Un - vn+1)M

Le majorant est le terme général d’une série convergente (série télescopique associée a une
suite convergente). Donc Y (v, —v,41)S, . absolument convergente, converge. De plus, la suite
(v,S,—1) converge (vers 0) comme produit d’une suite bornée par une suite qui converge vers
0.

. Retrouver le théoréme sur les séries alternées en utilisant le résultat précédent.

Prenant u,, =(—1)", les sommes partielles de la série (divergente) > u,, sont bornées. Si on veut
étre plus précis, on a S, =1 si n est pair, S, =0 si n est impair, donc bien évidemment la suite
(S,) est bornée.

. Etudier suivant les valeurs des réels a et 8 la nature de la série

ein@

P

n=1
(on pourra utiliser pour certaines valeurs de 08 et a le résultat de la deuxieéme question).
Sia<0,ily adivergence grossiéere.
Sia>1,ily aconvergence absolue (Riemann).

Les cas ou il n"y a ni convergence absolue ni divergence grossiére sont les cas 0 < a < 1. On
pose alors u, = e'"?; si la suite (S,) est bornée, on pourra conclure & la convergence par le
résultat précédent. Or, si 0 £2n1Z,

n
O
k=0
1— eiln+1)0
T 1—elt

etdoncVneN |S,|< Donc la suite (S,,) est bornée.

1—eif|
Si 0 €2nZ, le terme général de la série est 1/n%, on reftombe sur une série de Riemann diver-
gentedansle cas0<a<1.

Finalement la série converge si et seulement si (¢>1) ou (0<a<1 et § ¢21Z).
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5. On se place de nouveau sous les hypothéses de la deuxieme question. On définit

Rn= Z Up Uy

k=n+1

Si M esttelque YneN |S,| <M, trouver un majorant de |R,| en fonction de M et d’un terme
de la suite v.
Attention & ne pas écrire

+00 +00
Z U Vg = Z (S = Sk—1)ve
k=n+1 k=n+1
+00 +00
= Z Ska_Z Vkt1Sk
k=n+1 k=n

car a la deuxieme ligne du calcul on sépare une somme de série convergente en deux
«sommes » de séries non a priori convergentes, donc en deux termes qui n’existent pas. On
résout cette difficulté en travaillant d’abord sur les sommes partielles avant de prendre les

limites.
De
n+p n+p
Z U Vg = Z (Sk = Sk—1) vk
k=n+1 k=n+1
n+p n+p—1
= Z Sk Uk — Z Vk+15k
k=n+1 k=n
n+p—1
= Sn+p Un+p — Un+1Sn + Z (Uk — Uk41)Sk
k=n+1

on déduit, en prenant la limite quand p — +oo,

+00
Ry =—Vp41Sp + Z (Vg — Vg11)Sk
k=n+1

et donc

+00

IR,| <M(vn+1 + > (- vkﬂ)) =2M Uy
k=n+1

Calcul de sommes

Comparaison avec des intégrales

Soluti%n de 21:
§”ﬁ avec f: x— 4/x continue et croissante.
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Solution de 22 :
nlnn avec f:x— Inx confinue et croissante.
Solution de 23 :

t
Utiliser f: ¢ — —

14+ xt’

Sommation des relations de comparaison

Solution de 25 :

1. On remarque que u, ~ v, et ce sont des termes généraux positifs de séries convergentes.
Par sommmation des équivalents dans le cas de convergence,

+00 1 1

5 (i) e
i k k+1) n+1 n

n+l1

+2’° 1
Rl’l ~ _—
L k(k+1)

en reconnaissant une série télescopique.

1 1 1

2. Oncalcule w,=u,—v,=———~—~——————,
TN p2(n4+1) n3 n(n+1)(n+2)

. . 1 1
3. On a déja, avec la premiére question, R, = — +o(—).
n n

Appliguons de nouveau de le théoréme de sommation des équivalents dans le cas de conver-
gence avec la question précédente. On obtient

wp=R,— — =R,———~ -
Ko S ke +1) n+l & k(k+1)(k+2)

Or, en décomposant en éléments simples et en reconnaissant un télescopage,

+00 1 400 1 2 1 +00 1 1 1 1
W2 k(k+1)(k+2) 4 k k+1 k+3 4 k k+1 k+1 k+3
=n+1 k=n+1 k=n+1

1 L e 1 1
" n+l n42 C(n+1)(n+2) n2

On obtient alors

donc

, 1 2 1
et finalement R,=—+—+ o(—).
n
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Solution de 27 : Développement asymptotique de la série harmonique et de n!
n

1
Pour n € N*, on note H, :Z—.
k=1 k

1. Trés classique, vu en cours. Pour montrer que la suite converge, on montre que la série téles-
copique associée converge. Orsi n €N,

1 1 1 1 1
Hn+1—ln(n+1)—Hn—lnn—m—ln(l—i—;)—[n_l_l _;:|+O(ﬁ)

Donc H,,;—In(n+1)—H,—Inn est la sommme d’un terme général de série t€lescopique conver-
gente et d’un terme général de série absolument convergente donc convergente par com-
paraison & une série de Riemann (positive) convergente, donc est un ferme général de série

convergente, et par suite, la suite (H,, —Inn),cn- CcONverge vers une limite y e R.

Remarqgue : On ne sait que peu de choses sur cette constante. Est-elle rationnelle ? irration-
nelle ? Algébrique ? Transcendante ?

2. La aussi, c’est classique et déja vu. Par comparaison & une intégrale, ¢ — pr étant décrois-

- -1 .
sante sur [2,+oo[ de primitive t — W' on al’'encadrement
p ptl p-1
1 1 1
f _dt<z_<f L
ra na ta
n k=n

puis en faisant p — +oo

(@a—1)na-l B s (a—1)(n—1)*"1

1

d’ou par encadrement R, ~ ——.
(a—1)ne-1

3. On calcule comme dans la premiere question en poussant plus loin le développement

== (15 0[5 )) -Gz o)) =z o)

—ty=—|1——+o|— ||| ——7=+to| =5 ||=—7=+0| =

mH T, n n n 2n2 n2 2n2 n2

donc t,.—t, ~ oz et par comparaison de termes généraux positifs de séries convergentes,
> (t, —t,41) CcONverge et les restes sont équivalents :

+001

+00
kz::n(tk—tkﬂhzm

k=n
soit, avec 1, — 0, et la question précédente pour a =2,

1 1
tVLN = —

2:1-n  2n

1 o 1 1
donc t,~—. Ainsi, Hn=lnn+y+—+o(—).
2n 2n n
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1
4. Puis en posant un:Hn—lnn—y—ﬂ,

[ (R e .
Upy1— Uy =———In — |0 =+—= —In — |+
m T n) 2n+1) 2n 2n+1) n) 2n
1 1 1 1
= ———-—In{1+—|+—
2n 1+ n 2n
1(1 1+1+(1))(1 1+1+(1))+1
=—|(l1—-——+—+0o|—= ||| ——z—=+-——=+o| —= —
2n n n? n2 n 2n?2 3n3 n3 2n
i ol5)
= —_— ol —
6n3 n3
donc u, 1 —u, ~ om? terme général positif de série convergente, donc par sommation dans
n
le cas de convergence, Y (u,4+; —u,) converge et

+00 +00 1
Z(Mkﬂ —Up)~ Z Py
k=n k=n

) 1 . . , 1 ,
ce quidonne —u,, ~ e en utilisant la question 2, soit u,, ~ “Tonz ce quipermet de conclure
Ln n

1 1 1
Hy=Inn+y+————+o| —|.
" T on T 12n2 (nz)

5. Avec le calcul déjd vu en cours,

1 1 1
Upp1— Uy = 1—(n+—)ln(1+—):(‘)(—)
2 n n2

donc »(u,. — u,) converge, donc (u,) converge et les intégrales de Wallis permettent de
trouver que u,, — e¥2*. On pose alors v, = u,, —eY?* et on reprend le calcul

= (g (105 ) =15 ) (3 5+ o) )= o)
Vpi1—U,=1—|(n+=|In —J=1—|n+=|| = ——+—+o0| = ||=— ol —
nHln 2 n 2)\n 2n2 3n3 n3 12n2 n2

donc

1

Uny1— U~

" 12n2
Donc par sommation dans le cas de convergence, les termes étant positifs,
+00 +00 1
Z(Vk—VkH)NZW
k=n k=n
Donc
1
Up~——
" 12n
1 1
etv,=—+o|—|
12n n
, 1 . 1 1 . . .
Puis, avec w, = v,———, on calcule ' w,,; —w, = —— +o| — | d’ou toujours sur le méme
12n 120n4 n4
1 1 1
rincipe, w,,., —w, ~ uis —w, ~———— et u, =eV2 + — — +0(—).
PrNCIOS. Wni1 = Wn ™~ 1053 P " 120-3n3 " 12n  360n3 n3

L n! L_#H)(L) (( 1 1 ) 1 1 1 1 ( 1 ))
AiNsi, —————; =eln =+/2me™" 30 U3 = 21| | — —— |+ = + - ol =< 1]
n 12n  360n3 2144n2 61728n3 \ n3
vn ~
On obtient donc, mieux que ce qui était attendu,

1. En réalité, j’ai utilisé xcas :
series(1 - (n + 1/2) * 1n(1 + 1/n) - 1/(12%(n + 1)) + 1/(12*n), n=+infinity, 3)
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n\n( 1 1 139 1
n!l= 27m(—) —+ — +o0 —))
e 12n  188n2 51840n3 n3
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