MPI — Lycée Leconte de Lisle
DEVOIR LIBRE N° 4

| - Etude de la suite de polynémes (T,) .

1. Oncalcule T,=2XxX—1 donc T,=2X?—1 et ;=2X(2X?—1)—X donc T;=4X3-3X.

2. Montrons par récurrence sur n (double, ou forte) que
T, est de degré n, de coefficient dominant 2! si n #0, 1 sinon, et a la méme parité que n (ce
qui s’ écrit simplement T,(—X)=(—1)"T,).
Initialisations T, =1 est de degré 0, de coefficient dominant 1 et pair comme O; T, = X est de
degré 1, de ccefficient dominant 1 =211 et impair comme 1.

Attention : il est indispensable d’initialiser aux rangs 0 et 1 & cause des deux prede-
cesseurs de I’hypothése de récurrence.

Hérédité Si, pourun n>1, I'hypothése est vraie aux rangs n—1 et n, alors T, ., =2XT,,— T,,_;.

Comme T, est de degré n, 2XT, est de degré n+1 et comme T,,_; est de degré n—1,
alors T, est de degré n+1 et son ccefficient dominant est celui de 2X T,,.

Comme celui de T, est 2"7! par hypothése de récurrence, le coefficient dominant de
T, st 2x 21 =2n =pn+1)-1,

Enfin, par hypothése de récurrence,

Tps1(—=X) =2(=X)T,(—X) — Ty (= X) =—(-1)"2X T, = (=1)" ' T,y = (-1)""'(2X T,, — T,y
= (_1)n+1 Th1
donc T,,; @ méme parité que n+1.
La récurrence est établie.

3. Comme R, [X] est un espace vectoriel de dimension n +1 sur R, qu’il contient la famille
(Ty, T,..., T,,) de n+1 vecteurs qui est libre car les polyndmes sont non nuls et & degrés étagés
1

020 (%)
(le déterminant de la famille dans la base canonique est |0 0 2! =1x20x...x 2771 £0),
0. . 02

Donc (Ty, 1,..., T,) est une base de R, [X].
4, (@) i

(e*+e %) (e’ +eb)+ (e —e ) (el —e?)

4
ea+b + e—a+b + eu—b + e—a—b + ea+b _ e—a+b _ ea—b + e—a—b

4

chachb+shashb=

ea+b + e—a—b
2

donc chachb+shashb=ch(a+ b).
ii. D'aprés la question précédente et par des considérations de parité, on a aussi

1
ch(a—b)=chachb—shashb et donc chachb = E(ch(a + b)+ch(a—b)).

(b) Soit x un réel fixé. Montrons par récurrence sur n (double, & nouveau) que
pour tout ne NN, T,(cost)=cosnt €t T,(cht)=chnt.
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Initialisations Ty(cost)=1=cos(0-t), Ty(cht)=1=ch(0x t)
Ti(cost)=cost =cos(1-t), Ty(cht)=cht=ch(lxt).
Il est & nouveau indispensable d’initialiser aux rangs 0 et 1 & cause des deux préde-
cesseurs de I'hypothése de récurrence.

Hérédité Si, pourun n>1,1'hypothése est vraie auxrangs n—1 et n,alors T,,,, =2XT,,—T,,_; .

Donc T, (cost)=2costT,(cost)— T,_1(cost) =2costcosnt —cos(n—1)t par hypothése
de récurrence. Or 2cos xcosnt =cos(n+1)t +cos(n—1)t, donc T, ,(cost)=cos(n+1)t.

Avec un raisonnement exactement similaire vu la question 4.a (iii), T,1(ch t) =ch(n + 1)t.
La récurrence est établie.

(c) Comme cos(R)=[—1,1], on a, pour |x|<1,un r € R tel que x =cost. Mais alors, d’aprés la
question précédente, T,(x)= T, (cost)=cosnt. Donc si|x|<1,|T,(x) <1.
(d) Comme ch(R)=[1,+o0[, on a, pour x > 1, un t € R tel que x =cht. Mais alors, d’aprés la
question 4.b, T,(x)=T,(cht)=chnt >1. Donc si x>1, T,(x)>1.
(e) On a, d’aprés la question 2, pour tfout x e R, T,(—x)=(—1)"T,(x) et donc |T,,(—x)| = | T,,(x)|.
Donc si x <—1, —x > 1 et d’aprés la question précédente, |T,(x)|=|T,(—x)| = 1.
(f) Encore une récurrence, simple cette fois, a x > 1 fixé.
Initialisation On a Ty(x)=x <2%x!.
Hérédité Soit un n>1 tel que T, (x) <2 1x",
Alors T,,1(x)=2xT,(x)— T, (x) < 2"x"' —T,_,(x)<2"x"! car T,_,(x)=> 1> 0 d’aprés la
question d.
Ce qui établit la récurrence.

Finalement, si x>1et neIN*, T,(x) <2 1x",

. T 2k—1)m
5. (@) SixeR, T,(cosx)=0<=cosnx=0<=3keZ, nx=—5+kn<=>3k€Z, xz%.
. 2k—1 1
Maiso< =T et kans d
2n 2 2
o . 2k—1)r
Ainsi | les solutions de T;,(cos x)=0 dans [0, 7] sont les x; = T pourl<k<n.

(b) Comme T, est de degré n, il a au plus n racines distinctes.

, N . . 2k—1)m )
Or d’aprés la question précédente, les cos% pour 1 < k < n sont racines de T,

Comme cos est injective sur [0, ] (strictement décroissante), elles sont deux a deux dis-
tinctes, et il y en a exactement n.

Finalement, T, a exactement n racines distinctes, réelles, et foutes dans [—1,1].

Remarque : la question 4.e nous disait déja que T, n’a aucune racine hors de [—1,1].
(c) Comme T, est de degré n et possede n racines réelles deux a deux distinctes, il est scindé
sur R. Comme de plus son coefficient dominant est 27-! d’aprés la question 2, on a la

n
décomposition en facteurs irréductibles sur R[X]: T, = znlﬂ(X—cos M)

1 2n
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Il - Etude de M(P)= Ny, 1(IP(x)))

6. Lafonction x — |P(x)| est continue sur le segment [—1, 1] donc y est bornée et atteint ses bornes.
En particulier, M(P) existe bien.

7. Onadéjavudanslapremiére partie quesi|x| < 1,|T,(x)| < 1. Orpour x =1=cos(0), | T,(cos0)| = |cos n0| = 1.
Donc M(T,)=1.

8. Soit n e N*. Comme dans la premiére partie, on résout sur [0, ] I'équation | T,,(cos t)| =|cos(nt)| = 1.

k
lcos(nt)|=1= nt=0[n]e=3keZ, nt=knesikeZ t=7ﬂ.

km
Oros —<n<e<=0<k<n.
n

Par bijectivité (et décroissance) de cos: [0, 1] — [—1,1], les solutions de |T;,(cos t)| = 1 sont exac-

k
tement les a; =cos 777 pour k €0, n].

9. On a, classiquement, Li(a;)=0y,;.

10. 8 possede n+1=dimR,[X] vecteurs de R, [X], reste & montrer qu’ils sont linéairement indé-
pendant,
Orsi yyLo+---+ y,L, =0, alors en évaluant en a; pour k €[0, n], on obtient directement y, =0.

Donc #B=(LyL4,...,L,)est une base de R, [X].

On pourrait aussi se contenter de parler de I'unicité du polyndme interpolateur de Lagrange
de degré au plus n.
Rn[X] —_ Rn+1

P —  (P(ag),...,P(ay,))
nul et méme dimension finie au départ et & l'arrivée), et 8 est I'image de la base canonique
de R par I'isomorphisme u!.

Autre réponse possible : u :‘ est un isomorphisme (car de noyau
11. L& encore, le programme de premiere année nous souffle que
ces coordonnées sont (P(ay), ..., P(a,)).
n
On le retrouve en remargquant que P—Z ay Ly est un polyndme de degré au plus n ayant les
a; comme racines, soit n+1 racines deka(; a deux distinctes, donc est le polynéme nul.

12. D’'apres la question précédente, il suffit de calculer T, (cos ]%r) =cos(km)=(=1)k.
On a bien T, =Z(—l)kLk.
k=0

_a. N .
L oU pour tout i, x—a; =0

n
. X
13. Six>1, T,(x)= Z(—l)kLk(x) avec, pour 0< k < n, Li(x)= ]_[
=0 iz Qi
cara;<l1<xetoUvulordredes a;, ap,—a;>0pourk+1<i<netar—a;<0pouro<i<k-—1
(donc pour k termes).

Ainsi, (—~1)*Li(x)=|Li(x)| et on a bien Tn(x):Z|Lk(x)|.
k=0
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14. Soit x > 1. Vu les questions 1.6 (au début) et 1.4.f (4 la fin),

P(x)| =D Plag)Li(x)| < D IP(@i)l ILi(x)] < M(P)Y | Li(x)] = M(P) T, (x) < 2"~ M(P)x".
k=0 k=0 k=0
Ainsi, 2" 1M (P) > |P)£:)|. Mais P étant unitaire de degré n, |P(x)| e |x"|=x" donc @ —1.

. 1
On a donc bien M(P)> Il

T,
15. U,=—- convient vu la question 2.
2n—1

C’est cette éfude qui permet de vérifier que le choix des racines des polyndmes de Tchebychev
est un meilleur choix dans l'inferpolation de Lagrange pour éviter le phénoméne de Runge.

Il - Etude d’une application linéaire
16. SiPQ eR,[X] et AR, par linéarité de la dérivation,
(P +2Q)=(1—X*)(P"+2AQ")—X(P'+AQ)=(1-X*)P"—XP' + A(1-X*)Q" - XQ")= ¢(P)+ Ap(Q).

Deplus,sin>1,siPeR,[X],P”€R,_,[X]dans(1-X2)P” eR,[X]et P’eR,_[X]dans XP' e R, [X]
et finalement, p(R,[X]) c R,[X].

Sin=1, PeRy[X], P”=0donc p(P)=—XP’' eR4[X] donc p(R;[X]) c Ry[X].

Finalement, ¢ est un endomorphisme de R, [X].

17. On calcule ¢(1)=0, (X)=—X et pour fout k €[2,n],
()O(Xk) =(1_X2)k(k_ I)Xk_z—Xka_l = k(k_ 1)Xk—2_k2Xk.

(On retrouve la stabilité de R, [X] par ¢).

(0 0 2 (0) \
-1 0 6
—4 0 12
D’ol la matrice de ¢ : A 45(p)= e .
(0) —(n2¢ 0. nn-1)
U1 0

18. (Q)
-2 0 2 (0)
-1-2 0 6
M_Aln+l ¢ %$n+l(]R) — (0) h _(n_.z')z_/l 0 n( _1) ¢ (gzn+l(R)
—(n—=12-A 0
—n?—A

< 3Jkefo,n], —k*—A1=0
—3Jkefo,n], r=—k?

car une matrice triangulaire n’est pas inversible si et seulement si un de ses coefficients

n
diagonaux est nul. (On aurait aussi pu calculer det(M — AlL,.,) = ]—[(—/1— k?).)
k=0
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Il existe exactement n+1 nombres réels A tel que M —Al,,, n'est pas inversible.

ce sont les A, =—k? pour k €{0,...,n}.
(o) Soit k €{0,...,n}.

2 o 2 0)
k-1 0 6
— = 2r = g
M -2l =M+ k"I, ©0)  k2—(n—2) 0 n(n—1)
k2~(n—-17% 0
k%2—n?

*
Les colonnes C; pour j # k de la matrice ainsi obtenue sont de la forme k?—j?
0

Lo

— je position,

avec k?—j2#0. Elles forment donc une famille libre (si Z“i C; =0, il suffit de regarder suc-

j#k

cessivement les coordonnées numeéro n pour annuler u,,, puis n—1 pour annuler u,_;,

puis etc jusqu’d 1 pour annuler u;.)

On a donc n colonnes libres dans M — A I,,,.; donc M — A I, est de rang au moins n.

(c) D’aprés la question précédente, dimIm(p—A;id) > n. Mais comme, par définition, des Ay,
¢ —Arid n'est pas inversible, ce rang ne peut étre égal (ni supérieur!) d n+1. C'est donc

que dimIm(p —A;id) = n.
Puis, par théoréeme du rang, dimKer(p —A;id)=dimR,,[X]—dimIm(¢ — A} id).
Donc dimKer(p —Arid)=1.

19. (Q) Si ke{l,...,n} etsi (Wy,...,U_). soient uy,...,ur € R tels que ugUy+---+ u Ui = 0.

En appliquant ¢ & cette identité, par linéarité de celui-ci, ugp(Up) +--- + ur ¢ (Ur) = ¢(0)=0.

Puis, par définition des U,,, pgAgUy + -+ + A Ui =0.
En retranchant cette derniére & A, fois la premiére, on obtient

to(Ag—AK)Up + -+ + ti—1(Ag—1 — Ag)Ug—; =0.

Ensuite, parindépendance linéaire de U, ..., Ui_1, ON A pug(Ag—Ar) =+ = th—1(Ax_1—Ak) =0.
Enfin, comme les 1, sont deux & deux distincts, on en déduit que ug=---= i = 0. Puis
en revenant & la premiére équation qui devient u, U, =0, comme Ui #0, u =0.

On a donc démontré que  |la famille (U, ..., Uy) est libre.

(b) Parrécurrence sur n, I’hérédité est donnée par la question précédente, I'initialisation par

le fait que (Uy) ou U, #0 est une famille libre.

20. (a) On sait d'aprés la partie | que pour tout x € R, T,(cos x) = cosnx. En dérivant ces fonc-
tions dérivables, on obtient que pour fouft x € R, —sinx T;(cos x) = —nsin(nx) et donc

. , .
sinx T, (cos x) = nsin(nx).
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(b) Soit u e[-1,1]. On a x € R tel que cosx = u. Alors, d’aprés les propriétés de T, et vu la
question précédente,

11— uz)Tr;(u)+ nuT,(u)—nT,_;(u)=(1—cos? x)Tr:(cos x)+ncosxT,(cosx)—nT,_(cosx)
= sin? xTr;(cos x)+ncosxcosnx—ncos(n—1)x
=nsinxsin(nx)+ncosxcosnx—ncos(nx—x)
=0

Donc pourtout ue[—1,1], (1— uz)T,;(u)+ nuT,(u)—nT,_y(u)=0.

(c) D’aprés la question précédente, le polyndme (1-X*)T/+nXT,—nT,_;, admet une infinité
de racines, donc (1-X*)T/+nXT,—nT,; =0.
(d) Par récurrence sur n.
« Initialisations : (T)) =0=—02Ty et p(T;)=—X =—12T;.
« Hérédité : Si,pourunn>1, ¢(T,,_,)=—(n—1)T,_, et o(T,) =—n?T,. Alors T,,;, =2X T,,— T,
donc
O(Ti1)=20(XT,) — ¢(T-1)
=21—X*)T,+XT)) —2X(T,+ XT)—(n—1YT,,
=21-X*)2T +XT/)—2XT,—2X*T —(n—1)*T,,
=2X(1-X*)T'—XT)+4(1—X*)T —2X T, —(n—1)*T,,
=2X¢(T,)+4(—=nXT,+nT, 1)—2XT,—(n—1)*T,_; d’aprés la question précédente
=—2n’XT,—(4n+2)XT,+(4n—(n—17)T,_, par hypoth&se de récurrence
=2n’+2n+1)XT,—(n+1°T,_,
=—(n+1PQ2XT,~T,)
=—(n+1) Ty

« Larécurrence est établie.
Ainsi, pour tout n, ¢(T,)+n?T, =0.
(e) D’aprés les questions précédentes, dimKer(p—A,id)=1 et T,, e Ker(p—A id). Donc, comme
T,#0, T, forme une base de la droite ¢ — A, id.
0 (0)

(f) On adirectement, d’aprés le d que 4y, ()=

......

) _n?

IV — Etude d’un produit scalaire sur R[X]
21. On a pourtous P,Q € R[X], (P, Q) €R. De plus,

Symétrie Si PQ e R[X], (P,Q) :J

P(cosx)Q(cosx)dx = J Q(cos x)P(cosx)dx =(Q, P).
0 0
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Bilinéarité Si P, P,,Q eR[X] et A€ R, par linéarité de |"évaluation et de I'intégrale,

(PL+ AP, Q)= f (Pi(cos x)+ APs(cos x))Q(cos x)dx
0

T

:f Pl(cosx)Q(cosx)dx+)Lf Py (cos x)Q(cosx)dx
0

0
= (PI»Q)+A<P2rQ>
ce qui donne la linéarité & gauche, de laquelle découle la linéarité & droite par symétrie.

s
Positivité Si P € R[X], (P, P) :f (P(cos x))*dx > 0 par positivité de I'intégrale (les bornes sont
0

bien ordonnées).

T

Définition Si P e R[X], (P, P) =f (P(cos x))*dx = 0. Alors, comme x — (P(cos x))? est continue et
0
de signe constant sur [0, ], elle est idenfiquement nulle sur [0, r].

Ainsi, comme cos([0, ]) =[—1,1], le polyndme P admet I'infinité de réels de [—1,1] comme
racines, c’est donc le polyndme nul.

Finalement, (.,-) définit un produit scalaire sur R[X].

22. (@) Sip#gq. (Tp,Tq> =f T, (cos x) T (cos x)dx =J cos(px)cos(gx)dx d'aprés la question 1.4.b.

0 0
Mais, en utilisant les formules de trigonométries,

(Tp,Tq>=%f0 (cos((p + q))+cos((p—q)x) dx:%[sin(g?:qq)x)+sin(;P_—qCI)x) 0

e

Donc sip#q.(T,, T,)=0.

v Y

(b) (Ty, Ty) =f cos? (0 x x)dx :J dx donc (Ty, Ty) = .
0 0
Sin#0, on reprend les mémes calculs que ci-dessus avec p=qg=n:

1 i _1 sin((2n)x)
(T"’T”>_§JO (cos((n+n)x)+cos((n—n)x))dx = [—Zn

=
2

0

w
donc <T”’T">:§'

(c) On ad’apres la question 1.3 que (Ty,..., T,,—;) est une base de R,,_,[X] et d"aprés la ques-
tion ll.2.a, T, L T pour tout k €[0,n—1]. Donc T, eR,_[X]*.

(d) Onsaitque (T,,T,) = g d'apréslil.2.betque T,=2"1X"+Q oU QeR,_,[X]d apres |.2, et
donc (T,,,Q) =0 d’aprés la question précédente.
Done % = (T, T,) = (7, 27 X +Q)=(T,, 2" X") 4 (T,,Q) = (7;, 2"~ X")= 27T, X*).

. Vs
Finalement, (T,,X") = o

23. D'aprésla question .3, (T, ..., T,,)) est une base de R, [ X]. D'aprés la question 11l.2.a, cette base
est orthogonale.

2
Enfin, d’aprésla question l11.2.b, (% To, \/ETI\/;TH) est une base orthonormale de R, [X].
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V - Méthode de quadrature de Gauss '-Tchebychev
24. Soit f continue sur [—1,1]. Alors f o cos est continue sur [0, ] et pour tout k €{0,...,p—1},

2k + )

xHJ:—jy——e[kﬁik+UE}
n n n

donc, d’aprés le théoreéme général sur les sommmes de Riemman,

n—1

f(cosxpi1)= EZf(cos xk)—>f f(cosx)dx
nk:1 n—+o0o 0

k=0
Autrement dit, S,,(f)m I(f).

25. On note, pour j€{0,...,n}, ¢; =Zcos(jxk).
k=1

n

(Q) 00221:11 et cn:Zcos(kﬂ:—%):ZO donc ¢, =0.
k=1

k=1 k=1
(o) Soit jefl,...,n—1}.

)3 N (=

k=1 1=
" . ,
s T ~-7fk rc]. eljn s T 1__].] s s T _].]_].
careVn #£1. DoncZ(e‘fﬁ) =el/ln —— =el/n — .(,{) — :elfﬂ(”)—.n.
k=1 1—els el (e7lzn —elizn) 2isin(j %)
n
]C T ].__1]
Donc Z(e‘fn) =ietzn ( 7)1
— 231n(]ﬁ)
(c) Soit je{1 1},
n n n
(k—1)r Ca o kn Ca ok
c;=» cosj————=Rele Vm » eV |=Re|l eV en .

1—(-1)J
Donc, d'apres la question précédente, c; =%Re (1 (( ) )) d'ou c¢;=0.

26. (a) Soit p € {0,...,n—1}. Remarquons que I(T,) = (T,, ) donc I(T,)=0si p#0et I(T)=n
d’aprés la partie .
De plus, S, (T,,) = %cp. Donc d’apres les questions précédentes, S,(Ty)=n et S,(T,,)=0si p #0.

Carl Friedrich Gauss (Brunswick 1777 - Gottingen 1855) est un mathématicien, astronome et
physicien allemand. Surnommé le prince des mathématiciens, il est considéré comme I'un
des plus grands mathématiciens de tous les femps. Gauss était un génie particulierement
précoce : & 7 ans (ou 10 selon les sources), il donne la formule calculant 1+2+---+100. A 19
ans, il fut le premier & démontrer la loi de réciprocité quadratique. Parmi ses autres prouesses,
on peut citer la démonstration du théoreme fondamental de I'algebre, dans sa these en
1799, I'invention de la théorie des congruences, la résolution de problémes de construction
a laregle et au compoas...ll est considéré comme le fondateur de la géométrie différentielle.
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(b) Comme (Ty,..., T,) est une base de R,,_;[X] et comme les fonctions I et S, sont linéaires,
I"égalité vu la question précédente de T et de S, sur la base suffit & conclure que
pour tout P eR,,_;[X], I(P)=S,(P).

27. () Ona T,,Q=P—R donc deg(T,,Q) < max(deg P, degR) < max(2n—1,n—1)=2n—1. Comme, de
plus, deg(T,,Q)=degT,, + degQ =degQ +n, on en déduit degQ <n—1etdonc QeR,_;[X].

(b) Parlinéarité de I, on a I(P)=I1(QT,)+I(R)=(Q, T,) + I(R). Comme T, € R, [X]* d’aprés la
partie Il, et comme Q e R,,_;[x] d'aprés la question précédente, I(P)=1(R).

(c) D’aprés la question précédente et la question 3, pour PeRy,1[X], I(P)=I(R)=S,(R).
Or S, (P) = S,(QT,,) + S,(R) par linéarité et S,(QT,) ZQ(cosxk (cos x;) =0 car les cos xi,

sont justement les racines de T,.
Donc S,(P)=S,(R) et finalement, pour P eR,,_[X], I(P)=S,(P).

28. I(%,)=(L,, T,) =0 d’apres la partie Il car n #0 et

n n

(D)= ZTZn(cosxk Zcos(ank): %Zcos((zk—l)ﬂ)z %Z(—l):—n

k k=1 k=1

Donc I(Tz,)=0#—m=Sy(Tzn)-

La méthode de quadrature est donc exacte sur R,,_1[X] d’aprés la question précédente,
mais ne I'est pas pour L, € R,,[X]. C'est donc une méthode d’ordre 2n —1.
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