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y LycEe LECONTE DE LISLE — LA REUNION

“ ANALYSE : EXERCICES 1 A 58

Exercice 1: Analyse - Normes non équivalentes et parties fermées
On note E I'espace vectoriel des applications continues sur [0, 1] & valeurs dans RR.

1
OnposeVf € E, || fllo = Sup lF@)] et (£l :/0 |f ()] dt.

1. Les normes || - || et || - ||+ sont-elles équivalentes? Justifier.
2. Dans cette question, on munit £ de la norme || - || .

- R
Prouver que u est une application continue sur £.
fo—= f0)
(b) Onpose F = {f € E, f(0) = 0}. Prouver que F est une partie fermée de E pour la norme || - ||--
3. Dans cette question, on munit £ de la norme || - ||1.

[0,1] — R {n:c sio< <

(a) Soit u :

Soit ¢ : On pose Vn € IN*, f,(z) =

T — 1

(a) Soit n € IN*. Calculer || f, — cl|,-

(b) Onpose FF = {f € E, f(0) = 0}. On note F I'adhérence de F.
Prouver que c € F.
F est-elle une partie fermée de E pour la norme || - |1 ?

1
. " 1
1. Soit, pourn € N, f, : & — z". AlOIS || fn]leo = 1 €1 || full = / t"dt = — P 0. On ne peut donc pas
0 n— oo

avoirde a > 0telque || - |loo < af - |1 : ’ les normes ne sont pas équivalentes. ‘

2. (a) Le morphisme d’évaluation u est linéaire sur E.

Deplus,si f € E, [u(f)] =[f(0)] <1 x| f] . donc ’ u est une application continue sur (E, |-/ ). ‘

(o) On remarque que F = u *({0}) avec u continue sur E et {0} fermé de R, donc
‘F est fermée pour || - || oo- ‘

On peut aussi prendre (f.)» € F™ une suite de fonctions nulles en 0 convergeant uniformément vers

une fonction f € E. Comme la convergence uniforme entraine la convergence simple, on a alors

fn(0) =0 . f(0) donc f(0) = 0 ce qui indique que f € F. Par caractérisation séguentielle,
n——+oo

‘ F estun fermé de (B, ||-]..)- ‘

3. (a) Soitn € IN*,

1/n

1/n 1 1/n _ 2
IIfn—cle/ Int — 1 dt+/ I1—1] dt:/ (1—nt)dt = [w}
0 1/n 0 —2n .

1
donc | |lfn = ell, = 5

(b) D'apres la question précédente, || f, — c|l1 — 0 donc c est limite de la suite (f.)., € FN pour la norme

Il - l.. Par caractérisation séquentielle de I'adhérence,
Mais ¢(0) # 0 donc ¢ ¢ F et ' C F donc ‘ F n’est pas fermée pour || - ||1. ‘
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J. Larochette VERSION DU 11 SEPTEMBRE 2026 | Analyse : exercices 1 & 58

Exercice 2: Analyse — DES, DSE et DL d’'une fonction rationnelle
3x+ 17

(z+1)2

1. Décomposer f(x) en éléments simples.

On pose f(z) =

2. En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type |—r, r[ (ou r > 0).

Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce
développement en série entiére.

3. (a) Soit 3" a,2" une série entiére de rayon R > 0.
On pose, pour tout = € |-R, R|, g(z) = » _ ana”

Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, o, en fonction de ¢»(0).
(b) En déduire le développement limité de f & I'ordre 3 au voisinage de 0.

1. En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on frouve

1 1 . . s NV
2. D'apresle cours,  —r —— T et x — W sont développables en série entiere & I'origine.

+oo
De plus, on a vz € |-1,1[, :—— = Z 1_: e > (=1)"*'na""" (obtenu par dérivation du
n=0 n=1

développement preceden’r). On en déduit que f est développable en série entiere en tant que somme de
deux fonctions développables en série entiére. Et

Vxe]—l,l[,f(m):?)z:— +4Z "(n+ 1)z
n=0
“+oo
C'est-a-dire |V €]-1,1[, f(z) = > _(-1)"(4n+ 7)2"
n=0

Notons D le domaine de validité du développement en série entiere de f. D’apres ce qui précede,
]-1,1[{ c D.

Notons R le rayon de convergence de la série entiere Z(—l)"(4n + 7)z". D'aprés ce quiprécéde R > 1

Posons, pour tout entier naturel n, a, = (—1)"(4n + 7).

Pourz =1 etz = —1, |anz"| ——— +oc donc > (=1)"(4n + 7)z" diverge grossierement et ainsi R < 1,1 ¢ D
n— oo

et—-1¢D.

On en déduit que m

3. (a) Soit Z anx™ Une série entiére de rayon R > 0. On pose, pour tout z € |—R, R, g(x Z An

D’aprés le cours, g est de classe C* sur |—R, R[, et

+oo
VpeN,Vzel]-R R[, ¢?(z) = Zn(n —1)c.(ln—p+ Dayz"".
n=p
Ainsi, pour fout p € IN, g<”)(0) = pla, (fous les termes pour n > p sont nuls). C’est-a-dire, pour fout p € IN,
g(p) (0)
pl
(b) f estde classe C? sur]—1,1[. Donc d’aprés la formule de Taylor-Young, au voisinage de 0,

3. f@)
f@) =3 e 4o @)

p =

(p)
Or, d’apres les questions précédentes, pour tout entier p, fil(o) =(-1)?p+7).
p:

3
Ainsi, au voisinage de 0, => (-1’(4p+ 7)a? + o (z°) = f(z) =7 — 11z + 152 — 192° + o (z*).

p=0
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Exercice 3 : Analyse - Formule de Leibniz

1.

On pose g(z) = e** et h(z) = H% Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre % des fonctions g et

h sur leurs ensembles de définition respectifs.
2x

On pose f(z) = € - En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée »° d’un produit de fonctions,

déterminer, pour tout entier naturel » et pour tout z ¢ R\ {—1}, la valeur de /™) (z).
Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

. g est de classe C* sur R et h est de classe C* sur R\ {—1}. On prouve, par récurrence, que

(8) () = k2 *) (DR
VzelR, g (x) = 2% et VzeR\{-1}, h () S5
. g et hsont de classe C* sur R\ {—1} donc, d’aprés la formule de Leibniz, f est de classe C*° sur R\ {—1} et
Vo e R\ {-1},
Z P @h® @) = 3 (M) arrere SR | e ss DR
k=0 k A +az)k+t | k=0 (n—k)I(1 + z)r+t

Notons P(n) la propriété «Si f : I — R et g : I — R sont n fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur
Iet

vael, (f9) @) = (Z)ﬂ“)(x)g“)(x). »

k=0

Prouvons que P(n) est vraie par récurrence sur n € IN.

m  P(0) et P(1) sont vraies (dérivée d'un produit).
m  Soitn > 0tel que P(n) est vraie. Soit f : I — R et g : I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur 1.
Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypotheése de récurrence la

fonction fg 'est aussiavec Va € I, (fg)!" () = | (Z) F R (1) g™ (2).

k=0
Pour tout &k € [0, n]. les fonctions F=k) et (k) sont dérivables sur I donc par opérations sur les fonctions
dérivables, la fonction (fg)™ est encore dérivable sur I. Ainsi la fonction fg est (n + 1) fois dérivable et

voel, (f9) " @) =Y (’;) (£ @) P @) + 1P @) D (@)

k=0

En décomposant la somme en deux et en procédant & un décalage d’indice sur la deuxiéme somme,
on obtient

n n+1
Voe 17 (fg)(n+1)(x) _ Z <k> f(n+1 k) (k) + Z < >f(n+1k)(l,)g(k>(x)

k=0

n+1
Cest-a-dire (fg) "+ (z) = Y <(Z> + (k " 1)) Fr(@)g™ (z) avec (_"1> = <ni 1) 0.
k=0

Or, en utilisant la formule de Pascal, on a (Z) I (k " 1) _ <n: 1)‘

n+1
On en déduit que (f¢) "+ (z) = 3 (” N 1) FOR (@)™ (2).

k
k=0
Donc P(n + 1) est vraie, ce qui établit la récurrence.
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Exercice 4 : Analyse - Théoréme de la limite de la dérivée
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f : [a,b] — R et soit 2y € ]a, b].
On suppose que f est continue sur [a, b] et que f est dérivable sur |a, zo[ et sur |z, b[.
Démontrer que, si /' admet une limite finie en z, alors f est dérivable en z, et f'(zo) = lim f'(x).
T—xTQ
3. Prouver que I'implication : (f est dérivable en z,) = (f' admet une limite finie en z,) est fausse.

Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(z) = 22 sin % siz #£0etg(0) =0.

Soit f : [a,b] — R. On suppose que
H1 f est continue sur [a, b]
H2 f est dérivable sur]a, b].
Alors 3¢ € ]a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

2. On suppose que f'(x) — /.
T—xT(

Soit h # 0 fel que zo + h € [a, b].
En appliquant le théoreéme des accroissements finis, d la fonction f, entre zy et zo + h, les hypothéses étant
bien vérifiées, on peut affrmer qu’il existe ¢, strictement compris entre z et 2o + h tel que

f(zo+h) — f(=o)

5 = f'(cn).

Quand h — 0 (avec h # 0), on a, par encadrement, ¢, — zo. Donc

Tleot M=) _ prten) —e.

On en déduit que | f est dérivable en zq et f/(zo) = . ‘

3. La fonction g proposée dans I'indication est dérivable sur |—oo, 0[ et ]0, +oo[ par opérations.
g est également dérivable en 0 car si z # 0, g(z) = x x zsin (1> = o(x) est un DL,(0) de g donc
x
N—_——
0

x—0

g est dérivable en 0 ‘ et ¢'(0) = 0.

Autre argument possible : M = hsin (%) P 0 car le sinus est borné.

Cependant,
Vz e R\{0}, ¢'(x) = 2zsin (%) — cos (%) .

. 1 ) . . 1 , .
avec 2z sin (—) - 0 car le sinus est borné, mais © —— cos (—) n‘admet pas de limite en 0 car
x T— x

Donc

¢’ n'a pas de limite en 0.

Banque CCINP — MP - MPI — 2027 - page 5 sur 117 RETOURNER EN PAGE |



y LycEe LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Exercice 5: Analyse - Séries de Bertrand

e 2 2 1 5
1. On consideére la série de terme général u,, = Y oun>2etacR.
n(inn

(a) Cas a < 0: en utilisant une minoration trés simple de w,,, démontrer que la série diverge.
(b) Cas o > 0 : étudier la nature de la série.

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(x) = 1

x(lnz)e’
(- (43) )<t
2. Déterminer la nature de la série Z - 2
= (In (n? +n))
1. (@) Supposons a < 0. Pourn >3 > e,
w — 1 :(lnnf 2120
n(Inn)® n n

ou - est un terme général positif de série divergente.

Par comparaison de séries & fermes généraux positifs, Z uy,, diverge.

(b) Supposons a > 0 et posons f : x +— continue et décroissante sur [2, +o0].

S
z(Inz)e

Par comparaison série-intégrale, on a, pour n > 3,

n+1 n
/ f(t)dtgf(n)g/ilf(t)dt

N+1 N
[ ey sw<se+ [ roa

Comme les termes sont positifs, on peut écrire, dans [0, +o0],

+oo 1 TED q|
“(Int)"“dt < n < “(Int)”"*dt
/2 (In Z“ 1n2 +/2 )

1—aqtoo

— ! (o) Sla#1
~(Int)"*dt = 2(In2)> 2

2t 1

2(In2)«

[ln\lntq sia=1
2

+oo 1
donc / ;(lnt)*a dt < +o0 si et seulement si a > 1.

2

donc, pour N > 2,

avec

On en déduit que Z u, converge si et seulement si o > 1.

2. Ona

¢}
|
/N
—
+
| —
~~
3

Il

o

o

3
FEN

[

+
—

|

¢}
YN
o

3
FEN

—

+
—

|

—_
~—

_ 1)-1
- =
1 1 1 1 1 1 1 1 )
avecnln(l1+~-|—-1=n|—-—=— +o| — —1l=——+4+of(—)doncnln(1+~) -1~ —— — 0puis
n n  2n? n? 2n n n 2n
l) N—e<nln(l+l>—1)~i.
n n 2n
On a aussi e — 1 et In(n”+n) = In(n?) +In (1+1) = 2lnn + o(Ilnn) carlnn — +oo, donc ew ~ 1,
n
1 n
(e_(l—‘ri) >e% 5
n X1 e

(In(n? + n))? (2Inn)?  8n(lnn)?
Par le cas o = 2 dans la question précédente, et par comparaison de séries a termes positifs (au moins &

In (n2 +n) ~ 2Inn et

3=

partir d’un certain rang), E (n( 2: ) converge.
n(n n

Banque CCINP — MP - MPI — 2027 - page 6 sur 117 RETOURNER EN PAGE |


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 11 SEPTEMBRE 2026 | Analyse : exercices 1 & 58

Exercice 6 : Analyse - Critére de d’Alembert
Soit (un), . Une suite de réels strictement positifs et ¢ un réel positif strictement inférieur & 1.

Py . U 2 n
1. Démontrer que si — — ¢, alors la série > " u. converge.
Un n—-+oo
g g Py g q = 2ra-an u g g
Indication : écrire, judicieusement, la définition de Sl o ¢, puis majorer, pour n. assez grand, u., par

Un n—-+oo

le terme général d’une suite géométrique.

P n!
2. Quelle est la nature de la série Z —?
n=1

1. Comme /< 1,onpeutprendregec Rtelque 0 </ < g< 1.
Comme Y1,y < ¢, ilexiste unrang N € N & partir duquel % < ¢ (ce qui se retrouve en prenant

Un n—-+oo n

e = q— £ > 0 dans la définition de la limite).
Alors, sin > N, en reconnaissant un produit télescopique,

n—1 n—1
Un Uk+1 n—N
=1l = <1la=a
N =N 'k k=N

donc v
N

V>N, 0<un < — -q"
q

Comme ¢ €]0, 1], la série géométrique Z (u% ~q”) converge, donc, par comparaison de séries & termes
q

généraux positifs, Z u, converge.

|
2. Lasuite u = (%) est a termes réels strictement positifs tels que
n=1

Unp1 _ (n+D-n™ (n+D)n™ "
un,  nl-(m+ 1Dt T (4Dt (n 4 1)n
= 1 einln(lJF%)

(="~

—n L4o(L _140 -~
—e (n+ (n)):e 140(1) e 16[0,1[

n——+oo

donc, d’aprés la question précédente, | la série E —- converge.
n
n>1
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Exercice 7 : Analyse - Nature de séries & termes généraux équivalents
1. Soit (un), .y €t (vn), o deux suites réelles telles que (v,.),,., est non nulle & partir d’un certain rang.

(a) Prouver que si u,, ol alors u,, et v, sont de méme signe a partir d’'un certain rang.
oo

(b) Dans cette question, on suppose que (v,,) est positive. Prouver que

Un o Un = Zun et Z”" sont de méme nature.

((=1)™ +1) sin (l) Inn
2. Etudier la convergence de la série » n )
ns2 vn+3-—1

Remarque : i désigne le nombre complexe de carré égal & —1.

1. (a) Supposons u, 2 e

Alors ¥ — 1> 0doncd partir d’un certain rang Un - 0 et alors

VUp mn—+oo Un

’ un, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang. ‘

(b) Supposons u, fodit Comme (v,,) est positive, c’est aussi le cas de u,, & partir d’un certain rang Ny
d’apres la question précédente.

(%
Alors — —— 1 €
Un n—-+4oo

1 ) ) N ) @ 1 , o
5,2] donc il existe un rang N» & partir duquel Un ¢ [5,2} c’est-a-dire

Un

? < vp < 2Up.

On a donc, pourn > N = max(Ni, N2),

i
" < vp < 2Un.

< —
0\2\

En sommant dans [0, +oo] sans se soucier de convergence car les termes sont positifs, on en déduit

1 “+ oo +oo “+oo
TS
n=N n=N n=N
+ o0 + o0
On a alors Z Un = f00 > Z vn = 400, donc Zun et Zvn sont de méme nature.
n=0 n=0

2. On étudie la convergence absolue.

((=1)" 4+ 1) sin (%) Inn ) V2 sin (%) Inn

vn+3—-1 vn+3—-1

1 1 1 n
Orﬁ—>0don0sinﬁ~g,e‘rn+3~ndonc\/n+3~\/ﬁpws

Vn+3—-1=+vn+o(vn)+o(Vn) ~vn.

Finalement,
((=1)™ +1) sin 1 Inn
0< n V2Inn
h vn+3-1 n3/2 "
) . V2Inn 1 , s -,
Or, par croissances comparées, g =\ ) donc par comparaison de séries a termes positifs et

V2Ilnn

n3/2

- . 5 . . .
par nature de série de Riemann avec 1 > 1, Z converge, donc, avec la question précédente,

(=1)" +i)sin (£ ) 1nn
2 (el

dimension finie).

converge absolument, donc elle converge | (car C est un espace vectoriel de
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Exercice 8: Analyse - Convergence de séries alternées

1. Soit (u,) une suite décroissante positive de limite nulle.

nelN

(a) Démontrer que la série >~ (—1)* u, est convergente.

Indication : on pourra considérer (Sz,),, . €t (Sani1),cx AvEC Sy =Y (—1)* uy.

k=0
(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (—1)F ug.
2. OnposeVn e N*,Vz € R, fu(z) = ED"e™
n

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z fr-
n>=1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +-oc[ de la série de fonctions Z fr-
n>1

1. (@) Onmontre que (S2n),cy ©f (S2n+1),cn SONt Adjacentes.
m Pourtoutn € N, Sopy1 — Son = (—1)2n+1u2n+1 = —uan+1 — 0.
m Pourtoutn e NN,

2n+42 2n-+3

So(nt1)+1 — S2nt1 = Sontz — Sang1 = (—1) Uznt2 + (—1) U2n+3 = U2nt2 — U2nt3 = 0

par décroissance de (u,,) croit.

m Pourtoutn e N,

donc (S2n+1)

nelN’ nelN

2n+2 2n+1
So(n+1) — S2n = Sont2 — Son = (1) " nte + (-1) "ol = Uzntz — Uznt1 <O

par décroissance de (ux),, . dONC (S2n) décroift.

Les suites (S2n),,cn €t (S2n+1),,cy SONT donc adjacentes, elles convergent vers une méme limite.

Un théoréme du cours nous permet alors de conclure que (S,,) converge (vers cette limite com-
mune).

nelN

nelN

Ainsi,| > (~1)"u, converge.

(b) Le théoreme spécial sur des séries alfernées nous dit qu’en outre,

400

> (=DFux

k=n+1

pourfoutn € N, |R,|= < (=) ung1| = unga.

n(—z)

(&)

2. (@) mSiz <0, dlors|fn(z) =
diverge (grossierement).

——— +oo par croissances comparées, donc f,(x) /4 0 an(x)

n n——+oo

—nx

m Siz >0, alors (un(x))nen = (e ) = (e*”” X %) est décroissante en tant que produit de
nelN nelN

suites décroissantes positives, et tend vers 0.
Le théoreme spécial s’applique et donne la convergence de Z fn().

Donc | Y~ f. converge simplement sur R

(b) En utilisant la majoration du reste, on obtient, pour tout = € [0, +o0],

e—(n+1)x 1

R, < Un =—F < ——
Ra(@) < wnra(e) = 0 <

! 7 indépendant de z et ! 7 0.

n + n
Ainsi, (R,) converge uniformément vers la fonction nulle sur R*, donc

avec

la série de fonctions Z fn converge uniformément sur R,
nz1
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Exercice 9 : Analyse - Convergence uniforme de séries de fonctions

1. Soit X un ensemble, (g.,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.

Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonction g.
Z I fe_’”ﬂ cos (y/nz).
(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f.,).
(b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +oco[?
(c) Soit a > 0. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a, +o00[?
(d) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur ]0, +oco[?

2. On pose f,(z) =

1. Premiére définition (g,,) converge uniformément vers g sur X si et seulement si

‘V5>0, INeN, Vn> N, Va € X, \gn(x)—g(az)|<a.‘

Deuxiéme définition (g,,) converge uniformément vers g sur X si et seulement si, & partir d’un certain rang
gn — g €st bornée sur X et

‘ Noo,x(gn —9) = sup lga () — 9(a)] —— = 0 ‘

n——+oo

L +? — 1, (cos (y/nx)),, est bornée et e~"** 5 0, donc fn(z) —— 0.

n + n—+o0o

1.

2. (a) Soit z € R*. Alors

n+ 2

0 siz#0

Finalement, | (f.) converge simplement sur R vers f : x + dz,0 = {1 si 0
I =

(b) Comme toutesles f,, sont contfinues en 0 mais pas f,‘ la convergence ne saurait étre uniforme sur [0, +oo] ‘
par confraposée du théoréme de confinuité des limites de suites de fonctions.
(c) Soita > 0. Pour tout z € [a,4+o0[ ,

|fn(z) — f(z)| = nt2 —na? cos (vnz) <

n+2 77“12
= e e
n+1

n+1

qui ne dépend pas de z, donc f, — f est bornée sur [a, +oo[ et

n+ 2e—na2
n+1 n—+o0

NOO,[a,+00[ (fn - f) <

Donc‘ (fn) converge uniformément sur [a, +o0]. ‘

(d) On montre que‘ (f») ne converge pas uniformément sur ]0, +oo. ‘

Pour cela, on exhibe une suite (z,).en= QU voisinage de 0 pour laquelle f,(z,) — f(zn) /4 0.

2
POsSONS 2, = ~ > 0. Alors

N

n+2 —4n?
e

] cos2m — e 4™ #0

fn(mn) - f(xn) = fn(x”) =

ce qui permet de conclure.
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Exercice 10 : Analyse - Limite d’intégrale sur un segment par convergence uniforme
T +$€7I
On pose f, (z) = (2% +1) 2= T2
pose fu (z) = (a* +1) — ——

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].
ne® +xe””

1
2. Calculer la limite lorsque n — +o0o de / (z® +1) fdx.
0 n+x

| Analyse : exercices 1 & 58

1. Pour z € [0,1], fu(z) — (2 +1)e” : la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers f : x +— (2 + 1)e®

n——+oo

sur [0,1]. On @

Vo € [0,1], |fa(z) — f(z)| =

donc Ne (fn — f) < %e — 0 puis N (fn — f) — 0 et donc

2
< —equi ne dépend pas de z.
n

‘ la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1]. ‘

2. H1 Toutes les f,, sont continues sur [0,1];
H2 (f,) converge uniformément sur le segment [0, 1].
On peut intervertir limite et intégrale :

1 T —x 1
2 ne® + we 2 @
+1 d + 1)e” dx.
/0 (z ) - T — /0 (z )e” dx

1
En effectuant deux intégrations par parties, on trouve / (2> +1)e" dz = 2e — 3.
0
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Exercice 11 : Analyse - Preuve de non convergence uniforme
1. Soit X une partie de IR, (f,.) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction

1.

On suppose qu’il existe une suite (z,,), . d’éléments de X telle que la suite (f,.(z.) — f (z4)), o N tende
pas vers 0. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur X.
sin (nx)
2. Pourtout z € R, on pose f,(z) = Thnat

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,.).
(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,.) sur [a, +oco[ (avec a > 0), puis sur |0, +ool.

1. Par contraposée, si la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur X et si (z,,),, . € X, alors &
partir d’un certain rang N € N, f,, — f est bornée et

Vn 2N, |fu(@n) — f(#n)] < Noox(fn — f) —— 0

n——+oo

donc fn(zn) — f(xn) — 0.

n—-+oo

AInsi, | fn(zn) — f(zn) A 0= (f») Ne converge pas uniformément vers f sur X. ‘
sin (nz)
2. Pour fout z € R, on pose f,(z) = T na?"

—— 0donc fr(z) —— 0.

n—-+oo 7123,’2 n——+oo n—-+oo

(@) ONa fu(0) =0 — s O etsiz € R*, (sin (nz)), bomée et %

Finolemen’r,‘ (fn) converge simplement vers f la fonction nulle sur R.

(b) Soit a > 0. Pour tout z € [a, +oo[, pour fout n € IN,

_ [sin(nz)|
T 14 n222 T 1+ n2a?

|fn(z) — f(2)]

qui ne dépend pas de =
donc f, — f est bornée sur [a, +oo] ef

1
NOO,[a,+00[(fn _f) < 0.

T 14 n2a2 notoo

Ainsi,‘ (fn) converge uniformément sur [a, +-o00]. ‘

Par contre, ‘ iln"y a pas convergence uniforme sur |0, +ool. ‘ Utilisons la question 1 pour le justifier, en ex-
hibant une suite (z,), au voisinage de 0 telle que fn(xn) — f(xn) = fn(zn) 4 0.

il suffit de poser, pour n € N*, z,, = % On a bien, dans ce cas, fn(zn) — f(xn) = 1 1,r2 #0

4
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Exercice 12: Analyse - Transfert de continuité par convergence uniforme

1. Soit (f,.) une suite de fonctions de [a, b] dans RR.

On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f, et que, pour
tout n € IN, f,, est continue en z,, avec z, € [a, b].

Démontrer que f est continue en z,.
2. OnposeVneIN*,Vz € [0,1], gn(z) = z".
La suite de fonctions (g,.).cn+ converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

1. Pas de miracle, ici, il faut sortir les €. Soit e > 0, donc.
Comme (f,.) converge uniformément sur [a,b] vers la fonction f, il existe un rang N € IN & partir duquel
Vo€ fabl, |fale) - f@) <3
Soit = € [a, b]. Alors, par inégalité triangulaire,

= (@) + (@) = (@) + fv(wo) = f(wo)|
~ @)+ 1w () = f(@o)| + |fn (@o) = f(zo)
<Ifn(@) ~ fuleo) +25

Or fn est continue en zo, donc fn () —— fn (o).

T—TQ

Onadoncy > 0telque Yz € [a,b], |z —zo| < n=>|fn(z) — fn(z0)| < %
On a finalement
Ve>0, 3n>0, Vz € [a,b], |z —zo] <n=|f(z) — f(zo)| <€

soit f(x) —— f(=xo). C’est-O-dire ’ f continue en . ‘
T—xTQ

2. Onagn(0)=0 ot 0,gn(1) =1 P letsiz€[0,1], gn(z) =e"™* —— 0.
n——+oo n—+oo

n—-+oo
La suite (g»)» de fonctions continues sur [0, 1] converge donc simplement vers la fonction g :  +— .1 discon-
finue en 1.

Vu la question précédenTe,‘ la convergence ne saurait étre uniforme. ‘
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Exercice 13 : Analyse - Compacité

1.

Rappeler, oralement, la définition, par les suites de vecteurs, d’'une partie compacte d’un espace vectoriel
normé.

. Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie fermée de cet espace.
. Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie bornée de cet espace.

Indication : On pourra raisonner par I'absurde.

. On se place sur E = R[X] muni de la norme || - ||, définie pour tout polynéme P = ap + a1 X + .... + a, X" de

Epar: Pl ="l

1=0
(a) Justifier que S(0,1) = {P € R[X], ||P|| = 1} est une partie fermée et bornée de E.
(b) Calculer | X™ — X™||, pour m et n entiers naturels distincts.
S5(0,1) est-elle une partie compacte de E ? Justifier.

e

. Une partie K de E est compacte si toute suite d’éléments de K a au moins une valeur d’adhérence dans

K.

. Soit K compacte et (z,).en € K une suite convergente vers = € E. Par compacité, (z,,), posséde au moins

une valeur d’adhérence dans K. Or, par extraction, cette valeur d’adhérence vaut nécessairement z, qui
est donc dans K.

Par caractérisation séquentielle, | K est fermée.

. Supposons que K ne soit pas bornée.

Alors, pour tout n € IN, on peut frouver z,, € K tel que ||z,|| = n (car K ¢ B(0g,n)).

La suite (z,)nen € K™ telle que ||z || — +oo a une valeur d’adhérence dans K alors que (||zx ) Ne peut en
avoir : ¢’'est contradictoire.

Cest donc que
(@) ‘ 5(0, 1) est une partie fermeée ‘en tant qu’image réciprogue du fermé {1} parI’application continue |-||,
(elle est 1-lipschitzienne par inégalité friangulaire) et car par définition, pour fout P € 5(0,1),

1P, =1.

(m\an¢m,xn—xﬂh:z\
Supposons que la suite (X™), . € S(0, )™ ait une valeur d’adhérence : on d ¢ : IN — IN strictement
croissante telle que (X*’“”)n converge pour ||-||,. Mais alors X #(™) — x#(n+1) :l—“j;ﬁ Op.

Or p(n) < p(n+ 1) donc HX“’(") — X+l

=2 4 0, ce qui est contradictoire.
1

Ainsi,‘ S(0,1) n"est pas une partie compacte de E. ‘
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Exercice 14 : Analyse - Intégration terme & terme sur un segment par convergence uniforme

Soit et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

1. On suppose que la suite (f,) converge uniformément sur [a, b] vers f.
b
Prouver que la suite ( / fn (2) dm)

2. Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur [a, b].

b [too too b
Prouver, en utilisant 1., que / (Z fn (m)) dx = Z / fn(z) da.
@ n=0 n=0"%

1 “+o0 +oo
P 2 1
3. Démontrer que " dae = .
q /0 ( _Om ) T E —om

b
converge vers / f(z) dz.
nelN a

n= n=1
+o0
En déduire la valeur de Z

n=1

1
n2n’

1. f. — f est bornée & partir d’un certain rang, et a partir de ce rang, on peut écrire

[ moa- [ f(t)dt‘é/ [Fut) = £(8)] dt < (b— a)Noo (fo — f) —— 0,

n——+oo

donc /bfn () dt —— /bf(a:) dz.

n—-+oo

2. I suffit d’appliquer le théoreme redémontré dans la premiere question & la suite des sommes partielles

(S) = (Z fk> :

k=0

Hl1 VnelN, S, = Z fr est continue sur [a, b] car les f; le sont.

k=0
“+oo
H2 (S,) converge uniformément sur [a, b] vers Z f- par définition de la convergence uniforme de Z fn
n=0
On en déduit que
n b b b +oo
Z/ fk(ac)dx:/ Sp(z)de —— an(x)dac
k=0"% @ notee Ja n=0
b [Foo too b
soit / (Z fn(x)) dz = Z/ fn(z) dz.
@ n=0 n=0"a

3. En utilisant le théoreme remontré dans la question précédente :
. 1
H1 Vn e N, f, est continue sur {0, 5].
A . . 1
H2 Lasérie Z z" converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 5} car,avec fp 1z — x",

Noo (fn) = on qui est un terme général de série géométrique convergente.

On en déduit alors que

1 “+oo +oo 1 “+oo +oo
2 2 1 1 1
" | dz|= / z"dr = — = —
/O <n0 > nz:;) 0 712:;) n+ 1 2n+1 n=1 n2n
Or . .
1 “+oo P 1
/2 Zx" dx:/2 dz :[—ln|1—m|]2:1n2
o \’Z 0o l1l—= 0
+oo 1
donc —— =1In2.
22
n=1
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Exercice 15 : Analyse - Convergences uniforme et normale d’une série de fonctions
Soit X une partie de Rou C.

1.

Soit Z f» une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C.

Rappeler la définition de la convergence normale de Z fn sur X, puis celle de la convergence uniforme de

> fasurX.

2. Démontrer que toute série de fonctions, & valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est unifor-
mément convergente sur X.
2
P . n . Py . Py
3. La série de fonctions Z —'z” est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
n.
ReRL?

1. On dit que la série an converge normalement sur X lorsque les f, sont toutes bornées au moins & partir
d’un certain rang et la série numérique Z N (fn) converge.

On dit que lasérie » _ f, converge uniformément sur X lorsque la suite des sommes partielles (S (Z fk>

converge uniformément, ce qui équivaut & la convergence uniforme de suite ( < Z fk> vers la
k=n+1

fonction nulle.

2. ()] < Neo (fn)
donc convergence absolue de Z fn ) et donc convergence simple de Z fn Sur X. On peut donc bien
parler de reste.

Puis, par inégalité triangulaire, pour fout z € X,
+oo
Ra@l=| Y J@|< X @< Y Na (o)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

le dernier terme ne dépendant pas de z et tendant vers 0 comme reste de série convergente, donc (Rn)»
converge uniformément vers 0 et donc Z fn converge uniformément sur X.

n? z"

3. Onad‘aprésle cours R (2 —'z") =R (Z —) = +o00 en reconnaissant la série exponentielle.
n:

n!
Cette série entieére converge donc normalement sur tout disque fermé de C. En particulier, d’apres 2.,

cette série entiere converge uniformément sur tout disque de centre 0 et de rayon R.
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Exercice 16: Analyse - Equivalent de H,, et classe C' d’une série de fonctions
On considére la série de fonctions de terme général f,, définie par :

VneN*, Yz €[0,1], fn(z)= (1+ ) %

On pose, lorsque la série converge,

1. Démontrer que S est définie sur [0, 1].
2. On définit une suite (u,),>1 PAr u, = In(n + 1) Z -

En utilisant S(1) montrer que la suite (u,,),>1 est convergente.

En déduire un équivalent simple de % lorsque n — +oo.
k=1

3. Démontrer que S est de classe C' sur [0, 1] et calculer S’(1).

2
1. On a, pour tout = €]0,1], — fn(z) ~ ;— tferme général positif de série convergente, donc, par comparaison,

Z fn(x) converge. C’est aussi le cas pour z = 0 car f,(0) = 0. Donc ‘ S est bien définie sur [0, 1]. ‘

2. Comme

1n<1+l)—l:ln(n+1)—lnn—l,
n n

n

u, est la somme partielle d’ordre n de la série précédente pour x = 1, donc | u,, — S(1).

n

~ Inn.

=

AlnSIZ n(n+1) —u, =Inn+In (1+ %) —u, =Inn+o(lnn) et donc

3. On utilise le théoréme de classe C' des séries de fonctions :
H1 Vn € IN*, £, est de classe C* sur [0, 1]
H2 D’apres la question 1, Z f» converge simplement sur [0, 1].
1 1

H3 Va e (0.1 fila) = —— = n(;fn). DoncVn e N*,Vz € [0,1],

/ 1
[fn(@)] < —-

On en déduit que N (f,) < % qui est un ferme général positif de série convergente.

Donc »  f,, converge normalement, donc uniformément sur [0, 1].
n>1

On peut alors affirmer que la fonction ‘ S est de classe C* sur [0, 1] ‘e’r onaVvze [0;1], S'( Z iz
+oo
0 1 1y _ . 7 —
En vertu de ce qui précéde, S'( Z fo(1) = ; (n e E) = —1 par télescopage. Donc m
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Exercice 17 : Analyse - Convergence uniforme de série de fonctions
Soit A C C et (f,) une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer I'implication

la série de fonctions Z fn converge uniformément sur A

I

la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers 0 sur A

2. OnposeVn €N, Vx € [0;+c0f, fn(x) = nzle—TVT.
Prouver que Z fn converge simplement sur [0, +oo].

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0, +oo| ? Justifier.

1. Supposons que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur A vers f.
Notons S,, et R,, les fonctions somme partielle et reste d’ordre n respectivement.

+oo
Alors, & partir d'un certain rang, R = f — Sa = > fn €stbomée sur A et No(Rn) = Noo(f — Sn) — 0
n—-+oo
k=n+1

Ainsi, f, = R,—1 — R, est bornée sur A & partir d’un certain rang et | fn| = |[Rn—-1 — Rn| < |Rn-1| + |Rn| dONC

n—-+oo

donc | la suite de fonctions (f,.) converge uniformément vers 0 sur A. ‘

2. Ona,pourtoutz € R,0 < fo(z) =0 (%) par croissances comparees.
n

Par critére de Riemann, E — converge car 2 > 1, donc par comparaison de séries a termes généraux
n

positifs, Z fn(z) converge. Bref,

‘ > fa converge simplement sur [0, +oo.

Mais la suite de fonction (f») ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0, +oo].

En effet, f, <%> =e 1 40,

La contraposée de propriété redémontrée en question 1 permet de conclure que

> fa ne converge pas uniformément sur [0, +oo.
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Exercice 18: Analyse - Continuité et modes de convergence d’une série entiére
. (=1)"z™ s A .
Onpose:Vne N, Vz € R, u,(x) = ~————. On considére la série de fonctions Z Up.-
n n>1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I'ensemble des z ou cette série converge et S(z) la somme de cette série pour = € D.
2. (a) Lafonction S est-elle continue sur D?
(b) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0, 1].

1. La série de fonctions étudiée est une série entiére de rayon de convergence R = 1.
Enx = 1,ily a convergence par le théoreme spécial des séries alternées.
En 2z = —1, la série diverge (série harmonique).

2. (a) Entant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, S est continue sur |1, 1].

En z = 1, il s'agit de la série z % dont la convergence est assurée par le théoréme spécial des
séries alternées.

Le théoreme d’Abel radial permet alors d’affirmer directement la continuité de S en 1, et donc finale-
men’r\ S est continue sur D entier. \

(b) Vz € D, un(z) = (

,dONC Now (un) = sup [un(z)| = % (affeintenz = 1) et 3° % diverge.

z€]—1,1] n>1

_1 n
Donc Z (E z" ne converge pas normalement sur D.
n
n>=1

" . . . . -
E u z" ne converge pas uniformément sur D non plus | car, sinon, on pourrait employer le théo-
n
n=1

= T N . - 1 .
reme de la double limite en —1 et cela entrainerait la convergence de la série Z —, Ce qui est absurde.
n>1
(c) On étudie la convergence uniforme sur [0, 1] .

Pour fout = € [0, 1], la série numérique Zun($) vérifie les hypothéses du théoréme spécial des séries

n>=1
n

alternées : (I—) décroit et tend vers 0. Cela permet de majorer son reste R,,. On a
mn

+oo n+1
Vael0,1], |Rn(x)| = k;rluk(x) < Nungr(z)| = Z+1 < e 1qui ne dépend pas de z.

1 . p
Donc Nu (R,) < ——— — 0. Donc, > " u, converge uniformément sur [0, 1].

n>1

Bilan final : En regroupant tous les résultats obtenus et le cours sur les séries entieres, on peut affirmer que
Z u, converge normalement sur fout segment de ]—1, 1] et converge uniformément sur tout segment

nz1l

de]-1,1].

Remarque : On aurait aussi pu reconnaitre des le départ le développement en série entiere de la fonction
z — —In(1 4+ z) mais ce n'est sans doute pas I'idée du concepteur de |'exercice.
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Exercice 19 : Analyse - DSE par dérivation terme & terme et par produit de Cauchy

1. (a)

(b)

(b)
(©)

Justifier & I'aide du théoréme de dérivation d’une série de fonctions, que la somme d’une série entiére
de la variable réelle est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence.

Remarque : On pourra utiliser, sans le démontrer, que la série » _a.z" et la série > " na,z" ont méme
rayon de convergence.

En déduire le développement en série entiere a l'origine, de la fonction de la variable réelle
1

$'—)7(1_m)2.

Donner le développement en série entiére a I'origine de la fonction de la variable complexe z — 7 .
—Z
Rappeler les résultats sur le produit de Cauchy de deux séries entiéres.

En déduire le développement en série entiére & l'origine, de la fonction de la variable complexe
1

Z?—>7(1_Z)2.

(b)

(b)

©

On applique le théoréme de classe C' d’une série de fonctions :
H1 les £, sont de classe C' sur] — R, R[;
H2 la série de fonction converge simplement sur| — R, R[;

H3 la série des f,, qui a méme rayon de convergence converge uniformément sur fout segment de
] - R,R].

L 1 n
Et donc, en dérivant — 7209@ AVz el -1,1],

an 1:+§ n+1)z"
n=0

Pour tout z € C tel que |z| < 1, L :Zzn_

Si> anz" et b,2" sont de rayon R, et R, respectivement, alors la série des > (Z akbnk> 2" est
k=0
de rayon de R. > min(Rq, Ry) et pour fout z tel que |z| < R..

22 (Rmee) = () (5]

En effectuant le produit de Cauchy de Z 2" avec elle-méme, pour fout z € C tel que |z| < 1,

1- : )2 Z<21> §”+1)

n=0 n=0
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Exercice 20 : Analyse — Rayon de convergence d’une série entiére
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

n!)? 2n+1
(a) Z%z s

(b) > nV"m
(©) Z cos(n)z".

1. Donner les deux définitions :
m Celle du programme : R = sup ({r € R*, (anr™) bornée}) € [0, +o0]
m  Celle la plus utile en pratique : c’est I'unique R € [0, +o0] tel que

2| < R=>) anz" converge absolument
2| > R =" anz" diverge grossiérernent
2. (a) Comme la série entiére est lacunaire, on utilise le critére de d’Alembert général : pour z € C*,

(n 4 1)1? |z|2"Jr3 (2n)! . ﬁ
(2n +2)In!12 |z ! 4

2| < 2 et diverge grossierement si |z| > 2:[ R = 2.]

<n™Y" <n

)

donc la série entieére converge absolument si
(b) Comme pour tout n € N,

3=

. L z" . N .
et comme les séries entiéres E — et E nz" ont un rayon de convergence égal a celui de E 2™ donc
n

1, c’est aussi le cas de Z nD"

(¢) La suite (cos(n))nen est bornée mais ne tend pas vers 0 (sinon, on a un probléme avec
cos(2n) = 2cos®> n — 1...) donc la série Z cos(n)1™ ne converge pas absolument, donc

Remarque : Cette fois, le critere de D’Alembert ne s’applique pas.
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Exercice 21 : Analyse — Rayon de convergence d’une série entiére

1.

Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

2. Soit (an), .y une suite bornée telle que la série Z an diverge. Quel est le rayon de convergence de la série
entiére » " a,z" ? Justifier.
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére »  (v/n) AR ) (1 S %) 2"
n
n>1
1. Donner les deux définitions :
m Celle du programme : R = sup ({r € R*, (anr™) bornée}) € [0, +o0]
m Celle la plus utile en pratique : c’est I'unique R € [0, +oc] fel que
2| < R=>"_ anz" converge dbsolument
2| > R =" anz" diverge grossiérernent
2. Comme Z an,1" et (a,1") est bornée, 1 est sur le cercle de convergence :
3. Pourtfoutn > 1,

1

0<an=(vn) """ In (1+%) <+vnln (1+%> <\/ﬁ% =1

par I'inégalité de convexité classique sur le In (Qu programme de premiére année) donc (a,) est bornée.
De plus,

1 1 1
n = —1 1+ — ) ~ = terme général positif de série divergente
"z n “( - ﬁ) n generalp °

donc ) " a, diverge par comparaison.

) 1 L. ) s
Autre argument possible : az, = v2n1n (1 + —) — 1donc a, # 0:lasérie » _a, diverge grossierement.

V2n
one =1
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Exercice 22 : Analyse — Rayon de convergence et continuité d’'une somme de séries entiéres
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
fioz—In(l+z)+In(l-22).
At 1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour = = 1 2z = 3 ?2z= —3 ?

En cas de convergence, la somme de cette série est-elle continue en ces points?

1. Soit Z anz" et Z b,z de rayons de convergence respectifs R, et R,.

n>=0 n>=0

On note R,y le rayon de convergence de la série entiere Z(an +bn)2".
n=0
Alors Re4s > min(R,, Ry) avec égalité si R, # Ry.

En effet, Si |z| < min(Ra, Ry). ON a bien convergence absolue de la série somme vers la somme des sommmes
des séries. Donc Ry > min(Rq, Rp).

Si R, # Ry, parexemple R, < Ry, ztel que R, < |z| < Ry, adlors a,,z" 4 0 et b,z" — 0 donc (ay, + bn)z" /4 0 et
‘Zl > Ra+b pUiS R, > Raer > min(Ra, Rb) = R,.
2. P L4z =3 0 T p L (- 20) = =3 Zgn
. Pour |z] < 1, In( +m)—ZTx . our\m|<§, n(l— a:)——zzx .
n=1 n=1
, . (71)1171 _9n
D’aprés 1., le rayon de convergence de »  +—————
n>1

" vaut !
T e~
2

Donc le domaine de validité du développement en série entiere a I'origine de f contient ] —%, % { et est

+oo n—1 n
11 1 (-1) —2
onten ns|—=,=|.et, r =g = = — 5"
c eudos{Q,Z]e pour |z < 5. f(2) ;_:1 - x
1 A e . 1 1 11
Pour x = i’ la série entiére converge et est continue en 1 car 1 € 53|
1 s T . o " 1 . N
Pour z = 5 : ‘ la série entiére diverge ‘COF elle est la somme d’une série convergente : > appartienta ] —1,1[,

. - s —1)" !
intervalle ouvert de convergence de la série entiere § =D
n
n>=1

2", et d’une série divergente : la série

harmonique.

1 . -~ 1 r

Pour x = —5: ‘ la série entiere converge ‘ en —3 comme somme de deux séries convergentes. En effet,
—1)nt 1\" 1
d’une part, =D (L converge car —— €| — 1,1[;
. part, » - 5 g 5 €l-1,1]
n>1

, n /1 1\" (=)™ s . L . .

= dautrepart,d —=— (-5 ) =-> ~—" converge d’aprésle critére spécial des séries altermnées :
n 2 n

n>1 n>1

la suite (l) est bien décroissante et de limite nulle.
nelN*

La continuité de la sommme de la série entiere en ce point est alors assurée | par le théoreme d’Abel ra-
dial appliqué a z — f(—z).

Remarque : Soit Z anz™ est une série entiere de rayon R > 0. On note f la sommme de cette série entiere sur
son domaine de convergence.
La version du théoréme d’Abel radial au programme assure que

+oo +oo
si a, R" converge alors anr" — anR".
> an ge dlors 3" > o

En considérant la fonction & +— f(—) qui est la somme de la série entiére Y "(—1)"a,z" (de rayon de
convergence toujours égal & R), on a immédiatement I'extension suivante

400 o0
i n n n
Si E an (—R)"™ converge alors annx — Oan(—R) .
n= n=
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Exercice 23 : Analyse - Classe C' d’une série entiére

Soit (a,)

1.

a A an O n
une suite complexe telle que la suite <%) admet une limite.
an nelN

nelN

Démontrer que les séries entiéres > " a,z" et > "(n + 1)an;12" ont le méme rayon de convergence.
On le note R.

+oo
Démontrer que la fonction z — Z a,x™ est de classe C' sur l'intervalle | — R, R].

n=0

. On pose ¢ la limite de la suite convergente

|anti]
an|

entieres, R (Z anx") = R= % (avec R=+oodanslecas?=0et R=0dansle cas ¢ = +o0).

. Alors, d’aprés le critere de d’Alembert pour les séries

@ Tnz)jwrl‘ P ¢{donc| R (Z(n + 1)an+1x”) = % =R=R (Z anx").
Onpose,VneN,Vz € ]-R,R[, fn(x) = anz”.

Soit r € [0, R[. On pose D, = [—r,r].

On utilise le théoréme de classe ¢! des séries de fonctions :

Puis, comme

H1 ) f. converge simplement sur D, .
H2 VYn € N, f, est de classe C* sur D,. .
H3 D'aprés 1., Z f est une série entiére de rayon de convergence R.

Donc, Z f» converge normalement donc uniformément sur tout segment inclus dans |- R, R[, donc
converge uniformément sur D,..
“+ oo
On en déduit que ¥r € [0,R[, S: z — Y anz" est de classe C' sur D,.. Donc,

n=0

‘ S est de classe C* sur |-R, R|.
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Exercice 24 : Analyse - Série entiére et classe C*
n

Py . P . s T
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E e
n).

+oo n
On pose S(z) = > m

T s
= (2n)!
2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction z — ch(z) et préciser le
rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(z).
(b) On considére la fonction f définie sur R par :

f(0)=1, f(z)=chyzsiz>0, f(zr)=cosyv/—zsiz<O0.

Démontrer que f est de classe C™ sur R.

1. Par critére de d’Alembert, comme

(2n)! ‘ 1

@n+2)!|” @Gnr@nry

. s w°
la série entiere E m A pour rayon de convergence +oo.
n).

+oo 2n
x
2. |Vz € R, ch(z) = HZ:‘B @ de rayon de convergence +oo.
+oo n +oo 2n
3. (q) on peut écrire z = t* et S(z) = nz:% i = nz:% G = ch(t) donc| S(z) = ch /z.
on peut écrire x = —t* et S(z) = Z @) = Z e = cos(t) donc‘ S(z) = cos/—. ‘
n=0 : n=0 :

(b) D’aprés la question précédente, ‘ f = S est de classe C* sur ]R‘ car développable en série entiere &
I'origine avec un rayon de convergence égal a +oo.
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Exercice 25 : Analyse — Convergence dominée

a . . 1 A
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction ¢ — TrEter est intégrable sur [0, +o0].
e dt -
2. Pourtout n € IN, pose u,, = / ——————— . Calculer la limite de (u,,).
0 1+ 12+ tret

1. f:t— ————— est continue et positive sur [0 .
! T+ tnet P [0, +oof
1 1
De plus, pour tfoutt € R™, 0 < < avec
plus. b € 1424 tre—t 142
oo qe +oo
/0 1 = [Arctant}o =§<+oo
dt . s
donc | ——————— converge et ainsi, par positivité, f est intégrable sur .
/1+t2+tne—t g par p f g [0, +o00[

Autre rédaction possible : dans [0, +oc],

0</7dt </+OC & T oo
Sl 12 4tret T 14820 2

d’ou la convergence de I'intégrale puis I'intégrabilité par positivité.
2. On utilise le théoreme de convergence dominée :

H1 La suite de fonctions (f,.) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par

site 0,1
14 t2 €01
fy =4 —1  sit=1
24 el
0 site]l,+oof

H2 Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur [0, 4+oo].
H3 Vt € [0, +oo[, | fn(t)| < &(t) avec ¢ positive, continue et intégrable sur [0, +oo].

Alors

+oo “+oo 1 dt T
o= W (t) dt t)dt = =—.
u / WOdt 2 ) SO / T+ 1

Donc | u,

N

n——+oo
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Exercice 26 : Analyse - Suite d’intégrales et série alternée

Pour tout entier n > 1, on pose I,, = /;oo ﬁdt.
1. Justifier que I,, est bien définie.
2. (a) Etudier la monotonie de la suite (In), e+
(b) Déterminer la limite de la suite (1,,),, .-
3. La série Z(—l)"ln est-elle convergente ?
n>1
Posons pour fout n € N* et ¢ € [0, +-o00[, fu(t) = ﬁ

1. Soit n € IN*, f,, est continue sur [0, +oo[. De plus, fn.(t) o t% Or2n > 1,donc t — ﬁin est intégrable sur

[1, +o00[ par critére de Riemann. Donc, par équivalence, ‘ fn estintégrable ‘ sur [1, +oo[ donc m

1 < 1
142"t T (141¢2)
En intégrant, on obtient

== fa(t)carl + 1% > 1.

2. (0) Vte[0,+00l, fat1(t) =

Vne ]N%7 Int1 < 1.

Donc| (I,) est décroissante.

(b) Remarque : (I5), .~ €St décroissante et positive ce qui nous assure la convergence de lasuite (1n,),, o«
Déterminons la limite de la suite (1), - ©n utilisant le théoréme de convergence dominée.

nelN*

H1 La suite de fonctions (f,).>1 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie sur [0, +oo|
par
0 stx>0

1 six=0

fl) =

(On peut aussi appliquer le théoréme sur 0, +oo[ pour Nne pas avoir & traiter le cas particulier de
xz=0.)
H2 Les f, et f sont continue par morceaux sur [0, +oo].
H3 Domination
Vt € [0, +oo[, Vn € IN*, |fu(t)] <

avec ¢ confinue et positive sur [0, +oo] et

TED R [ too
t)| dt = = [A t t] — ,
[T srar= [T 2 < [aretand] T = T < o

donc ¢ est intégrable sur [0, +oo.

On obtient alors N N
Iy = / fat)dt ——— f®)dt=0
0

et|la suite (I,,) a pour limite 0. ‘

nelN*

3. D’apres les questions précédentes, |a suite (I,,),, .- €st décroissante et converge vers 0.
Donc, par application du théoreme spécial des séries alternées, on peut affrmer que

lasérie > ~(~1)"1, converge.
n>=1
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Exercice 27 : Analyse - Convergence uniforme et convergence dominée

—x 1
Pour tout n. € IN*, on pose f,, (z) = ﬁ etu, = / fo (z) da.
0

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,.) sur [0, 1].
2. Soit a € ]0, 1[. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?
3. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1]?
4. Trouver la limite de la suite (u,.),, - -

Soit z € ]0, 1]. Pour n au voisinage de +co, fn(x) o el; % donc fn(x) e 0.

On en déduit que la suite de fonctions (f.) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f définie par

0 size]0,1]
fx) = ,
1 siz=0
2. Soita €]0;1].
x e "
Vne N, Vz € [a,1], |fu(z) — f(2)] = fu(z) < 11 n2a?
Comme cette majoration est indépendante de z, || f. — f|| s e
oo:lall = 1 4 p2g2
e*CL

Or m P 0, donc Noo,[a,,l] (fn e f) m 0.

On en déduit que‘ (fn) converge uniformément vers f sur [a, 1]. ‘
3. Les fonctions f, étant continues sur [0,1] et la limite simple f ne I'étant pas, on peut assurer qu’il Ny a

‘ pas convergence uniforme sur [0, 1]. ‘
4, On utilise le théoréme de convergence dominée.

H1 (f.) converge simplement vers f sur [0, 1].
H2 Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur [0, 1].
H3 Domination Vn € IN*, Vz € [0,1],|fa(z)] < e < 1 = ¢(z) avec ¢ : [0,1] — R continue, positive,
intégrable sur [0, 1].
On en conclut donc que

unz/olfn(az)dxm/olf(x)dxzo.
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Exercice 28 : Analyse - Intégrabilités
N.B. : les deux questions sont indépendantes.

| Analyse : exercices 1 & 58

1. Lafonction x ——

2. Soit a un réel strictement positif. La fonction = —

—x

e
vz —4

est-elle intégrable sur 2, +00[?

1 A3
ne — est-elle intégrable sur 10, +o0[?

V1+x

1. Soit f : & —

—

€

Va?—4

continue sur ]2, +oo[. De plus,

Sur ]2,3]
e 2 1

G-t 2 2 @27

f(@)

Orz+— est intégrable sur ]2, 3] (fonction de Riemann intégrable sur |2, 3] car % <1).

L
(x —2)"?

Donc, par comparaison, f est intégrable sur |2, 3].
Sur [3,+oo|

f(@)

~
x—+00 xT

g(x.)

. p s 1
Or z%g(x) p——— 0 par croissances comparées donc, au voisinage de +oo, g(z) = o (—2) .
r—4o00 x

Comme z — %2 est intégrable sur [3, +oo[, on en déduit que g est intégrable sur [3, +oo|.
Donc, par comparaison, f est intégrable sur [3, 4+o0].

Air\si,‘ f estintégrable sur ]2, +o0]. ‘

Inx

VIt a2

. Cas particulier d’intégrales de Bertrand : soit a un réel strictement positif. On pose f : x , fonction

continue sur ]0, +oo].
Sur 10, €]
f(z) ~ Inz=g().

x—0
1
/2 '

Orz+— % est intégrable sur ]0, 1] (fonction de Riemann intégrable sur |0, 1] car 1/2 < 1).
T
Donc g est intégrable sur 10, e], et, par comparaison, f est intégrable sur 0, e] pour fout a € R.
Sur [e, +o0f

Or zg(x) — 0 donc, au voisinage de 0, g(z) = o (

Inz
~
+oco @

f(z) h(z).

sia > 1, prenonsytelquel <y <a.

2'h(z) =27 “lnx —— 0

x—+o00

donc, au voisinage de +oo, h(z) = o (%)
x
1 .o ) . s
Orz+— = est intégrable sur [e, +oo[ (fonction de Riemann intégrable sur [e, +o0o[ car v > 1), donc
h est intégrable sur [e, +o0|.
Ainsi, par comparaison, f est intégrable sur [e, +oo.
sia <1, .
V€ e, +oo[, h(z) > e >0
(C’est la raison pour laguelle on a coupé I'intervalle en e.)
1 _ . . .
Orz — e non intégrable sur [e, +oo[ (fonction de Riemann avec a < 1), donc, par comparaison
de fonctions positives, h n’est pas intégrable sur [e, +-oo].

Ainsi, par équivalence, f n‘est pas intégrable sur [e, +oo|.

Finalement, | f est intégrable sur 0, +oo[ si et seulement sia > 1. ‘
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Exercice 29 : Analyse - Fonction I"

On pose V z €]0, +oo|, V't € |0, +oo|, f(z,t) = e "1

1. Démontrer que : V x € |0, +oc, la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur |0, +oc|.
+oo
On pose alors : V z €]0, +oo|, I'(z) = / e " dt.
0
2. Pour tout z €]0, +o0[, exprimer I'(x + 1) en fonction de I'(z).
3.

Démontrer que T est de classe C* sur |0, +oo[ et exprimer I'’(z) sous forme d’intégrale

Soit z > 0. La fonction t — f(x,t) = ¢ "t" ! est continue (par morceaux suffirait) sur 10, +o0[, positive.
m Intégrabilité sur [1, 00| : par croissances comparées, e ‘"' = .9 (f
—+oo

1
= o e ) On conclut donc par com-
paraison & une intégrale de Riemann.
m  Intégrabilité sur]0,1] : e ¢ "

o iz Or (Riemann encore, mais pas au méme endroit), ¢ —
— x
intfégrable sur]0,1] carl —x < 1.

~

1
pywr est
Donc | T est définie sur R} .

Par intégration par parties, si0 < e < A,

A tg; t=A 1 A
/ et dt = {e*t—] a8 f/ e T dt
£ 1>

Mais, par croissances comparées,

e " — ——0
r A—+oo
et de plus

On en déduit, en prenant les limites quand e — 0 et A — +o0,

I(z) =0+ %F(m +1)

C’est-a-dire \ T(z+1) = al(z). \

On utilise le théoréme de classe C! des intégrales & paramétres,

H1 Pour tout ¢ €]0, +oc[, © = f(x,t) est de classe C* sur R} par opérations avec

O (1) > (@) /().

H2 Pourfout 2 € R, t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +-oco[ par 1.
H3 Pour tout = > 0, la fonction ¢ — ﬂ(ac, t) est continue par morceaux sur |0, 4+oo.

H4 Domination : Soit K = [a, b] avec g< a<bOna

Intje ft* ! si t<1

{mt ettt s

t>1

V(z,t) € Kx]0,+o00| ‘%

(=, t)' < 4(t)

avec ¢ positive, continue par morceaux sur |0, +oo[, intégrable sur ]0,1] car ¢(t) = .9, (
e

l—a<a<letsur[l,+oo,car¢(t)= o (1)
t—+o00

2
Onadonc|T € CHRY) |et

")
— | avecC
ta

T (z,t) — /+0° In(t) f(z,t) dt.
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Exercice 30 : Analyse — Dérivation des intégrales & paramétre

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
+oo 2

2. Démontrer que la fonction f : z — / e " cos (zt) dt est de classe C' sur R.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E£) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Résoudre (E).

Pour gagner du temps, il est conseillé de tfraiter les deux premiéres questions simulfanément !

j JxI — K
1. et 2. |Soit I et J des intervalles réels et g :

(@,t) — fl@,t)

Ici:J =R, I=10,+oo[ &t f(z,t) = e *" cos(at).
On suppose

H1 |Vt eI, z+ g(x,t) est de classe C* sur J, de dérivée z — %(az,t).

g . L 0 2 .
C’est bien le cas ici, avec 8—9 Sz, t) = —te” " sin(xt).
xr

H2 \Vz € J, t+ g(z,t) estintégrable sur I. ‘

; 1 .
Vo e R, t— g(x,t) est confinue sur [0,4+occ] efVz € R, |u(z,t)] < et = 2 (?) par croissances
— 400

comparées donc, t — u(z,t) est infégrable sur [0, +oo| par comparaison & une fonction de Riemann
intégrable en +cc.

H3 [VxzeJ t— %(:g,t) continue par morceaux sur 1.

C’est bien le cas ici.

Domination globale ou sur tout segment de ?
xr

Eventuellement sur fout segment S, il existe une fonction ¢ continue par morceaux, positive, intégrable
H4 | sur I telle que
dyg

VreJousS, Vtel, '%(I,t)‘ < B(1).

On procéde ici & une domination globale : ¥ (z,t) € R x [0, +ool, '% (z, t)‘ Ste = o(t) avec ¢ confinue
par morceaux, positive et intégrable sur [0, +oo|.

) ) 1 . N , ,
En effet, par croissances comparées, ¢(t) = o (t—z) Par comparaison & une fonction de Riemann
t—+4oc0

intégrable en +co, ¢ est bien intégrable sur [0, +oo.
Alors

Cl|f:z— /g(x,t) dt est de classe C* sur J.
I

C2 \Vzeld t— @(w,t) est intégrable sur I et f'(z) = @(xy t) dt.
Ox 1 Oz

“+oo
3. (@ Ona,VzeR, f'(z)= / —te™"’ sin(zt) d¢. Procédons a une intégration par parties. Soit A > 0.
0

A 2 1 +2 2 A T +2
/ —te™" sin(zt) dt = {fef sin(xt)] — / —e " cos(at)dt
0 2 0 0 2
En passant & la limite quand A — +oco, on obtient f'(z) + gf(m) = 0.

Donc f est solution de I'équation différentielle | (L) : y' + gy — 0,

z2
(b) Les solutions de (L) sonft les fonctions |z — Ae™ 4 avec A € R.
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Exercice 31 : Analyse - Méthode de variation des constantes
1. Déterminer une primitive de = — cos® .
2. Résoudre sur R I'équation différentielle 4" + y = cos® 2 en utilisant la méthode de variation des constantes.

1. Le calcul de primitive se fait par linéarisation.

Deux méthodes : soit en utilisant des formules de trigonométries, soit en utilisant les formules d’Euler et du
bindbme de Newton.

Dans le premier cas, on écrit

2
cos z = (0052 m)2 = (%) = icosz@x) + %COS(QIE) + i

1 4 1 1
— ZM 4L = COS(QZ’) +

1 1 3
= ~cos(4 Z cos(2 2
5 3 cos(4z) + 2005( x) + 3

1
4 8
et dans le deuxiéme cas,
iz —iz\ 4
1 i iz —i iz —i iz_—3i —4i
costx = (%) =5 (64”” + 4377 4 6o 4 460 4o 43”)
1
16

= — (2cos(4x) + 4cos(2z) + 6) = % cos(4x) + % cos(2x) +

ool w

Alors| z — 3—12 sin(4z) + %sin(Q:v) + gm une primitive de cos®.

2. On a un systeme fondamental bien connu de solutions de I"équation homogene y”’ +y = 0 : (cos, sin).

Par méthode de variation des constantes, on cherche une solution particuliére de I’équation y” + y = cos®
sous la forme fo : x — A(x) cos z + p(x)sinz avec A, u de classe C? sur R vérifiant

, [ cos , [ sin 0
A + u = 5
cos’ sin’ cos
c’est-a-dire
cos X\ +sinxu' =0 (1)
—sin x\ + cos xp' = cos®  (2)

Alors, soit en reconnaissant une matrice de rotation R(—z) = ( %7, Su7) d'inverse R(z) = (<57 ~sine), soit &

—sinax cosx sinxz cosx

I'cide des opérations cos x (1) — sin x(2) et sin x (1) + cos x(2), on obtient

{/\' = —sin X cos®

i = cos?
L cos* 1 . 1 . 3
On peut donc choisir A : z +— etpu:z— 3 sin(4z) + a sin(2z) + 3%
cos® 1 1 3 ) T n
Alors | fo:z+— 1 + <3—2 sin(4x) + Zsin(2x) + gx) sinxz | est solution particuliére et les solutions de

y” 4+ y = cos® z sur R sont les fonctions

‘fo + Acos+Bsinavec A, B € R.

Remarque : on peut aussi résoudre I'équation sans variation des constantes avec le programme de premiére
année en linéarisant le second membre cos® et en utilisant le principe de superposition.
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Exercice 32 : Analyse - Solution DSE d’une EDL;
Soit I'équation différentielle : z(z — 1)y" + 3zy’ +y = 0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |—r, r[ de
R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de z(x — 1)y” + 32y’ + y = 0 sur ]0, 1] sont les restrictions d’'une fonction déve-
loppable en série entiére sur|—-1,1[?

1. Analyse Soit Z anz™ Une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme S. Pourtout z € |- R, R|,

+oo +o0 +oo +oo
S(z) = Z anz" S'(x) = Z nanz™ ! S"(z) = n(n —1)anz" 2 = Z (n+ )nan 1z "
n=0 n=1 n=2 n=1
Donc
+oo
x(x —1)S"(x) + 325" (z) + S(z) = Z (n+ 1)2an — n(n + Dant1) ™.
n=0

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiére, la fonction S est solution sur |—R, R|
de I'éguation étudiée si, et seulement si,

VneN, (n+1)%a, —n(n +1)ans1 = 0.
C’est-a-dire Vn € N, nan+1 = (n+ 1)a,, ce qui revient &

Vn € N, a, = nai.

Synthése Le rayon de convergence de la série entiére Z nz" étant égal & 1, on peut affirmer que les fonc-
tions développables en série entiere solutions de |I'équation sont les fonctions

™= " d 1 _ ax
mHalznx =az (17— RRCEE

n=0

définies sur]—1,1[ avec a; € R, et méme sur R sia; = 0.
2. Notons (L) I"équation z(z — 1)y + 3zy" + y = 0.

Prouvons que‘ les solutions de (L) sur 0, 1[ ne sont pas toutes développables en série entiére sur] — 1, 1]. ‘

En effet, si toutes les solutions de (L) sur ]0, 1] étaient développables en série entiere & I'origine alors, d’aprés

1.. I'ensemble des solutions de (L) sur |0, 1] serait égal a la droite vectorielle Vect(f) ou f : z — ﬁ

Or, comme les fonctions ¢ — z(z — 1), z — 3z et z — 1 sont continues sur ]0, 1] et comme la fonction
z — z(z — 1) ne s‘annule pas sur |0, 1[, I'ensemble des solutions de (L) sur |0, 1[ est un plan vectoriel, ce qui
est contradictoire.
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Exercice 33 : Analyse - Classe C' d’une fonction de deux variables

On pose ¥ (z,y) € R?\ {(0,0)}, f (z,y) = ———— et f(0,0) =0,

VET
1. Démontrer que f est continue sur R>.
2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R>2.
3. f est-elle de classe C' sur R?? Justifier.

1. | f est continue sur R? \ {(0,0)} | par opérations.

Pour la continuité en (0, 0), on peut utiliser la célébre inégalité |zy| < 5 (2 +y?) (car (jz] — |y])* > 0)

F,0)| < GVETFPE ———3 0= (0,0)

,)—(0,0)
On peut aussi utiliser les coordonnées polaires z = rcos§ et y = rsin §, alors

£, y)| = [r*/2 cos 0sin ] < /2 5 0

avec r = /z? + y?

(2,y)—(0,0)

Ainsi,‘ f est continue en (0, 0). ‘

2. ‘ f admet des dérivées partielles en tout point de R? \ {0,0} | par opérations.

L'application partielle f, : z — f(x,0) vaut 0si z # 0 et siz = 0. C’'est donc I'application nulle. Donc %(O, 0)
. Of 0 oy _
existe et vaut %(0, 0) = 0.
- | of
Par symétrie, on a aussi 8—y(0, 0) = 0.

3. | f est de classe C* sur R? \ {(0,0)} ‘ par opérations.
of

Analysons la continuité de P en (0,0). On calcule, pour (z,y) # (0,0),
x
2 .2 _ _ 2%
af Yy r? +y o/t g? y (:c2 +y2) . ny y3
7($, y) = 2 2 = 3/2 = 3/2
Ox 2 +y (z2 + y2) (22 + y2)
Alors 5 @)
g _ T __sgn(x B g
Oz (z,2) = (2%2)3/2 T 2y2 2o U Bl (0,0)
donc % n’est pas continue en (0, 0) e’r’ f n‘est pas de classe C* sur R2, ‘
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Exercice 34 : Analyse - Autour de I'adhérence
Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé E.
1. Rappeler la définition d’un point adhérent & A, en termes de voisinages ou de boules.
2. Démontrerque z € A <= I(z,)nen telle que, Vn e N, z,, € A et z, — z.
3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de E.
4. Soit B une autre partie non vide de E. Montrerque A x B = A x B.

1. Un point adhérent & A est un point z tel que foute boule ouverte centrée en x rencontre A :

‘xEE et Vr>0, B(:c,r)ﬂA;é@.‘

2. (=) ‘ On suppose que x est adhérent & A. ‘

Soit n € N. Avec r = L,onamn €B gc,L N A donc tel que d(zn, x) = ||lzn — z|| < L.
n—+1 n—+1 n+1

Cela définit| (zn)nen € A™ felle que x, — . |

(=) ‘Si on a une suite (zn)nen € A" telle que z, — z, ‘ alors pour tout » > 0, on a un rang & partir duquel

anB(a,T)ﬂA#gdonC

3. m Aestune partie non vide de E puisqu’elle contient A entier.

Siz,y € Aet X c R, parla caractérisation séquentielle (question 2, sens direct), on a (z,)new € A" et
(yn)new € AY telles que x, — z et y,, — 3.

Alors (zn, + Ayn)nex € AN (car A est un sous-espace vectoriel de E) est une suite telle que
Tn + AYyn —> =+ Ay.

Donc, par la question 2 (sens réciproque), = + \y € A.

Par caractérisation, | A est encore un sous-espace vectoriel de E. ‘

4. Toujours avec la caractérisation séquentielle, en considérant la norme produit,

(#,9) €AX B <= 3 ((n,4n))pen € (AX BN, (@n,yn) — (2,9)
+— 3 ((axn,yn))nelN € (A x B)]N7 Tpn — T et Yy, —y
3 (xn)neN eAN z,—=x
{3 (yn)nEIN e BN y, —y
<= (r,y) € Ax B.

donc|Ax B=Ax B.
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Exercice 35 : Analyse - Caractérisation séquentielle de la continuité et densité
E et F désignent deux espaces vectoriels normés.
On note || - || (respectivement || - | ») la norme sur E (respectivement sur F).
1. Soient f une application de E dans F' et a un point de E.
On considére les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.
P2. Pour toute suite (z,,),cn d’éléments de F telle que =z, P alors f(z,) — f(a).

n—-+oo

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense dans £, et soient f et ¢ deux applications continues de £ dans F.
Démontrer que si, pour tout = € A, f(z) = g(x), alors f = g.

1. m SupposonsP1: f continue a.
Soite > 0.0Onan >0telque ||z —allz <n=|f(z) — f(a)|] <e.
Soit (zn)n € E™ telle que z,, — a. Onaunrang N € IN & partir duquel ||z, — al| 5 < 7.
Mais alors, sin > N, || f(zn) — f(a)] < e.
C’est donc bien que f(z,) — f(a), donc P2 est vraie.
m  Montrons que P2 — P1 par contraposée. Supposons P1 fausse : f n’est pas continue en a.
[z —alg<n

Onadonce >0telqueVn >0, dz € F,
{Ilf(:c) — fla)llp >«

1
2n
I1f(@n) — fla)llp > €

Cela définit une suite (z,)nenw d'éléments de E telle que z, — a et f(z,) 4 f(a) donc P2 est fausse.

1 n - <
Pour tout n € IN, avec n = on onaz, € E tel que {lx alls

2. Par caractérisation séquentielle de la densité de A dans E, siz € E, on a une suite (ax)nen € AN telle que
an — T.

Alors pour tout n € IN, f(an) = g(an).
Par continuité, en passant a la limite, on obtient f(z) = g(z).

Ainsi,
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Exercice 36 : Analyse - Continuité des applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur le corps R.
On note || - || (respectivement || - | ») la norme sur E (respectivement sur F).

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F, alors les propriétés suivantes sont deux a deux
équivalentes :

P1. f est continue sur E.
P2. f est continue en 0g.
P3. 3k > 0telque vz € E, || f(x)||» < k2| 5-

2. Soit E I'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R muni de la norme définie par

[fllc = sup [f(z)].
z€[0,1]

1
On considére I'application ¢ de £ dans R définie par o(f) = / f(t)dt.
0

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

1. P1 = P2 estimmédiat.
P2 — P3 Supposons f est continue en 0r et remarquons que le résultat & montrer s’écrit, pour z # 0g,

a3 1
f <7> < 1,avec =
H klz|l g

F kllzlglly &
Ecrivons alors la définition de la continuité en 0 avec e = 1:onan > 0tel que si||z| , < 7. || f(z)]|, <1
(car f(0g) = 0g).

La remarque précédente nous incite & choisir k tel que

x| =

< 7. Poserk = 1.
n

1 T
= — =n,donc —_
i =mone |1 ()

Comme cette inégalité est également vérifiée en 0g., k = p convient.

T

_— < 1 ce quidonne bien || f(z)| < kllz| 5.
kllzll g

Alors, siz € E\ {0g}. H
F

E

P3 = P1 S’il existe k € R fel que pour tout « € E, || f(z)| » < k||z|| . alors
Va2’ € E, |[f(@) - f@)]p = [lf@ =) <kle=2,

donc f est k-lipschitzienne, donc continue (et méme uniformément) sur E.

2. Lalinéarité de ¢ provient de celle de I'intégrale, en général.
Pour foute f € E, les bornes de l'intégrale étant bien ordonnées,

|w(f)\=|/0 foaf< [1rolas [ il a=1x ..

Donc | ¢ est linéaire et continue sur E. ‘
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Exercice 37 : Analyse - Comparaison de normes
On note FE I'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R. On pose

VfEE, Nol(f)= sup |f(z)] et Ni(f) = / () dt.

z€[0,1]

1. (a) Démontrer que N, et N; sont deux normes sur E.
(b) Démontrer qu’il existe k > 0 tel que, pour tout f de E, Ni(f) < kNoo(f)-
(c) Démontrer que tout ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme N..

2. Démontrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

1. (a) Bonne définition Une fonction continue sur un segment étant bornée et admettant bien une intégrale,
N et Ny sont bien définies sur E & valeurs réelles (et positives, ce qui est aussi une conséquence
des propriétés suivantes).

Séparation Soit f € E.
m Si Noo(f) =0, alors pour tout z € [0,1], | f(z)| =0donc f = 0g.
m Si Ni(f) = 0., alors, comme |f| est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 1], pour tout
z €[0,1], | f(z)] =0donc f = 0g.

Homogénéité Si f c Eet A c R,

= Comme N> 0. Nu(A) = sup M(@)] = sup (N-1/@)N) =N sup 1f@)]= AN )

z€[0,1 z€[0,1]
1 1 1
B Ni(Af) :/ INf(E)| dt :/ Al - f()] dt = |/\|/ |f(®)| dt = |A| N1(f) par linéarité de I'intégrale.
0 0 0

Inégalité triangulaire Si f, g € E, pour fout = € [0,1], |f(z) + g(z)| < |f(z)| + |g(x)| donc

®[f(z) +g(2)| < Noo(f) + Neo(g) Qui ne dépend pas de z donC Neo(f + g) < Noo(f) + Neo(9)-
m Par croissance et linéarité de I'intégrale,

Nl(f+g):/0 \f(t)+g(t)|dt</0 (O] + l9(0)]) ‘”:/0 \f(t)ldt+/0 1) dt = N1 (f) + N1 (g)-

\ N et N1 sont donc bien des normes sur E. \
(b) Soit f € E. Pourtout ¢ € [0, 1], |f(t)| < N (f) donc par croissance de I'intégrale,

Nl(f)=/0 If(t)ldt</o Noo(f) = Noo (/).

donc

Ni(f) <1+ Neol(f) ]

(c) Premiére méthode Si O ouvert de E pourlanorme N; et f € O, alorson ar > 0 tel que la boule ouverte
Bi(f,r) pour Ny estincluse dans O. Alors, si Noo (g — f) < r, vu la question précédente, Ni(g— f) <r
donc g € Bi(f,r) C E.

On adonc r > 0tel que B (f,r) C E (boule ouverte pour N) : ‘ O est ouvert pour N. ‘

Deuxiéme méthode la question précédente nous dit que I'application linéaire idg : (E, Noo) — (E, N1)
est continue.

Alors, ‘ si O est un ouvert de E pour N1, O = idj;' (0) est un ouvert pour Nu. ‘

2. Pour montrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une suite de fonctions

Noo(fn)) . .
»)nen telle que ne soit pas bornée.
(fr)new q (Nl(fn) . p
. n : _ _ 1 Noo(fn) _
B f,:z— 2" convient carpourtoutn € N, Noo(fn) =1t Ni(fn) = il donc AT =n+1— +oo.
1 n

= On peut aussi, de fagcon moins miraculeuse, chercher une suite de fonctions (f.)nen+ telles que
(N1(fn)),en~ €8t DOMEe et non (Noo(fn)), - Cela peut se construire manuellement est imposant la
norme infinie & valoir n tandis que |’aire sous la courbe vaut % par exemple. Il suffit que f,, soit affine de
(0,n) & (-%,0) et nulle ensuite (I'intégrale de f, estI'aire d’un triangle rectangle valant 1).

Neo(fn)
" Ni(fn)

Alors, sin > 1 =n? > +0. y

nt

:w‘ )
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Exercice 38 : Analyse - Continuité d’applications linéaires et normes subordonnées
1. Soit n € N*. Soit (a1, as, ...,a,) € R" un n-uplet non nul, fixé.
R"™ — R
Soit  : n .
(1,22, ..., Tn) +—> Z a;T;
3=l

(a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur R™.

(b) On munit R" de || ||> ou
Vo = (z1,22,...,2n) € R", ||z]]2 = in
\ k=1

1
2. On se place sur £ = C ([0, 1], R), muni de la norme || || définie parV f € E, ||f||: :/ |£(t)|dt.
0

Calculer |||ul]|.

. EFE — FE
Soit w : avec

fo— u(f)=g
Vo €01, glo)= [ (0
0
On admet que « est un endomorphisme de E.

Prouver que u est continue et calculer |||u||.
Indication : considérer, pour tout entier » non nul, la fonction f,, définie par f,,(t) = ne ™.

Remarque : Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. (9) L'application u est linéaire sur R™;
I"'espace R™ est de dimension finie;
les normes sont toutes équivalentes sur un espace de dimension finie ;

les applications linéaires définies sur un espace de dimension finie sont automatiquement conti-
nues;

donc ‘ u est continue pour toute norme de R™. ‘

(b) Soit z = (z1,...,zn) € R™. Alors, en notant a = (a1, ...,a,) et en utilisant le produit scalaire canonique

sur R™
n
> aia
=1

par inégalité de Cauchy-Schwarz, avec égalité si =z et a sont colinéaires. On a donc

n

2

lulll = llall, = | > ai.
=il

2. Soit f € E.

||u(f)|\1=/01|g(w)|dw=/ol /jf(t)dt\ dxs/;(/ji@dt) dm/ol(/oli@/@ dx:/olnfnldx:nfnl

donc u est continue, |||ul|| existe et |||ul|| < 1.

Considérons comme proposé, pour tout entier n non nul, la fonction f,, définie par f.(t) = ne™™*, qui a la
bonne vertu de concentrer son intégrale au voisinage de 0.

Alors pour tout = € [0, 1], u (f.) (z) = gn(z) = / ne " dt = [—e "]’ =1—e "". Donc
0

lu(z)| =

= |(a|2)] <llall; [zl

il —nt1 =00
-1
_ 1_ —nt dt=1 € =1 ¢ .
il = [ (@) dr=14 |5 2| =14 50
1 b 1 e "—1
Or || fzlly :/ ne "dt=1—e", donc lu(folly _ 1+ u 1.
0 1= ll4 l1—e™™ nodtoo
Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, | |||u||| = sup Hqﬁ(ff'ﬁnl =
f#0g 1
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Exercice 39 : Analyse - Espace ¢? et biorthogonal en dimension infinie

On note /2 'ensemble des suites 2 = (z,,).cn de nombres réels telles que la série Z x> converge.

1. (a) Démontrer que, pour = = (z,)nen € % €ty = (yn)new € £, la série » ~ z,y, converge.

+oo
On pose alors (z|y) = > znya.
n=0

(b) Démontrer que ¢ est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (-|-) est un produit scalaire dans ¢>.
On suppose que ¢* est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || - ||
2. Soit p € IN. Pour tout = = (x,,) € %, on pose p(z) = z,.

Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de ¢> dans R.

3. On considére I'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire I'ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer F* (au sens de (-|-)). Comparer F et (FL)L.

1. (O) SO” xr = (xn)nelN € 42 eT Yy = (yn)nE]N S £2.

1 , . " .
Alors, pour fout n € IN, |z, yn| < 5 (z7 + y7) qui est un ferme général positif de série convergente.

Donc, par comparaison de termes généraux positifs, Z Tnyn CONverge | absolument donc converge.

On peut aussi utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour fout N € N,

N N N +o0 +o00
D lmallynl < 4| D324 DU <4 D 3hy| D V2 < +o00
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

donc la suite des sommes partielles est majorée : la série Z Tnyn CONVerge absolument donc converge.

(b) ¢ est une partie non vide (contient la suite nulle) de RY.
Et,siz,y € 2 et A € R, pour fout n € IN,

(xn + )‘yn)Q = xi + )‘237/2 + 2ATnYn

est un terme général de série convergente par combinaison linéaire de termes généraux de séries
convergentes, en utilisant la question précédente.

Donc = + Ay € £* qui est un ‘ sous-espace de RF. ‘

2. Soit p € IN. Par linéarité de I'évaluation, sizy e et AeR, o+ \y) = (z+ M\y)p = Tp + A
(c’est la définition de la somme et de la multiplication par un scalaire de suites).
Puis, si = € 2,

“+oo
lp(@)| = losl = /23 < 4| S 42 = |
n=0

3. Remarguons qu’on a bien, naturellement, F C ¢2.
Soit z € F+. Alors z est orthogonale aux suites de la base canonique ™ = (0,...,0, 1 ,0,...)deF.

ne

Donc, pour tout n € IN, (m‘e(’”) =z, = 0, ce qui conduit & F+ ¢ {0}. Par ailleurs, 0 € F*, donc | F+ = {0}.

On adlors | F C (FL)L = {0} =¢*| (car il y a des suites dans ¢* qui ne sont pas presque nulles, comme

(in) , par exemple.)
2 nelN
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Exercice 40 : Analyse — Séries géométriques et exponentielles dans une algébre normée

Soit A une algébre de dimension finie admettant ¢ pour élément unité et munie d’'une norme notée ||-|.
On suppose que
2
V(u,v) € A%, lu- ol < Jlufl - lvf]-

1. Soit u un élément de A tel que ||u|| < 1.

(a) Démontrer que la série Z u" est convergente.
(b) Démontrer que (e — u) est inversible et que

a s u”
2. Démontrer que, pour tout © € A, la série E —; converge.
n.

1. (@) Lanorme étant sous-multiplicative, on a, par une récurrence facile, que pour tout n € IN,
0< [lu”fl < flul”

qui est un terme général de série géométrique convergente car ||u|| € [0, 1] donc, par comparaison de
séries & termes généraux positifs, Z |lu"| converge, donc Z u" est absolument convergente.

Comme, de plus, A est de dimension finie, Zu" converge.

(b) Ona, pour N € N,

N N N
(e —u) x Zu":Z(e—u) Xu":Z(u"—u"H) =e—uNT!
n=0 n=0 n=0
par télescopage. Or uV !t ——5 04 car Y «" converge, ou car ||[uV || < |Ju|¥ ™ — 0, donc
g g
N—+oo
N
(e —u) x u" —— e
N—o0

n=0

Par ailleurs, comme z — (e — w)x est continue sur A car linéaire sur I'espace vectoriel A de dimension
finie,
N “+oo
(e —u) x u"—>(e—u)><2u".
n=0

N —oco
n=0

400
Par unicité de la limite, (e — u) x Y u" =e.
n=0

+oo
On montre de méme que <Z u”) X (e —u) =e.

n=0
+oo
On a donc que | e — u est inversible et que (e — u)*1 = Z u”.
n=0
2. Soit uw € A. Pourtoutn € N, 0 < u—' < M qui est un ferme général positif de série (exponentielle)
n: n:

n

u q s 2
convergente (vers el*l), donc | > —- | est absolument convergente par comparaison de terme généraux
n.

positifs de séries convergentes, donc | convergente | car A est de dimension finie.
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Exercice 41 : Analyse - Extremums liés
Soit f 'application de R? dans R définie par
f(z,y) — 42® + 120y — o>
Soit C = {(z,y) € R?, 2® +y* = 13}.
1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C.

2. Soit (u,v) € C un point ou f atteint un de ses extremums.
(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel ) tel que le systéme (.S) suivant soit vérifié

(S):{Zlu + 6v = Mu

6u — v = M

(b) Montrer que \* — 3) — 40 = 0. En déduire les valeurs possibles de ).
3. Déterminer les valeurs possibles de (u, v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

1. C en tant que sphére euclidienne (un cercle, donc, en dimension 2) de centre (0,0) et de rayon /13 est
fermée et bornée dans I'espace de dimension finie R?, donc compacte, et f est continue car polynomiale

sur C. Le théoréme des bornes atteintes s’ applique et dit que‘ f atteint un minimum et un maximum sur C. ‘

2. (a) Onréécrit C = {(z,y) € R?, g(z,y) =0} ol g : (z,y) — 2” + y* — 13 est différentiable sur R* car polyno-
miale.
On a, avec (u,v) € C,

Vg(u,v) = (%(u,v), %(u’ v)) = (2u,2v) # (0,0)

car0 ¢ C. Comme f est aussi différentiable, le théoréme d’optimisation sous contrainte s’applique : on

a )€ R fel que Vf(u,v) = (%(u, W), %(u, m) = (Su + 120, 12u — 20) = AVg(u, v).

Aprées simplification par 2, on obtient exactement

dJu + 6v = Au
(5):{
6u — v o= v
©) Ono(5)<:>{(/\_4)u - v =0
6u — (A+1lv = 0

Comme (u,v) # (0,0) ¢ C, ce systéme n’est pas de Cramer : il a admet plusieurs solutions distinctes, et
a donc un déterminant nul.

On adonc bien‘ A—4)(A+1)—36 =X —3\—40=0. ‘Ainsi,

0= (A—g)2—f’_(A—g—§’) (A—%ﬁ-%) — (A —8)(A+5)

3. m Pour\ = -5, on obtient & partir de (5) I'équation 6v = —9u soit v = —gu.
Or (u,v) € C,donc

13:u2+02:u2+%u2:14—3u2,

ce qui donne\ (u,v) = (=2,3) ouU (u,v) = (2, —3). \
On calcule f(-2,3) = f(2,-3) =16 — 72 — 9 = —65.

m  Pour A =8, on obtient & partir de () I'équation 4u = 6v soit u = %v.

Avec un calcul similaire au cas précédent, on obtient donc’ (u,v) = (—3,—2) ou (u,v) = (3,2). ‘
On calcule f(—3,-2) = f(3,2) =36+ 72 — 4 = 104.
Or on sait que le minimum et le maximum de f sont parmi ces valeurs.

Ainsi, nécessairement, mcinf = —65 et mgxf = 104.
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Exercice 42 : Analyse - Résolution d’une EDL,
On considére les deux équations différentielles suivantes :

22y’ —3y=0 (H)
2zy’ — 3y =z (E)
1. Résoudre I’équation (H) sur l'intervalle |0, +c|.

2. Résoudre I'équation (E) sur l'intervalle ]0, +oo].
3. ’équation (E) admet-elle des solutions sur I'intervalle [0, +oo[?

1. Sur 0,400, z — 2z et © — —3 sont continues, le premiére ne s’annulant pas, et (H) s’agit d'une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 homogéne. Une primitive de z +— 23 étant z +— gln |z| = gln z, le théoréme
X
de structure dit que

les solutions de (H) sur |0, +oo] sont les fonctions « — Cedlne = Cz+/z pour C € K.

N

. Sur o, +ool, on a également z — /x continue, et (E) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 d'équa-
fion homogéne associée (H).
Premiére méthode La forme de I'équation peut inciter & la recherche d’une solution particuliére sous la
forme fo : z — ay/z avec a € K. Une telle fonction est dérivable, de dérivée fj : z — 2 Alors

2z
fo est solution de (E) sur R <= pourtoutz >0, av/z — 3a/z = /z <= a= —%.

vE

T q . ‘s
Donc fo:z S est solution particuliere.

Deuxiéme méthode Si on ne devine pas la forme d’une solution particuliére, on peut utiliser la méthode de
variation de la constante qui consiste & chercher une solution sous la forme fo : = — A(z)z*/2 avec A
une fonction dérivable sur R .

Une telle fonction est dérivable, de dérivée f} : = — N (z)z/? + gA(x)\/:E. Alors

fo est solution de (E) sur Rf <= Va >0, 22°%N(z) = vz < V>0, XN(z)= 305"

Ve

On peut choisir A : = — ;—xl et obtenirque fo : x — — 5 est solution parficuliere.

7

Par théoreme de structure, | les solutions de (E) sur |0, +oco[ donc les fonctions z — Czy/z — 7“7" pour C € K.

3. Supposons que f soit solution de I'équation (E) sur I'intervalle [0, +-o0].
II's’agit donc d'une fonction dérivable sur [0, +oo], solution de E sur ]0, ool
Rt — K
Onadonc C eKtelque f : fo_ﬁ Siz >0
r 2
f(0) siz =0
Nz

Comme 2 x 0 x f'(0) — 3f(0) = +/0, on a nécessairement f(0) = 0 et donc pour tout z > 0, f(z) = Cx/z — Tm
qui n‘est pas dérivable en 0 car z — 2/z = z*/? I'est et z — /z ne I'est pas.
Un autre argument possible consiste & étudier le taux d’accroissement, pour x > 0,

f@) =10 o 1

— —00
T 2/ z—o0+

ce qui contredit une nouvelle fois la dérivabilité en 0.

Bref,‘ (E) n"admet aucune solution sur [0, +ocol. ‘
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Exercice 43 : Analyse - Suite récurrente et équation fonctionnelle
Soit zo € R. On définit la suite (u,,) par uo = o et,

Vn € N, upq1 = Arctan(uy,).

1. (a) Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de z,, le sens de
variation de (u,,).
(b) Montrer que (u,,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer ’ensemble des fonctions /1, continues sur R, telles que : Vz € R, h(x) = h(Arctan z).

1. (a) Savoir représenter une telle suite récurrente sur un dessin !
Notons que, comme Arctan est définie sur R, la suite (u,) est bien définie sur R.
Posons g : x — Arctan x — z fonction dérivable sur RR.

2
T

1
AlorsVn € N, unt1 —un = g(u,) €tVz eR, ¢ : 2z~ 522 = Ty < 0 nulle seulement en 0.
Ainsi, g est strictement décroissante sur R et on remarque que ¢(0) = 0.
Finalement, g est positive sur R~ et négative sur R™, nulle seulement en 0.

Remarguons enfin que vu la croissance de la fonction Arctan et le fait que Arctan0 = 0,

R~ et R sont des intervalles stables par Arctan.

—— y = Arctan(z) 1 /

X —0 0 +00 Y=z
—_— uy= -2
//-y “+00 — =17
Arctan(z) 0 .
—0 3 ) = 1 2 3
9(z) + 0 -

Alors —

[ | et par stabilité (et récurrence) de R~ par Arctan, Vn € N, u, € R™.

Comme g est positive sur R™, | (u,,) croft.

n et par stabilité (et récurrence) de R* par Arctan,Vn € N, u, € RT.

Comme g est négative sur R", | (u,) décroit.

Remarque : Si xo = 0, la suite est en fait constamment nulle. Sinon, les monotonies sont méme strictes
car Arctan est strictement croissante.

Autre rédaction possible : comme la fonction Arctan est croissante, la suite (u,,) est monotone. En effet,
en composant n fois par Arctan,

wo < ur = VnelN, u, =Arctan” (uo) < unt+1 = Arctan”(uq)

et
uo = ur = Vn €N, u, = Arctan” (uo) = unt+1 = Arctan” (u1).
Or u1 — up = Arctan(zo) — zo = g(xo) et I'étude précédente de g permet de refrouver la conclusion.

(b) Dans le premier cas (u.) € RY est une suite croissante majorée par 0, dans le deuxiéme cas, (u,) € RY
est une suite décroissante minorée par 0.
Dans tous les cas, le théoreme de la limite monotone assure I’'existence de sa limite £ € R.
Par continuité de la fonction Arctan, le passage a la limite dans la relation de récurrence assure que
£ = Arctan ¢ soit g(¢) = 0.

L'étude de la question précédente donne alors unigue point fixe de la fonction Arctan.

2. Analyse Supposons h fonction continue sur R, telle que Va € R, h(z) = h(Arctan z).
Soit 2o € R. En utilisant la suite (u,) de la question 1, on obtient par récurrence Vn € IN, h(zo) = h(un).
Or u, — 0 donc, par continuité, h(u,) — h(0) et, par unicité de la limite, h(zo) = h(0).
Comme cela est valable pour tout 2o € R, on en déduit que h est une fonction constante sur R.
Synthése Réciproquement, foute fonction h constante est continue sur R et vérifie Vz € R, h(z) = h(Arctanz).

Conclusion | L'ensemble des h continues telles que h = h o Arctan est I'ensemble des fonctions constantes. ‘
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Exercice 44 : Analyse - Autour de I'adhérence
Soit £ un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.
1. (a) Rappeler la caractérisation de I'adhérence d’un ensemble a I'aide des suites.
(b) Montrerque AC B— A C B.
2. Montrerque AUB = AU B.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.
3. (a) Montrerque ANB C AN B.

(b) Montrer, a I'aide d’'un exemple, que I'autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra prendre
E = R).

1. (@ [2€d < 3(annen €AY, an —z]

Autrement dit, A est I’ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.
(b) ‘Supposons A C B. ‘

m Avec des suites : Soit z € A. Alors z est limite d’une suite d’éléments de A qui est aussi une suite

d’éléments de B, donc z € B. Ainsi,

= On peut aussi revenir & la définition : si z € A, pour fout r > 0,

@ # B(z,r)NAC B(z,r)NB

donc B(z,r) N B # @ donc x € B. Ainsi,

= On peut utiliser la caractérisation de I'adhérence comme étant le plus petit fermé contenant la
partie : comme B est un fermé contenant B donc A, il est plus grand au sens de I'inclusion que A

c’est-a-dire
2.0nadéaAc AuBetB C AU B, donc, avec la question précédente, A cCc AuBetB c AuB donc
AUB C AUB.
Puis

m Avec la caractérisation : guges’r un fermé contenant AU B, donc le plus petit ensemble vérifiant cette
propriété vérifie AUB C AU B.
m  Avec des suites : siz € AU B, on a une suite (z,)nen € (AU B)X telle que z, — .

Soit les ensembles Ny = {n € N, z,, € A} et N = {n € N, z,, € B} vérifient Ny UINg = IN. L'un d’entre
eux au moins est donc infini.

On peut alors, avec un tel ensemble infini, construire une extractrice ¢ dont I'image est exactement cet
ensemble : {¢(n),n € N} = IN4 ou {¢(n),n € N} = Np.
On obtient alors (zy()),, .y € AY OU (T(n)), oy € B" felle que z,, — z, donc z € AU B,

Donc AU B c AU B eft, finalement,| AUB = AU B.
3, () m Aveclb:AnBcAetAnBc BdoncANnBc Adonc ANB c Bdonc|ANBc AnB.

m  Avec la définition : siz € An B, pour tout r > 0, B(z,7) N AN B # @ donc B(z,r) N A # o et

B(z,r)NB#@doncz e AnBetonabien| ANB C ANB,.

m Avec la caractérisation : A N B est un fermé contenant AN B car A ¢ A et B ¢ B, donc
ANBC ANB.
(o) Prenons E=R, A=[0,1[et B =]1,2]. Alors ANB=2 =2 C AnB = {1}.
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Exercice 45 : Analyse - Autour de I'adhérence

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit £ un R-espace vectoriel normé. On note || - || la norme sur E.
Soit A une partie non vide de E. On note A 'adhérence de A.
1. (a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
(b) Prouver que, si A est convexe, alors A est convexe.

2. Onpose Vz € E, da(z) = ig£ |z — all.
(a) Soitz € E. Prouverque d4(z) =0 =z € A.

(b) On suppose que A est fermée et que V(z,y) € F2,Vt € [0,1], da(tx + (1 — t)y) < tda(z) + (1 —t)da(y).
Prouver que A est convexe.

1. (@) |z€Ad < T(an)nen € A%, a, — .

Autrement dit, A est I’ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.
(b) Supposons A est convexe, et donnons-nous z,y € A ett € [0, 1].
On a donc (an)nen € AT et (by)nen € AN telles que a, — x et b, — y.
Alors (tan + (1 — t)bn)nen € AN par convexité de A et ta, + (1 —t)b, — tx+ (1 —t)y donc tz + (1 —t)y € A.

En résumé, | A est convexe.

2. (a) Soitz € E tel que da(z) = 0.
= Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure : on a (a,,) € A" telle que

o = anll — in Jlz ~ all = da(z) =0,

c'est-a-dire a,, — x.
Par caractérisation séquentielle de I’adhérence,
= Par caractérisation de la borne inférieure : pour tout r > 0, on a € A tel que ||z — a|| < r (r n"est pas
un minorant de {||z — a||, a € A}), autrement dita € AN B(a,r) # @ donc
(b) On suppose que A est fermée et que V(z,y) € E?, vt € [0,1], da(tz + (1 — t)y) < tda(z) + (1 —t)da(y).
On asedonne z,y € Aett € [0,1]. On veut montrer que tx + (1 — t)y € A.
Comme z,y € A, da(z) = da(y) =0 donc

0<daltz+(1—t)y) <t-0+(1—1)-0

donc da(tz + (1 —t)y) = 0.
On en déduit avec la question précédente que tz + (1 — t)y € A.
Or A est fermée donc A = Adonc tz + (1 — t)y € A.

Finalement, on a bien montré que | A est convexe.
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Exercice 46 : Analyse - Etude d’une série semi-convergente
On considére la série >  cos (m/ n2+n+ 1).
n=1
1. Prouver que, au voisinage de +co,

1
7r\/n2+n+1:n7r+z+ozz+0(7>
n n

2

ol « est un réel que I'on déterminera.

2. En déduire que ) _ cos (m/ n2 +n+ 1) converge.

n=1

3. > cos (7r\/n2 +n+ 1) converge-t-elle absolument?

n=>1

1. On utilise le développement limité fort en 0 en & I'ordre 2

1 (1
1.1 9
(1—|—x)%:1+1x+%)x2+(9(x3):1+%x—1x2+(’)(a:3)

2 2 8
Ona
1
2
m/n2+n+1=nnr 1+l+i2
non
—0
1/1 1 1/1 1\° 1
—’nﬂ‘<1+2(n+n2)—8(n+n2> +O<TL3)>
1/1 1 1 1 1
:nﬂ—(1+§<%+ﬁ)_§ 74—0(;))
1 3 1
= 1 —_— e _—
mr( +2n+8n2+o(n3))

donc Wm:nw+g+%+0<%).

2. On en déduit que

cos (7T\/Tl2+ﬂ+1> = cos (nﬂ—l—g—&—g—ﬂ'—i—(’) (%)) =(—1)"cos <g +:—Z+(’) (%))

8n

-t ro(d)) < (o ()
&)

—0

= (_1)"“3—7r +O( ! )

8n n?

Or Z(—l)"“g—z converge en vertu du théoreme spécial sur des séries alternées car (2—2) décroit et tend

n

1 A A
vers 0, etun O (—2> est un ferme général de série absolument convergente donc convergente par compa-
n

raison au ferme général positif de série de Riemann convergenfe — car2 > 1.

n
L'ensemble des termes généraux de séries convergentes formant un espace vectoriel,

Z cos (7r\/ n?2+n+ 1) converge.

n>1

3. D’apres la question précédente,

con (wvaT F 1) = [0S o ()] ~ |-

tferme général positif de série de Riemann divergente (série harmonique).

Par comparaison de séries & tfermes généraux positifs, Z cos (m/n2 +n+ 1) ne converge pas absolument.
n>1
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Exercice 47 : Analyse — Rayon de convergence et somme de séries entiéres

Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de convergence et calculer
la somme de la série entiére sur I'intervalle ouvert de convergence.

3n2n
LY Z

n>1

azn = 4”
2. ) a,z" avec "
a2n+1 = 5n+1

1. La série entiere étant lacunaire, on utilise le critere de d’Alembert général. Pour tout réel z, on pose

n,.2n

up(x) = o Pour z non nul,

3na?
n+1

1 3nx2n
Donc, si [32%| < 1 c’est-a-dire si || < —= alors »
\/g n>1 n
3nl_2n

1 1
z| > — alors diverge. On en déduit que R = —.
= > = 2 - 7

Un+1 (I)

— !3902!
n—+oo

converge absolument et si |32°| > 1 c’est-a-dire si

BN
V3 V3

+o0 3nz2n +o0 (3:82)11

,S(a:):z - :Z o

n=1 =1

On pose Vx € ]

oo p

Or, d’apreés les développements en séries entiéres usuels, on a vt € |-1, 1], E — = —1In(1-1).
n
n=1

1 1
V3 V3
2. Posons les suites (by,) et (c,) telles que b, = agp Sin = 2p et 0 sinon, et ¢, = agp+1 Sin = 2p + 1 et 0 sinon.
Alors les séries entieres » ~bna" et > c,2™ ont méme rayon de convergence que » _ az,z”" ety agn 1z’
respectivement. Or

Ainsi| Vz € }

[, S(z) = —In (1 —32?%).

v . . . . 1
m ) 4" =" (42”)" converge si et seulement si [42%| < 1 si et seulement si |z < 5 : son rayon de

1
convergence est Ry = 5

n ) . . ) 1
m ) 5" =% 7 (527)" converge si et seulement si [52%| < 1'si ef seulement si x| < — : son rayon de

V5

1
convergence est Ry = —.

V5

Finalement, > " a,z™ est la somme des séries entiéres » " b,2" et >~ c,z™ qui ont des rayons de convergence

Ry # R, donc celuide » " ana™ vaut| R = min(Ry, R;) = %

Autre argument possible avec la sommabilité : les séries Z asmz’" et Z asn412°" " convergent absolument

toutes les deux si et seulement si c’est le cas de Zanx" : c’est un résultat de sommabilité (théoréme de
1

7

Aufre argument possible sans la sommabilité : azn,z*" — 0 et az,+12>" T — 0 si et seulement si a,z™ — 0.

D’aprés ce qui précede, on en déduit également que (sommation par paquet ou passage par les sommes
partielles ou en utilisant une sommme de séries entieres)

sommation par paquets avec IN = 2IN U (2IN + 1)). On en déduit que R = min(R1, R2) =

11 n n " L or
vme}*?ﬂ,sm =2 ana" =3 (42%)" 452> (52")" =| T + T
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Exercice 48 : Analyse - Orthogonal de R[X] pour la norme N;
C° ([0, 1], R) désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R.

1
Soit f € C°([0,1], R) telle que ¥n € N, / t" f (t)dt = 0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
2. Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0, 1] vers f.
(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0, 1] vers f2.

n—-+oo

(b) Démontrer que / P,(t)f(t)dt —— / F2(t) dt.
0

() Calculer / P () (B dt.

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0, 1].

1. Toute fonction f continue sur un segment [a, b] et O valeurs réelles ou complexes est limite uniforme sur ce
segment d’une suite de fonctions polynomiales.

2. On pose, pour f € C°([0,1],R), fonction continue sur un segment donc bornée, N, (f) = sup |f(t)].
tefo,1]

(a) fetP,— fétant continues sur le segment [0, 1] donc bornées,
vt € [0,1], |Pu(t)f () = f2(&)] = |F ()] - |Pa(®) = ()] € Noo(f)Noo(Pa — f)-

On en déduit que

Noo (Puf = f*) < Noo (f) Neo (Pn — f) e)
Or (P,) converge uniformément vers f sur [0, 1] donc N (P — f) P 0.

Donc, d'aprés (1), N (Pnf — f?) ——— 0.

n—-+4oo

Donc | (P, f) converge uniformément sur [0, 1] vers f2. ‘

(b) On utilise le théoreme d’intégration d’une limite uniforme de fonctions continues sur un segment :

H1 vn € IN, P, f est continue sur [0, 1].
H2 D’aprés la question précédente, (P, f) converge uniformément sur le segment [0, 1] vers 2.

n——+oo

Donc / Pa( dt——»/olfz(t) dt

(c) P~ / P(t)f(t)dt et P — 0 sont linéaires et coincident sur la base canonique de R[X] donc elles sont
0

1
égales. Ainsi, / P,(t)f(t)dt =
0

1
3. D'aprés les questions 2.(b) et 2.(c), on a / F2(t) dt = 0. Or £ est positive et continue sur [0,1], donc f2 est
0

nulle sur [0, 1] et donc ’ f estnulle sur [0, 1]. ‘
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Exercice 49 : Analyse — Théoréme d’intégration terme & terme

—+o0
Soit > " a,, une série absolument convergente & termes complexes. On pose M = » _ |a,|.
n=0
2
On pose Vn € N, Vt € [0, +oo|, fn (t) = a : ¢
n:

1. (a) Justifier que la suite (a,,) est bornée.
(b) Justifier que la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, +oo].
+oo

On admet, pour la suite de I'exercice, que f : t — Z /= (t) est continue sur [0, +o0].

n=0

“+oo
2. (a) Onadmet que Vn € IN, g, : t — t"e~ " est intégrable sur [0, +oo] et / gn(t)dt = nl.
0

+oo
En déduire la convergence et la valeur de / | fn ()] dt.
0

+oo +oo a tn . +o00
P Inlet)dt =3 an.
(b) Prouver que /0 > e | dt 7;) a

n=0

n

xz R

1. Rappelons que, Vx € R, E — converge vers e”.
n:

(@) > an converge absolument, donc converge simplement; donc la suite (a,,) converge vers 0 et donc
\ elle est bornée. \

+ oo
Autre méthode : On remarque que Vn € N [a,| < M =) _|ay).
p=0

(b) Soit t € [0,4+00[. OnaVn € N, |f, (t)| < M%. Or la série % converge, donc > fu(t) converge
absolument, donc converge. ' '

On a donc vérifié la | convergence simple de >  f,, sur [0, +oo].

2. (a) Soitn € N. ‘ fn estintégrable sur [0, +oo] ‘ car | fa| : t — |a—:‘|gn(t) d‘ou la convergence de l'intégrale et
n.

“+ oo
sa valeur / | fn(®)| dt = |an].
0

(b) On utilise le théoreme d’intégration ferme & terme pour les séries de fonctions.

+oo
H1 Z fn converge simplement sur [0, +oo[ et a pour somme f = Z fn d’apres 1.(b) dont on a admis

n=0

la continuité sur [0, 4+-oco].
H2 vn € N, f, estintégrable sur [0, +oo[ d"aprés la question 2.(a)

+oo

H3 Ni(fn) = / |fn (t)|dt = |an| Terme général de série convergente par hypothese.
0

Alors f est intégrable sur [0, +co[ et on @

400 +oo n +oo 400 n +oo 400 +oo + oo
ant” _4 dt | = ant —tqt — an e~ tdt = an | _
> e =2 e A= efdt=3 Tynl=|D_an
0 ' n=0"0 ' n=0 70 n=0

n=0 n=0
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Exercice 50 : Analyse - Etude d’une intégrale & parameétre
e—2t

T+t

1. Prouver que F est définie et continue sur ]0; +oo].

dt.

—+o0
On considére la fonction F : z — /
0

2. Prouver que z — xF(z) admet une limite en +oco et déterminer la valeur de cette limite.
3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oo, de F(z).

10; +oo[x[0; +00] — R
1. Notons f : o2t
(z,1)
T+t
On utilise le théoreme de continuité des intégrales & parametres :
—2t

H1 vt € [0 ool @ = f(o,1) =~

est continue sur ]0; +oo|.

H2 Vz €]0; +o0], t — f(z,t) est continue par morceaux sur [0; +oo].
H3 Domination sur tout segment Soit [a, b] un segment de ]0; +oo[. Va € [a, b], Vi € [0; +00],

F@ 0] < e = o)

avec ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur [0; +oo[ car 2 > 0.

x4+t

+ o0 —2t
On en déduit que| F : x — / © 4t est définie et continue sur 10; +o0].
0
+oo

x
2. VxE}O,—I—oo[,a;F(z)—/O g
On utilise I’'extension du théoréme de convergence dominée appliquée & (hz)zcjo;toof
Tr—r+00

e~?'dt. Posons Va € ]0; 400, V¢ € [0; +00[, he(t) = -2e >,

H2 Toutfes les fonctions h, et la fonction h sont continues par morceaux sur [0; 4-oo].

H3 Domination globale Yz € ]0;+o0[, V¢ € [0;+0c[, |ha(t)] < 72" = h(t) et h est continue par morceaux,
positive et intégrable sur [0; +ool.

+o0 + o0 + oo
Donc / he(O)dt — [ g(t)dt = / et = o AINSL| B () ———
0 0 0

1
z—+00 z——+o00 2

1

T—+00 %

3. Etdonc| F(x)

Autre méthode (mais qui n’est pas attendue ici) : le changement de variable w = =z + t donne

+oo —2u
(S f . . Py
F(z) =e** / du ce qui redonne existence et continuité.
u
x

e~ 2u 2u+1

Puis, la dérivée de u — valant u +— ———
u

e~2%, on « remarque » que

e 2 2u+1 _o,

U u—too 2u?

I

donc par infégration des eéquivalents de fonctions positives dans le cas de convergence,

+oco —92q4 7 +o0
2z 2u+1 —2u 2 € 1
F(x)~e /I 57 © du=¢e"" |- o =_—.

x

Ou alors on effectue une intégration par parties et on utilise un théoreme d’infégration de o dans le cas de
convergence.

. S 1
D’ol en particulier zF(x) g
Tr—r+00
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Exercice 51 : Analyse - DSE d’Arcsin et calcul d’'une somme de série
(2n)!

1. Montrer que la série Z m

converge.
On se propose de calculer la somme de cette série.

2. Donner le développement en série entiére en 0 de ¢t — en précisant le rayon de convergence.

1
VAR /
Remarque : dans I’expression du développement, on utilisera la notation factorielle.
3. En déduire le développement en série entiére en 0 de = —— Arcsin x dinsi que son rayon de convergence.

“+oo
4. En déduire la valeur de Z %

- (2n)!
1. Onpose Vn € N, u,, = —(n!)224”(2n—|— ) > 0.
Unt1  (2n+2)2n+1)(2n+1)  (2n+1)2 1
un  (n+12242n+3) 8(n+1)(2n+3) +o 4
Ainsi, —— " —+> i < 1. Donc, d’apres la regle de d’Alembert, Zun converge.

2. D’aprés le cours, Va € R, u — (1 4+ u)® est développable en série entiere en 0 et le rayon de convergence R
de son développement en série entiére vaut 1 si a« ¢ IN. De plus,

Vuel-1,1[, (1+u)" _1+Z O‘_"+1) u”
En particulier, pour oo = —% efu=—-t, R=1etVt €] —1,1],
(=@n-1), .,
— _1+Z Sl (="

En multipliant numérateur et dénominateur par 2 - 4---2n = 2™n!, on obtient

Vi€l —1,1], —— —1++f @)l
s+ \/17_1; - — (2"71!)2
1R ()
lusion: | R =1 etV €] —1,1], - vl
COhC usion R etV E] ) [ m go (2"77/')2

3. D’aprés la question précédente, en remarquant que = €] — 1,1[ <= t = z* € [0,1[ et [0, 1[C] — 1, 1[, il vient

1 S 271
el iy = 5 e
avec un rayon de convergence R = 1.
1
VI—a2?

D’aprés le cours sur les séries entiéres, on peut intégrer terme & terme le développement en série entiere de

Or Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] avec Arcsin’ : z —

1 p .
z — ———— et le rayon de convergence est conservé. On obtient

V1—x2

—+o00

. . (QH)! 2n41
Vo €] —1,1[, Arcsinz = Arcsin0+ 7; mm

=0

avec un ‘ rayon de convergence R = 1. ‘

4. Prenons x = % €] — 1,1[ dans le développement précédent. On en déduit que

+ o0
m ! (2n)! 1
6 rcsin <2> nz:;) 22"(n!)2(2n+ ]_) 22n+1

= (2n)! m

Done 2‘6 )22 (2n+1) 3’

n=
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Exercice 52 : Analyse - Dérivées partielles et classe C' d’une fonction de deux variables
Soit & € R. On considére I'application définie sur R? par

1. Prouver que V(z,y) € R?, 22 + 4> —zy > % (1‘2 + y2).
2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R?.
(b) Déterminer o pour que f soit continue sur R>.

3. Dans cette question, on suppose que a = 0.

(a) Justifier 'existence de % et ?

of

(b) Justifier I'existence de —(0 0) et —— 8f (O 0) et donner leur valeur.

sur R*\ {(0,0)} et les calculer.

(c) f est-elle de classe C' sur R*?

1. L'inégalité & démontrer est équivalente & (z — y)* > 0, ce qui est bien vrai.

2. (a) En particulier, si (x,y) # (0,0), 2> +y*> —zy > 0 donc‘ f est bien définie sur R,

(b) f estcontinue sur R?\ {(0,0)} par opération. Pour que £ soit continue en (0, 0), il faut que « soit la limite

de fen (0,0).
Or, avec lI'inégalité de la question 1, si (z,y) # (0,0), 0 < f(z,y) < L <9 ,z2 +9° = 2y% donc
’ ’ b) b ’ ~X b) ~X x2+y2 ~ 1‘2+y2
flz,y) m pour que f soit continue sur R2.
x,y)— (0,
4
Remarque : on aurait aussi pu utiliser les coordonnées polaires pour calculer la limite de 223_ > (< 2r2).
x
3. (0) Les dérivées partielles % et % existent sur R* \ {(0,0)} par opérations.
On frouve aprés calcul, pour (z,y) # (0,0),
40 3 (242 — 3 472
O (g = YW= o Oy, v OV Syt in)
Oz (22 +y? — zy) %y (22 +y? — zy)
(b) = Lapplication partielle f; : x — f(x,0) vaut 0 que z soif nul ou non, donc f; : x — 0.
Donc f2,(0) = %(0’0) existe et vaut (;f (0,0) = 0.
® L'application partielle f, : y — £(0,y) vaut y* lorsque y # 0 et 0 sinon, donc f, : y — 3.
Donc f,(0) = gf( 0) existe et vaut gf (0,0) =0.
(c) Par opérations, f est-elle de classe C* sur R? \ {(0,0)}.
Analysons la continuité de af % en (0,0) : on avu que ?(O ) = gi (0,0) = 0.
On calcule, pour (z,y) # (0,0), avec la question T,
4
Lon| < L2 <y -2 0
Ox (x2 +y2)? (2,9)—(0,0)
of Ay 2" — 3oy + 4% _ 4 (2Jy° +3la|y” +4[y|2%)
< < <42yl +3|z|+4 —0
[ L e 21yl +3Jel + ) ———
af _of of _9f
4one g V) om0 T a0 gy () e 0= 5y )
Donc f f sont continues en (0, 0).

Finolemen‘r,‘ f est de classe C! sur R?. ‘

I?ernarque . on aurait aussi pu utiliser les coordonnées polaires pour calculer les limites de
4y |y — 2z (< 12r) ot 4y3‘2y2 7317y+4a:2‘
(22 +y2)° (z2 +12)°

(< 36r7).
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Exercice 53 : Analyse - Etude d’une série de fonctions

_ T
T 14 ntat”

On considére, pour tout entier naturel » non nul, la fonction f,, définie sur R par £, ()

1. (a) Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n>1

+oo
On pose alors Vz € R, f(z) = Y _ fa(x).
n=1

(b) Soit (a,b) € R* avec 0 < a < b. Z fn converge-t-elle normalement sur [a, b] ? sur [a, +o00[?
n>1

(¢) > _ fn converge-t-elle normalement sur [0, +oo[?
n>1

2. Prouver que f est continue sur R".
3. Déterminer la limite lorsque =z — +o0o de f(x).

1. (@) OnaVneN*, f.(0)=0donc ) f.(0) converge.

x . 2z iy 2 4 2
2] qui est un terme général positif de série convergente (série de

Siz # 0,0 < |faulz)] <

n4x4 - n4 |ZC|3
Riemann avec 4 > 1) donc par comparaison de séries & termes généraux positifs, an(x) converge
absolument donc converge.

On a bien montré que Z fn converge simplement sur R.
n=1

(b) Soit (a,b) € R* avec 0 < a < b. Pour fout z € [a, +oo[, = # 0, donc comme dans la premiére question,

= _ 1

= : qui ne dépend pas de z.
nird n |CC|3 =3 a3n?

| fn(2)] <

Donc f, est bornée sur [a, +-00[ €t Neg [a,4+00((fn) < ——7 Qui est un toujours un terme général de série
a>n
convergente comme dans la question précédente.

On a donc bien convergence normale sur [a, +oo, et a fortiori sur [a, b] C [a, +oo[ de Z fn.
n=>1

(AVeC Noc,[a,b](fn) < Noo,[a,+oo[(f’ﬂ)')

(¢) On montre que Z f» Ne converge pas normalement sur [0, +ool.
n>1

m |l suffit pour cela de trouver une suite (z,)nen € [0, +oo[N telle que an(xn) ne converge pas
absolument. En effet, comme |fn(zn)| < N, [0,4+00[(fn) daNs [0, 4-o00], oN aura alors divergence de

Z Noo,[0,+oo[(fn)-

Comme le probléme se situe au voisinage de 0, il est naturel de chercher une suite fendant vers 0.
1 1 . A At .

PosonsVn € N*, x,, = o AlorsVn € N*, fo(zn) = o, Qui est un terme général de série divergente

(série harmonique) et donc, a fortiori, non absolument convergente.

m  On peut aussi conclure en calculant exactement N (0, +0[ (f2) €F €n vérifiant gqu’ils’agit d'un terme
général de série divergente. On a f,, dérivable sur [0, +oo],

(1 + n4x4) — - 4dnta® 1 —3ntz?t (1 + \/§n2x2) (1 = \/§n2x2) (1 + \/gnsz) (1 + %nm) (1 = {l/gnx)

M NS _ _ _
f (14 nta” (1 +ntaty” (1+ nizt)? (1 + nizt)?
1 1
Donc f,, est positive, croissante sur [0, —— | et décroissante sur | ——, +OO]' Donc
! P [ 3/%] {\4@”
1 3
Neee (= o (35 ) = 19

qui est un ferme général de série divergente (série harmonique).

2. On ufilise le théoréme de continuité des séries de fonctions.
Comme les f,, et donc f sont impaires, il suffit de travailler sur Ry . Or

H1 VneIN*, f,eC’(RY).
H2 Z fa converge uniformément sur tout [a, +oo[ pour a > 0 donc au voisinage de fout point de R

Donc f est continue sur fout [a, +oo[ pour a > 0, donc sur R .

Par impori’ré,‘ f est continue sur R. ‘
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3. On ufilise le théoréme de limite des séries de fonctions.
1

H1 Vn € N*, fu(z) ———0carpours >0, fu(w) ~ ——.

H2 Z f» converge uniformément sur tout [1, +o0[ donc au voisinage de tout point de +oo.

—+o0
Donc| f(z) —— 0=0.

z—+o0
n=1
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Exercice 54 : Analyse - Norme et continuité d’une forme linéaire
Soit £ I'ensemble des suites & valeurs réelles qui convergent vers 0.
1. Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites & valeurs réelles.
2. Onpose Vu = (un)nen € E, |Ju|| = 5161% [tn|.
n

(a) Prouver que || - || est une norme sur E.

(b) Prouver que YV u = (un)nen € E, Z 2:1 converge.
+oo 7

(c) Onpose Vu = (un)nen € B, f(u) = 27111. Prouver que f est continue sur E.
n=0

1. m FE estune partie de RY,
E est non vide (par exemple la suite nulle est une suite réelle tendant vers 0),
par propriété de la limite de suite, une combinaison linéaire de suites réelles tfendant vers 0 est une suite
tendant vers 0.
Par caractérisation, ‘ E un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites & valeurs réelles.

2. (a) Bonne définition Une suite réelle tendant vers 0 étant bornée, ||u|| est bien définie pour u € E, & valeurs
réelles (et positives, ce qui est aussi une conséquence de ce qui suit).

Séparation Soit u € €. Si ||ul| = 0, alors pour tout n € N, |u,| = 0 = u, donC u = (0)nen = Og.
Homogénéité Siu € E et A € R, comme || > 0,

[Aull = sup (|A] lunl) = [Al sup [un| = [A] - [[ul] .
nelN ne€lN

Inégalité triangulaire Siu,v € £ etn € N,
[un + vn| < |[un] + |va] < |Jull + |9l qui ne dépend pas de n
donc [lu + v|| < [Jull + [[v]].
. U 1\" 1\" L . L
(b) Soitu = (un)nen € E. Alors, comme u,, — 0, 2n—:‘1 =o0 ((5) ) avec (5) terme général positif de série
géométrique convergente car 3 €] — 1, 1[. Par comparaison de séries a termes positifs,

> 2n11 est absolument convergente en dimension finie, donc converge.

(¢) Onremarque que f est une forme linéaire de E car pour tfout u,v € Eet A € R, f(u+ Av) = f(u) + Af(v)
par linéarité de I'évaluation, et f est & valeurs réelles.
Comme E est de dimension infinie, sa linéarité n’est pas automatique : il faut trouver une constante
ceRftellequevucE, |f(u)|<clul.
Or, siu € E, par inégalité triangulaire et définition de ||-

,

NS Jul (R 11 B
[f(u)] < nZ::O ontt S ;W flull = 5 X @ [lull = [lull

ce qui confirme‘ la confinuité de la forme linéaire f. ‘
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Exercice 55 : Analyse - Suites vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2
Soit « un nombre complexe. On note E I'ensemble des suites & valeurs complexes telles que

Vn € N, tunt2 = 2aunt1 + 4(ia — 1)uy

avec (ug,u1) € C2.
1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des suites & valeurs complexes.
(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.
2. Dans cette question, on considére la suite de E définie par uo = 1 et u; = 1.
Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe w,, en fonction de n.
Indication : discuter suivant les valeurs de a.

1. (@) = On peut utiliser la caractérisation des sous-espaces vectoriels :

* E est une partie de I'espace vectoriel CT.
* E n’est pas vide car il contient la suite nulle.
* FE eststable par combinaison linéaire : si u,v € E et A € C, on vérifie que pour tfout n € N,

(u + )\U)n+2 = Up+2 + AUpt2 = Qa(u + ’\U)n+1 + 4(ia — 1)(u + )\v)n

par linéarité de I'équation de récurrence.
m  On peut aussi plus élégamment remarquer que
cN — ¥

E=Kerf ou f:

u  — (un+2 — 2aun+1 — 4(ia — l)u")nem

c'est-a-dire f = g*> — 2ag — 4(ia — 1) iden linéaire car g : u (“"+1)nem endomorphisme de C~ par
linéarité de I’évaluation.
On obtient bien que | E est un sous-espace vectoriel de CT, ‘

(b) On considéere I'application

E — ¢?
@
u ('LL(), U1)

Elle est linéaire (foujours par linéarité de I'évaluation), bijective car la connaissance du couple (uo, u1)
de complexes détermine enfierement et uniquement la suite, vu la relation de récurrence qui définit E.

Il s’agit donc d'un isomorphisme, ce qui justifie que \ dim F = dim C? = 2. \
2. L'éqguation caractéristique associée & la récurrence est

O:r2—2ar—4(ia—1):(7’—a)2—(a2+4ia—4) :(r—a)Q—(a+2i)2:(r—2(a+i))(r+2i).

Soit 2(a + i) # —2iie a # —2i etl’équation posséde deux racines distinctes 2(a +1i) et —2i. Onaalors A, B € C
tel que

[VneN, u=A4-(2a+0)"+B- (-2)"

. up =1= A+ B (L1)
Les conditions initiales donnent
ur=1= 2(a —+ I)A — 2iB (Lz)
- 2i(L1) + (L2) , 2(a+1)(L1) — (L2) . N 241 _ 2(a+i)—1
Les opérations a+2) 30+ %) conduisent & | A = 72((1 2 et B = 72@ T
Soit 2(a +1) = —2iie a = —2i etl’équation possede une racine double —2i. On a alors A, B € C tel que

’Vn €N, u, =(A+nB)(=2i)" \

=1= A L
Les conditions initiales donnent o (1)
Cequiconduitd|A=1etB= % = 1l
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Exercice 56 : Analyse — Exiremums d’une fonction de deux variables
Soit f la fonction définie sur R? par V(z,y) € R?, f(z,y) = 22° + 62y — 3y + 2.
1. f admet-elle des extrema locaux sur R*? Si oui, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R? ? Justifier.
3. On pose K = [0, 1] x [0, 1]. Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K puis le déterminer.

1. Comme f est de classe C' car polynomiale, et comme R? est ouvert, si elle admet un extremum local, ¢’ est
en un point critique.
Or on calcule, pour (z,y) € R?, g—i(x,y) = 62° 4 6y et %(m’ y) = 6z — 6y.
Les points critiques de f sont les couples (z,y) € R? tels que = = y et 62 + 6z = 0, il s’agit donc des couples
(0,0) et (—1,-1).
Comme f est méme de classe €2, on peut calculer la hessienne en ces points.

& f o’ f O f
2 _— = = —_— = —
Or, pour (z,y) € R=, 92 (z,y) = 12z, 920y (z,y) =6 et 052 (z,v) 6.
0 6 Z . . z ' .
B Hy(0,0) = ( ) a un déterminant strictement négatif, donc (0, 0) est un point selle.
6 —6

—12

6
) a un déterminant strictement positif, donc
6 —6

] Hf(—l,—l): (

‘ f présente un extremum local strict en (-1, —1). ‘

Comme, de plus, sa trace est strictement négative, Sp (Hy(—1,—-1)) C R* et

’ il s"agit d’un maximum local strict, valant f(—-1,—-1) = 3. ‘

De plus,‘ £ n‘admet ni minimum local, ni maximum local autre que celui en (-1, —1). ‘

2. Comme f(z,0) = 22> 4 2 a des limites +oo lorsque z — +oo, | f Ne peut admettre d’extremum global.

3. K =[0,1] x [0, 1] est un compact de R? en tant que produit cartésien de deux compacts, ou bien encore de
fermé borné en dimension finie.
Comme f est continue sur K, le théoreme des bornes atteintes assure I’existence d’un maximum global de
fsur K.
S'il est atteint en un point de I'ouvert K, c’est en un point critique. Or K =]0,1[2 et (0,0) ¢ K, (-1, —1) ¢ K.
C’est donc sur le bord K de K qu'il est atteint.

Découpons ce bord K en quatre morceaux :

s 9K, =[0,1] x {0} s OKs=[0,1] x {1} DK [ 0%

B 0K, = {1} x[0,1] m 0Ky = {0} x[0,1] - N

Le bord 0K se paramétre en z € [0,1] ety = 0. Or, g1 : = +— f(x,0) = 22 + 2 est strictement croissante sur
[0, 1] et atteint un maximum en z = 1 valant f(1,0) = 4.

Le bord 0K» se paramétreenz =1 ety € [0,1].Or, go :y — f(l,y) =4+ 6y —3y> =7 -3 (y — 1)2 atteint un
maximum en y = 1 valant f(1,1) = 7. On aurait aussi pu faire I’étude de la fonction gs.

Le bord 0K; se paramétre enz € [0,1] ety = 1. Or, g3 : « + f(x,1) = 22 + 6z — 1 est strictement croissante
sur [0, 1] et afteint un maximum en 1 valant f(1,1) = 7.

Le bord 9K, se paramétre enz = 0 ety € [0,1]. Or, g4 : y — f(0,y) = 2 — 3y? est stricternent décroissante sur
[0, 1] et atteint un maximum en 0 valant f(0,0) = 2.

Finolemen‘r,‘ le maximum global de f sur K vaut 7 ‘ (et il atteint un un point unique : (1, 1)).

[On obtient aussi le minimum global de f sur K valant 2, atteint en un point unique : (0,0).]
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Exercice 57 : Analyse - Différentiabilité et classe C' d’une fonction de deux variables

1. Soit f une fonction de R? dans RR.

(a)
(b)

Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0, 0).

Donner la définition de « f différentiable en (0, 0) ».
2. On considére I'application définie sur R? par
2 — ¢ .
fog) = | Wiy SE@N 00
0 si (z,y) = (0,0)

(a)
(b)

Montrer que f est continue sur R>.
Montrer que f est de classe C* sur R>.

1. ()

)

2. Onc

(@)

()

Ve>0, 3n>0, ¥(z,y) €R? |(z,9)|| <n=|f(z,y) — f(0,0)] < s‘ pour n‘importe quelle norme |||
sur R,
1 différentiable en (0, 0) si et seulement si

il existe ¢ € £ (R* R) telle que f(h, k) = f(0,0) + £((h,k)) + 200 (| (R, E)]])-

onsidére |'application définie sur R? par

2 2

-y .
F@y) = xyxZ e si (z,y) # (0,0)
L si (xvy) = (0,0)

f est continue sur R? \ {(0,0)} par opérations.

) ) $2+ 2
_ < 2 e - .
PU. i (2,) # (0,0):|£(,9) — F(0.0)] < ay] T2 = s3] ———r 0 dONC f(a,y) = £(0,0)

Donc | f est continue sur R2, ‘

f est de classe C' sur R?\ {(0,0)} par opérations.
Pour obtenir la classe C* en (0, 0), il faut montrer que les dérivées partielles existent et sont continues en

(0,0).
. 2y
Remarquons que, si (z,y) # (0,0). f(z,y) = a2y (1 — y2)' Alors
9 92 A3 ym2—y2 x2+y2 +4m2y3
O (1= )+ L _$EANE st
o Y (x2 4+ y?) (z2 +y?)

of

Par ailleurs, I'application partielle f, :  — f(z,0) = 0 que z soit nul ou non, donc %(O, 0) existe et vaut
f2(0) = 0. Enfin,

ZLwn-Loo

_ vl (2® + %) (2® + %) + 42y |y _ vl (% +92)° + 4 (& + ) |yl _

5
(% +y2)° (x2 4 y2)? i (2,4)—(0,0)

of

Donc Pz est continue en (0, 0).
x
On aurait aussi pu utiliser les coordonnées polaires g
€T

of
Jy

(rcosf,rsinf)| < 5r

(#,9)—(0,0)

Par antisymétrie f(y,z) = — f(x,y). on a aussi que existe et est continue en (0, 0).

Finalement, | f est de classe C! sur R?.

Remarque : cefte fonction due & Péano est célebre pour éfre un confre-exemple du théoreme de

0 f T

(le signe se voit par I’antisymétrie), ce qui permet de conclure que f n’est pas de classe C? en (0,0).

Schwarz : on vérifie que les dérivées partielles d’ordre 2 existent bien et que
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Exercice 58 : Analyse - Différentielle d’'une application bilinéaire
1. Soit E et F deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit « ¢ I et soit f : £ — F une application.
Donner la définition de « f différentiable en a ».
2. Soit n € IN*. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit ¢ = (e1, ez, ..., ¢e,) Une base de FE.
Onpose Vz € E, ||z||c = 1r£ia<)ﬂxi|7 oluz= inei etV(z,y) € ExE, H(:c,y)” = max (||]/oc, [|Yloo)-
On admet que ||.||.. est une norme sur E erc:ue |||l est une norme sur E x E.
Soit B : E x E — R une forme bilinéaire sur E.

(a) Prouver que
3CeR", ¥(z,y) € E X E, |B(z,y)| < Cllz]|colylloo-

(b) Montrer que B est différentiable sur E x E et déterminer sa différentielle en tout (uo,v0) € E x E.

1. f différentiable en a si et seulement si

il existe £, € L (E, F) telle que f(a+ h) = f(a) +La(h)+ o (||h])-

h—0g

2. (a) Une premiere solution consiste a affirmer que B est bilinéaire sur E de dimension finie donc est auto-
matiquement continue (pour n‘importe quelle norme), ce qui se fraduit d’aprés le cours par |’existence
d’une constante C € R™ tel que

V(z,y) € E*, |B(z,y)| < Cllz|| , Iyl -

Si on veut redémontrer ce résultat du cours et préciser C, on décompose dans la base e les vecteurs

z =Y me;ety=> y.e; of onadlors par bilinéarité

i=1 =1

n

1Bz, y)l =D > wiy;B(eie;)| <D |mil|y;| B (eire5) < ( > B(ez"@j)> 2| . 19l

i=1 j=1 i=1 j=1 1<i,5€<n

donc|C= > |B(eie;)||convient.

1<i,5<n

(b) On calcule

B(uo + h,vo + k) = B(uo,v0) + B(h, vo) + B(uo, k) + B(h, k)
avec ¢ : (h,k) — B(h,vo) + B(uo, k) linéaire sur E par bilinéarité de B. En effet,

¢((h k) FA(K ) ) = B(hA+AR,00)+B (o, k+AK') = B(h,v0)+AB (R, v0) + B (wo, k) +AB (uo, k') = £( (. k) ) +2¢ (', K') )

Il reste & montrer que B(h, k) = o h, k))).
que B(hK)= o (I(hHKI)

C’est une conséguence de la question précédente

|B(h, k)| < C|(h, B = ||k, 1) (Cll . W)

donc

—_
’ (h,k)—0

=
s
>
=

Finalement, | B est différentiable en (uo,vo) et d B(uo, vo) : (h, k) — B(h,vo) + B(uo, k). ‘
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m ALGEBRE : EXERCICES 59 A 94

Exercice 59 : Algébre - Etude d’un endomorphisme sur des polynémes

Soit n» un entier naturel tel que n > 2.
Soit E I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K (K = R ou K = C) de degré inférieur ou égal a

OnposeVPeE,f(P)=P-—P.
1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres :

(a) sans utiliser de matrice de f,
(b) en utilisant une matrice de f.

2. Soit Q € E. Trouver P tel que f (P) = Q.
Indication : si P € E, quel est le polynéme P +1) ?

3. f est-il diagonalisable ?

1. (@) f=idg—DouD: P~ P estlinéaire car Dl'estetsi P € E = K,[X].deg(f(P)) < max(deg P, deg P') < n
donc f € L(E).
Comme FE est de dimension finie, il suffit de démontrer que f est injectif.
OrPecKerf < P=P.Comme

dog P’ — degP —1 sidegP >1
S sinon

onadonc PeKerf <= degP =—-o0 < P =0g.

Donc f estinjective, donc | f est bijectif | car E est de dimension finie.

(b) Calculons la matrice de f dans la base canonique B = (1, X,...,X") de E. On a f(1) = 1 et pour fout
ke [l,n], f(X*) =-kx*'+Xx* . Donc

Io=1  Qreveeeeeenes 0

L =2 :

M = Mats(f) = o
. . 'O
(0) R -

est une matrice friangulaire supérieure sans coefficient nul sur la diagonale : elle est inversible et

f est bijectif.

2. Soit Q € E.Pour P € Eetk e IN,ona (f(P))*® = p® — pltD),

Comme P =0, Y (f(P))* = P — PI"*Y) = P par télescopage.
k=0

Ainsi, I'unique antécédent de Q par f est| P =Y " Q™.
k=0

3. Vula matrice de f calculée précédemment, Sp(f) = {1}.
Si f était diagonalisable, elle serait représentée par la matrice identité, ce qui contredit le fait que f # idg.

Autre argument possible, si f était diagonalisable, on aurait dim E1(f) = dim E1(M) = n —rg(M — I,) = 0
ce qui contredit le fait que rg(M — I,) = n — 1 (Ou que M — I, n“est pas inversible, plus simplement, car sa
premiere colonne est nulle).

Ainsi, | f n"est pas diagonalisable. ‘
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Exercice 60 : Algébre — Noyau et image d’'un endomorphisme matriciel
. . 12 . g
Soit la matrice A = ( ) et f 'endomorphisme de M- (R) défini par f (M) = AM.
2 4

. Déterminer une base de Ker f.
. f est-il surjectif?

. Déterminer une base de Im f.
. A-t-on M (R) =Ker f ®Im f?

A W N =

x+22=0
T 2t = =-2
M= Y| ekerf > AM =0, « J¥TH=0 re T
P 2¢+42=0 y=—2t
20+ 4t =0

donc Ker f = {( 722 =2), (z,t) € R’} = Vect ((129),(5732)) e’r‘((*fg),(gf)) est une base de Ker f.

z t

libre car non colinéaires

2. Comme f € £ (M2 (R)) et comme M- (R) est de dimension finie, la surjectivité de f équivaut & son injectivité.

Or, d’apres la question précédente, f n'est pas injectif. ‘ Il n"est donc pas surjectif non plus.

3. D’aprés le théoréme du rang, dimIm f = rg f = dim M2 (R) — dim Ker f = 4 — 2 = 2. |l suffit donc de connaitre
deux vecteurs (matrices) non colinéaires de Im f pour en avoir une base.

Orf((ddN=0G9etr((8N=(D nesonTpcscolinéaires,donc‘((ég),(gé)) est une bcsedelmf.‘

Autre rédaction possible :

Imf—{(“zz y”t),(x,y,z,new}—{(mzz)(l O>+<y+2t>(° 1),<x,y,z,t>eﬁ4}
2¢ +4z 2y +4t 2 0 0 2
= Vect ,
2 0/ \o 2

libre car non colinéaires

4. On a déja, par le théoréme du rang (ou les questions précédentes), dim M (R) = dim Ker f 4+ dim Im f.
On s’intéresse alors & Ker f NIm f. Or, Si a,b,c,d € R,

-2 0 0 -2 1 0 0 1 a=2c
a +5b =@ +d <— < a=b=c=d=0
1 0 0 1 2 0 0 2 —2b=d

eKer f €lm f

donc Im f NKer f = {O2} et finalement, ‘ My (R) =Ker f & Im f. ‘
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Exercice 61 : Algébre — Norme d’algébre et exponentielle de matrice

On note M., (C) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients complexes.
Pour A = (aw)1<1<n € M, (C), on pose

1<jisn

Al = max |ai]-

1<jisn
1. Prouver que ||-|| est une norme sur M,, (C).

2. Démontrer que
V(A,B) € (Mo (C))?, |AB|| < n|lAll||B]l-

Puis, démontrer que, pour tout entier p > 1,

1AP] < "7 AP

2
3. Démontrer que, pour toute matrice 4 € M,, (C), la série Z % est absolument convergente.

Est-elle convergente ?

1. II's’agit de la norme infini sur R™.
Bonne définition Le maximum étant pris sur un ensemble fini, il Ny a pas de probléme de définition. Il est &
valeur réelle (et positive, ce qui est aussi une conséquence des propriétés suivantes).
Séparation Soit A € M,,(C). Si ||A| = 0, alors pour tout (i, j) € [1,n]?. |a:;| = 0= a; ; donc A = O,.
Homogénéité Si A € M,,(C) et A € R, comme |A| =0

1Al = max ([Allai;]) = [Al max lai;| = |A]-[[A].
1<J<n 1<ji<n

Inégalité triangulaire Si A, B € M,,(C) et (4,5) € [1,n]?,
lai; + bi | <laij| + |bij] < ||A| + [|B]| qui ne dépend pas de (i, j)

donc ||A + BJ| < [|A[l + || B]|.
2. Si A, B € M,(C) et (i,5) € [1,n]?,

3

lai k] - 1brgl < D (Al IBII) = n[lA]l - |B]|
k=1 k=1

[[AB];,;] <

donc|||AB| < n||A] - |1B]. \

On montre que pour tout entier p > 1,‘ | <nP~t AP ‘por récurrence (sil'interrogateur insiste pour qu’elle

soit posée) :

Initialisation Pour p = 1, il n"y arien & faire. Le cas p = 2 découle de ce qui précéde avec A = B.
Hérédité Soit p > 1 tel que ||AP|| < nP~' || A||P. Alors, en ufilisant I'inégalité précédente avec B = AP,

HAp-H” _ HA x ApH <n HAH . HApH < n? HAHP-H

par hypothése de récurrence, ce qui établit la récurrence.

P
% < L % qui est un terme général positif de série (expo-

3. On en déduit que pour tout p € IN, 0 < ' .

. A
nentielle) convergente (vers %n””)

AP .
), donc E —r est absolument convergente | par comparaison de
p!

tferme généraux positifs de séries convergentes.
On peut aussi utiliser une norme d’algébre, par exemple une norme subordonnée, pour laquelle
N (AP) < N(A)? pour conclure.

. o L . AP
Comme M, (C) est de dimension finie, | la converge absolue implique la convergence de la série Z —
D
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Exercice 62 : Algebre - Polynédme annulateur et somme directe
Soit £ un espace vectoriel sur R ou C.
Soit f € L(E) tel que f? — f —2Id = 0.
1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~' en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker (f + Id) @ Ker (f — 2Id)

(a) en utilisant le lemme des noyaux.
(b) sans utiliser le lemme des noyaux.

3. Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie. Prouver que Im (f + Id) = Ker (f — 21d).

1. Comme f2— f—2idg =0,0na fo (%f — %idE> =idg = (%f — %idE> o f donc f est bijectif de réciproque

J7t =5 —ide).

2. (@) Comme P = X? - X —2= (X +1)(X —2) est un polynébme annulateur de f, avec (X + 1) A (X —2) =1
donc, par le lemme de décomposition des noyaux,

‘E:KerP(f) :Ker(f—i—idE)@Ker(f—QidE).‘

(b) Raisonnons par analyse-synthése pour obtfenir I'unicité puis I'existence de tout vecteur de z € E en
somme d’un vecteur de Ker (f + idg) et d'un vecteur de Ker (f — 2idg).

Analyse Supposons que x s'écrive effectivement
T =z1+ 22 1)

avec z1 € Ker (f +idg) = E_1(f), c'est-a-dire f(z) = —z, et z1 € Ker (f — 2idg) = E»(f), c'est-a-dire
f(x) = 2z. Alors
f(x) = f(z1) + f(x2) = —x1 + 222 (2)

On obtient, & I'cide de %(2 1) — (2)) et %((1) + (2)) :

1
m =3 @0 @)

1

22 = 3 (2 + /()

d’ou I'unicité de I'écriture, sous réserve d’existence.
Synthése Réciproquement, posons z; = é 2z — f(x)) et za = % (z+ f(x)). Alors

B t+tr2==2x

" o) = 5 (2(@) - @) =

x1 € Ker (f +idg).
B f(xa) = % (f(@) + f(z) = % (2f(x) + 22) = 2z car f2(z) — f(x) — 2z = 0 PAr hypothése, donc
z2 € Ker (f — 2idEg).
D’ou I'existence
Conclusion On adonc montré queVz € E, 3! (z1,22) € Ker (f +idg) x Ker (f —2idg), x = z1 + x2,
c’est-a-dire

(f(z) —2z) = —z; car f2(z) — f(z) — 2z = 0 par hypothése, donc

W =

‘E:Ker(f—i—idE)@Ker(f—QidE).‘

3. Comme E est de dimension finie, d’aprées la formule du rang puis en utilisant le résultat de la question précé-
dente. dimIm (f +idg) = dim F — dimKer (f + idg) = dim Ker (f — 2idg)) .
Il suffit donc de démontrer une seule inclusion pour obtenir I'égalité des deux sous-espaces.
Fixonsy € Im (f +idg). Onaz € Etelque y = f(z) + «.
Alors f(y) = f2(x) + f(x) = 2f(x) + 2z = 2y car, par hypothése, f?(x) — f(z) — 2z = Op.
Ainsi, y € Es (f) = Ker (f — 2idg).
On adonc Im (f +idg) C Ker (f — 2idg) et donc‘lm(f—f—idE) = Ker (f — 2idg). \
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Exercice 63 : Algébre — Endomorphismes normaux

Soit £ un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté (- | - ). On pose Vz € E, ||z| = 4/ (z|z).
Pour tout endomorphisme = de E, on note «* I'adjoint de w.
1. On suppose dans cette question que £ = R? muni du produit scalaire canonique.
Déterminer un endomorphisme « de E, non nul, vérifiant vz € E, (u(x)|z) = 0.
2. Soit u € L(E). Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(i) uou" =u"ou.
(i) Y(z,y) € E?, (u(@)|u(y)) = (u"(z)]u"(y))-
@iy Vz € E, [[u(z)|| = [lu*(x)]|-

1. ‘ La réponse est négative. ‘

m I suffit de considérer la rotation plane de centre (0,0) et d’angle g C’est, par définition, un endomor-

phisme tel que pour tout (z,y) € R?, u(z,y) L (x,y) : une rotation d’angle g transforme un vecteur en

un vecteur qui lui est orthogonal.
m Si on préfére faire des calculs, on peut se placer dans le plan complexe. Alors I’écriture d’une telle
rofatfion est, en notant (', y') = u(z,y).

x +iy :ei%(x—l—iy) =i(z+1iy) = —y+iz

/
T =—-y
{y/:x

ce qui redonne la linéarité de u et le fait que (u(z,y)|(z,y)) =o'z +y'y = —zy + 2y = 0.
m Sion préféere utiliser des matrices, on représente v dans la base canonique par la matrice de rotation

cosy —sinjg 0 -1
Rg_(sin;T cos’2r>_<1 0)
x’ 0 -1\ /(=z —y
-0 0-0)
et on a de nouveau (u(z,y)|(z,y)) =2’z +y'y = —zy + xy = 0.
2. Le plus efficace consiste & démontrer le cycle d’implications

Donc

On retrouve alors le fait que

| () = (i) = (i) = ()|

(i) = (iii) On suppose uou* =u* owu. Soit z € E.

@I = (u@u@) = (@ @@) = @u@ @) = O @)=l @I
de u* de u*
(iiiy = (ii) Onsuppose Vz € E, |ju(z)|| = ||u*(z)|. Soit (x,y) € E2. En utilisant les identités de polarisation et la
linéarité de u et u*, on peut écrire
(u(@)|u(y)) = 7 (lu(@) + w(@)|* - |ul@) —w(y)|*) = i (lu@ +)II* = lu(z = y)I1*)

=

lu” @+ I? = " (@ - v)I?)

N N

Dj/\/\

[ (2) +u” @)II° ~ llu”(2) — u*(y)HQ) = (u"(z)|u"(¥))

(ii) = (i) On suppose V(z,y) € E2, (u(w)|u(y)) = (u* (x)‘u*(y))

Soitz € E.Ona
u*ou(z) =uou(z) < u*ou(r)—uou*(z) =0p < u*ou(zr)—uou*(z) € {0g} =E.
Calculons donc, poury € E,
(" o u(e) —uou' (@|y) = (" ou(@|y) - (wou'@)y) = (u@|u()) - (u" ()

défﬁfion
de u*

= Or
(i

u(y))

Remarque : lorsque c’est le cas, on dit que u est un endomorphisme normal.
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Exercice 64 : Algébre — Caractérisation de supplémentarité du noyau et de I'image en dimension finie
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n.
1. Démontrer que E = Im f @ Ker f = Im f = Im f°.
2. (a) Démontrer que Im f = Im f?> <= Ker f = Ker f°.
(b) Démontrer que Im f = Im f?> — E = Im f @ Ker f.

3. Si E n’est plus supposé de dimension finie, lesquelles des propriétés démontrées précédemment restent
vraies ? Justifier.

1. m Notons que sans aucune hypothése, on a déjd Im f? ¢ Im f.
En effet, siy € Im f2, onaz € E telque y = f%(x) = f (f(x)) € Im f.
m  Supposons désormais que E = Im f @ Ker f et montrons I’autre inclusion.
Soity eIm f.Onazx € F telque y = f(x).
Commezec E=Imf@Kerf,onaz € Kerfety €lmftelquexs=2"+1y' Alors
y=f(z)=f(2")+5 ) = Q).
~——

=0g

Mais comme ¢’ € Im f,on az” € Etelque y' = f (). Ainsi, y = £ (f (2')) = f? (2”) € Tm f>.

On a donc bien | Im f = Im f2,
2. (0) = Onadéjavuqu’on avait toujours | Im f2 C Im f |sans hypothése particuliére.
Vérifions qu’on a aussi| Ker f € Ker f2.

En effet, siz € Ker f, f*(z) = f(0g) = 0g donc z € Ker f2.
m  Comme E est de dimension finie, I'égalité de deux sous-espaces pour lesquels on a déja une inclu-
sion est équivalente a I’'égalité de leurs dimensions.

Par ailleurs, le théoréme du rang nous dit que
dimIm f =rg f = n — dim Ker f dimIm f? = rg f? = n — dim Ker f>
Ainsi,
Imf=Imf? < rgf=rgf>
<= dimKer f = dim Ker f2
< Ker f = Ker f?

(o) Supposons Im f = Im f2. D'aprés la question précédente, on a aussi Ker f = Ker 2.
Par théoréme du rang, on a déja ‘ dim E = dim Im f + dim Ker f. ‘

Premiére méthode Vérifions que ‘ Im fNKer f = {0g}. ‘L’inclusion réciproque est directe.

Prenonsy € Imf NKer f:onax € Etelque y = f(z) et f(y) = f3(z) = 0g.
Donc z € Ker f? = Ker f puis y = f(z) = 0.
Deuxiéme méthode Vérifions que ‘ E=1Imf+Ker f. ‘ L'inclusion réciproque est directe.

Prenons = € E. Alors f(z) € Im f = Im f2 donc on a2’ € E tel que f(z) = f? («).
Posonsalorsy’ = f(z') e Im f etz =z — .

Onadlorsz =" + vy avec f(z”) = f(z) — f (') = f(z) — f?(2') =0 donc z” € Ker f ety € Im f et
on a bien montré que F = Im f + Ker f.

Dans tous les cas, on conclut que ‘ E=Imf ®Ker f. ‘

3. La question 1 n’utilise pas d’hypothése de dimension finie, le résultat est donc vrai en dimension quelconque.
. , K[X] — K[X]
On montre que la quesfion 2 ne fient plus avec le contre-exemple f : ) donc
P — P

K[X] — K[X]

P — P

P

On a Ker f = Ko[X] (polyndbmes constants), ‘ Ker f? = K1 [X] # Ker f | et pour‘ron‘r‘ Im f = Im f? = K[X]. ‘

Enfin, comme Ker f N Im f = Ko[X] # {0}, ‘ Im f et Ker f ne sont pas supplémentaires dans K[ X]. ‘
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Exercice 65 : Algébre — Polynébmes d’endomorphismes et polynémes annulateurs

Soit © un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (= R ou C). On note K[X] 'ensemble des
polynémes a coefficients dans K.

1. Démontrer que
V(P,Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
2. (a) Démontrer que
V(P,Q) € K[X] x K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).
(b) Démontrer que, pour tout (P, Q) € K[X] x K[X],

(P polynéme annulateur de v) = (PQ polynédme annulateur de v)

-1 -2 e
3. Soit A = ( ) Ecrire le polyndme caractéristique de A, puis en déduire que le polyndme
1 2

R=X"+2X3+ X? — 4X est un polyndme annulateur de A.

1. Posons P = X* et notons Q = Z be X, Alors, u étant linéaire,
£=0

u) = (Z MW) (w) =Y bt =t o (Z W) = P(u) 0 Q(u).
=0 £=0 £=0

Les applications linéaires P — (PQ)(u) et P — P(u) o Q(u) coincident donc sur la base canonique de K[X],
elles sont donc égales : ’ V(P,Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u). ‘

Les plus téméraires peunt faire le calcul direct pour P et Q quelconques : P = > a, X" et Q = > b X",

a a k=0 £=0
toujours par linéarité de u,

akngk'M (u) = Z apbpu e

O<k<m o<k<m
oe<n olLn

> > ax Zbgu ou)
Zaku> (Zb[u)

k=0

2. (@) |Puw)oQu) = (PQ)(u) = en utilisant la question précédente et la commutativité

sur K[X].
(b) Si P(u) = 0z(m). alors (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u) o P(u) = Q(u) 0 Og(m) = O (m).-
3. 0Onalxa=X?— (trA)X +detA=X*— X = X(X — 1).]
Oro0et1sontracinesde R = X* +2X?% + X? — 4X donc y4 = X(X — 1) divise R.
En outre, d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, x4 est un polyndme annulateur de A.

??‘

D’aprés la question précédente, | c’est aussi le cas de R. \
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Exercice 66 : Algébre — Caractérisation et racine carrée d’une matrice symétrique positive
1. Soit A € S,, (R). Prouver que A € S} (R) <= Sp A C [0, +oc].
2. Prouverque V A € S,, (R), A? € S} (R).
3. Soit A € S,' (R). Prouver qu’il existe B € S, (R) telle que A = B>.

1. m Supposons A € S;F (R) et donnons-nous A € Sp A (le théoréme spectral assure que toutes les valeurs
propres de A sont réelles) et X # 0 un vecteur propre associé.

Alors 0 < XTAX = AXTX = \||X|*> avec | X|* > 0, donc

m  Supposons A € S, (R) et SpA C R*'. Par théoréme spectral, on a P € O(n) et D = diag(\1,...,\,) OU
SpA={\,...,\n} CR" tellesque A = PDP~' = PDPT.

Y1
Soit X € M, 1(K).Onpose Y = PTX = ( : )

Yn

A1 (0) Y1 n
XTAX = XT(PDP)X = (P"X)"D(PX)=Y'DY = (v1 - vn) ( A ) ( : ) => Ay >0
Yn i=1

© An
donc| A € S; (R).

2. Supposons A € S, (R) et SpA C R*'. Par théoréme spectral, on a P € O(n) et D = diag(A1,...,A,) OU
SpA={\,...,\,} CR" tellesque A= PDP~' = PDPT. Alors

AT (0 AP (0
A’=P P l=P PT
0) A2 (0 A}

est | symétrique | grace & la deuxieme forme et | positive | grace & la premiere car ses valeurs propres sont les

A7 > 0.

3. Supposons A € S} (R). Par théoréme spectral, on a P € O(n) et D = diag(\i,...,\n) OU
SpA={\,...,\,} CR" tellesque A= PDP~' = PDPT,

VAT (0) VAT (0)
B=P P '=P PT
(0) Vin (0) n
est gr@ce d la deuxieme forme et gréce 4 la premiéere car ses valeurs propres sont les
Vi =0, et vérifie m
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Exercice 67 : Algebre - Diagonalisabilité dans R et C

0 a c
Soitlamatrice M =[5 0 ¢ | olUa,b,csontdesréels.
b —a 0
M est-elle diagonalisable dans M3 (R)? M est-elle diagonalisable dans M3 (C) ?

Calculons le polyndme caractéristique xa de la matrice M. Si ) € K,

A —a —c A —a —c
xvAN)=|-b X —¢|=|-b—X A+a 0
-b a A A—b 0 A—c¢
en effectuant les opérations Ly < Lo — Ly €t Ly < L3 + Ly.

En développant par rapport & la derniére ligne (c’est un peu brutal, mais il n'est pas facile de faire apparaitre
une factorisation, ici), on obtient

xu(A) = (A =bc(A+a)+ (A=) (AA+a) —a(b+ ) = —abe+ c(a —b)A+cA? + (A —¢) (A* — ab) = A\* + (ac — bc — ab)A

Finolemen‘r,‘ xa =X (X? = (ab+ bc — ac)). ‘

Cas ol ab + bc — ac > 0
Dans ce cas, M posséde frois valeurs propres réelles : —+/ab + bc — ac, 0, v/ab + bc — ac en dimension 3. Donc
‘ M est diagondlisable dans M3 (RR) et, a fortiori, dans M3(C). ‘

Casol ab+bc—ac=0

Dans ce cas, M posséde une unique valeur propre : 0. Si elle est diagonalisable dans M3 (R) ou dans Ms(C),
elle est semblable & la matrice nulle, donc elle est nulle. Ainsi, dans ce cas,

‘ M est diagonalisable dans M3 (R) (respectivement M3(C)) si ef seulement sia = b = ¢ = 0. ‘

Cas ol ab +bc—ac <0
Dans ce cas, M posséde trois valeurs propres complexes : —ivac — ab — be, 0, ivac — ab — be en dimension 3.
Donc ‘ M est diagonalisable dans M3 (C). ‘

‘ Elle ne I'est pas dans M;3(R) ‘ pour plusieurs raisons :

m soit parce qu’elle a des valeurs propres complexes non réelles : si elle était diagonalisable dans Ms(R),
cette diagonalisation serait aussi dans M3(C) et les valeurs propres complexes sont les mémes que les
valeurs propres réelles;

soit parce que y s N'est pas scindé dans R[X];
soit parce que 0 est sa seule valeur propre et elle n’est pas nulle (voir cas précédent) par exemple.
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Exercice 68 : Algébre - Plusieurs méthodes de diagonalisabilité et diagonalisation
1 -1 1
Soitlamatrice A= | -1 1 -1
1 -1 1
1. Démontrer que A est diagonalisable de trois maniéres :

(a) sans calcul,
(b) en déterminant le polynéme caractéristique et la dimension des sous-espaces propres,
(c) en calculant A2,
2. Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R?® est A.
Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est diagonale.

1. (a) A étant symétrique réelle, | elle est (ortho)diagonalisable ‘ par théoreme spectral.

(b) Al'aide des opérations ¢y «+— C1 — Cs + C3 puis (L2 +—— Lo+ Lyet Ly <«— L3z — Ll), on obtient

A-1 1 1l A-3 1 1l A-3 1 -1
xa)=| 1 A=1 1 |=[3=x A=1 1 [=|0 Xx 0|=X1-3)
-1 1 A—-1] [A-3 1 A-1 0 0 A

donc Sp A = {0, 3} et 3 est une valeur propre simple, donc le sous-espace propre associé est une droite
vectorielle.
La diagonalisabilité est donc équivalente au fait que le sous-espace propre Ey(A) soit de dimension 2.
Onremarque quergA=1car0 # C, = —Cy = C3 donc dim Ep(A) =3 — 1 = 2.
Ainsi, dim Eo(A) + dim E3(A) =2+ 1 =3 donc ‘ A est diagonalisable. ‘

(c) Oncalcule A? =3A donc P = X? - 3X = X (X — 3) est un polynéme simplement scindé annulateur de
A donc ’ A est diagonalisable. ‘

2. D’apres le théoreme spectral, les sous-espaces propres étant deux & deux orthogonaukx, il suffit de choisir une
base orthonormale de chaque sous-espace propre. Pour E3(A), c’est facile, il suffit de normer le seul vecteur

de base frouvé et on obtient|e; = (%, 75 %)

On peut ensuite normer un premier vecteur de Ey(A) :|ex = (% % O) puis

m obtenir un vecteur (directement) orthogonal aux deux premiers (donc toujours dans Ey(A)) et normé en

calculant ey Aex = ez = (—%, %, %) (Rappel : le produit vectoriel est au programme en Physique )

m obfenir un deuxiéme vecteur de Ey(A) formant une base orthonormale de Ey(A) en utilisant Gram-
Schmidt : on pose ez = (1,1,0) puis e3 = (—1,0,1) + Ae2 avec A tel que es L £2. On trouve A = 1 puis

es = (—1,3,1) et onretrouve e; et e3 en normant les vecteurs.
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Exercice 69 : Algebre - Rang et diagonalisabilité d’'une matrice & paramétre

0

a 1
On considére lamatrice A= |a 0
1

1 | ou a est un réel.
a 0
1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

1. On peut déterminer le rang de A par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

a+1lal at+l a 1 a+1l 1 a
rg A = I‘g(a+101) = rg( 0 —a o) = rg( 0 0 —a) = rg( 0 —11—a)
C1+C1+Ca+C3 a+110/) Lij«L;—L, 0 1—a -1/ CyeCy 0 —11—a/ Ly+Ls 0 0 —a

. 2 siae{-1,0 ) ) )
Ainsi, | rg A = {3 sinon { } car, pour a € {—1,0}, on obtient une matrice avec une ligne ou une colonne
|

nulle, et les deux autres indépendantes.

Remarque : on aurait aussi pu calculer det A = a(1 + a) (ce que I'on refrouve avec les mémes opérations
qu’ici, les signes sortis par les deux échanges de colonnes se compensant) et calculer directement le rang
de A poura € {—1,0}.

2. Calculons le polyndme caractéristique de A avec les mémes opérations. Soit X € K.

A —a -1 A—a—1 —a -1 A—a—1 —a -1
xa(A)=|-a A -1 U Rl S SES | I 0 Ada 0
—a -1 A A—a—1 -1 X 0 a—1 A+1
A—a—1 -1 —a A—a—1 -1 —a
ol B 0 Atal, = 0 A41 a-1|=A—-a-1)A+1)(A+a)
0 A4+1 a-1 0 0 Ata

donc xa=(X—-a—-1)(X+1)(X +a)etSpA ={a+1,—-1,—a}. Remarquons que

1
a+1l=-1 <= a=-2 a+1:—a<:>a:—§ —l=—-a < a=1

[ ] ‘Siagz{l,—l/z,—z},‘ A possede frois valeurs propres distinctes en dimension 3 donc

‘ A est diagonalisable. ‘

] 2 est valeur propre simple et —1 est vgleur propre double. Alors A est diagonalisable si et seule-
ment sile sous-espace propre E_1(A) est de dimension 2, car dim E2(A) = 1 comme 2 est valeur propre
simple.

OrA+1Is= (% i %) est derang 1 donc dim E_;(A) = 3 —rg(A + I3) = 2 par la formule du rang.
Remarque : on qurait aussi  pu trouver  dim E_;(A) en remarquant  que
(% i %) (i) = (§) <= x+y+2z=0décritun plan de R?,

111 z

Donc ‘ A est diagonalisable. ‘

Remarque : c’estimmédiat en remarquant que dans ce cas A est symétrique réelle.

[ —1 est valeur propre simple et £ est valeur propre double. Alors A est diagonalisable si et
seulement si le sous-espace propre £/, (A) est de dimension 2, cardim E_;(A) = 1.

=R =E s o
OrA-— %IS = ( —1/2 —1/2 1 ) n’est pas de rang 1 car ses deux premiéres colonnes ne sont pas colinéaires.
_1/2 1 _1/2

On conclut que ‘ A n’est pas diagonalisable. ‘

[ 2 est valeur propre simple et —1 est valeur propre double. Alors A est diagonalisable si et
seulement si le sous-espace propres E_(A) est de dimension 2, car dim Ez(A) = 1.

1 —-21 N o
OrA+1Is= (—3 ! %) n’est pas de rang 1 car ses deux premieres colonnes ne sont pas colinéaires.

On conclut comme dans le cas précédent que ’ A n’est pas diagonalisable. ‘

Finalement, ‘ A est diagonalisable si et seulement sia ¢ {—1/2, —2}. ‘
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Exercice 70 : Algébre - Eléments propres d’une matrice circulante

0

0 1
soitA=|[1 0 ofeMs(@).
10

0

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle diagonalisable ?

2. Soit (a,b,c) € C* et B = alz + bA + cA?, ol I; désigne la matrice identité d’ordre 3.
Déduire de la question 1. les éléments propres de B.

1. I s’agit du cas classique d’une matrice compagne (ou compagnon). C’est aussi une matrice de permuto-

tion.

Soit A € C. On calcule le polyndme caractéristique en annulant les coefficients de la premiéere ligne grace a
I'opération L, « L1 + ALz + A\?L3 puis un développement par rapport & la premiére ligne.

A0 —1 0 0 X-1
0|l=|-1 0 [=X-1
0 -1 X 0 -1 A

Comme SpA:IUg,:{l,j,j:f}‘ contient  trois valeurs propres distinctes en dimension 3,

A est diagonalisable. ‘

Les sous-espaces propres sont des droites vectorielles, il suffit donc de connaitre un vecteur propre associé &
chacune des valeurs propres pour les connaitre tous.

Or on remarque en en faisant la somme des colonnes que A (i) = G) Comme, de plus, G) #* (0)

0
0

Ei(A) = Vect (%)

—j 0 1 — 0
Puis A—jIs = ( éJ _1j o}).On remarque que, dans cette matrice, C1 +jCo+jCs = C1+j2Co+jCs = (11'3) = (8)
0

—j 0

1 1
et (]) # (§) donc Ej(A):Vect<j). On  aurait  aussi  pu  résoudre
J J
—jx+2=0 z=jx -
(ﬂ‘ 0 1) @ 0 . 3 y=jz
1 —jo (y):(0)<:> r—jy=20 Sqr=jr=2 & .
0 1 —j z 0 zZ =]

1
Comme A est réelle, F5(A) est le conjugué de Ej(A), donc | E5(A) = Vect (1)
J

y—jz=0 y =

J

2. Notons Q = a + bX + ¢X?3, donc B = Q(A).

Par la question 1, A = PDP ! avec D = (

0

O O
oo

111 Q() o o0
)e’rP:(lJ;).AIorsB:Q(A):P( 0 QW) 07)>P*1.
17 j

J
0 0 0 QJ

<.

Onadgjalsp B = {Q(1),Q(),Q (7)} = Q (Us).|

1 JE—
Notons C, = (%) C; = (]) et C; = C les colonnes de P (et vecteurs propres de A associés a chacune de
J

ses valeurs propres.)

SiQ(1) = Q) =Q(7).[Sp B ={a+b+c} et Bayoro(B) = Ms1(C) ]
SiQ(1). Q). Q (j) sont deux & deux disjoints, \ VA€ Us, Eq(B) = VectCy = Ex(A). \

SIQ(1) = Q) # Q (). Sp B = {Q(1),Q ()} |6t Ba) = Vect (€1, Cy) = Ex(4) & E;(A) of Eqp5) = Vect Cs = E5(A).

Les cas suivants sont similaires (ne pas les détailler a I'oral) :

SIQ(1) # Q) = Q (3).[Sp B = {Q(1), Q (§)} | et| Bquy = Vect C1 = Ex(A) et Eqq) = Vect (C;, C5) = E;(A) @ Ej(A).

SiQ(1) = Q (7) # Q) Sp B = {Q(1),Q ()} ‘e‘r‘ Eqq) = Vect (C1,C;) = Ei(A) @ E;(A) et Egg) = Vect G = Ej(A).
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Exercice 71 : Algébre - Etude d’une projection vectorielle

Soit P le plan d’équation = + y + z = 0 et D la droite d’équation z = = =

o<

z

g -

1. Vérifierque R® = P @ D.

2. Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallélement & D. Soit u = (x,y, z) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R?.

3. Déterminer une base de R* dans laquelle la matrice de p est diagonale.

1. Une premiére solution consiste & remarquer que 3 = dimR® =2+ 1 = dim P+dim D et PN D = {(0,0,0)} car
D = Vect(1,2,3) est engendrée par (1,2,3) ¢ P.
Mais une autre maniére de procéder consiste & raisonner par analyse synthése, ce qui aura la vertu de nous
donner la décomposition explicitement, ufile pour la suite.

Analyse

Siu = (z,9,2) € R® se décompose comme somme d’un vecteur de P et d’un vecteur de D, on @
(z',y',2') € Pet X € Rtel que
(:1:7 Y, Z) = (1:/3 yl7 Z/) + A(la 27 3)
—_——  ——

eP ebD
r+A==z
doncy +2X =y eta’'+y +2 =0.
2+ 3N=z

En remplagant, on obtient (z — X) + (y — 2\) + (2 — 3\) = 0, donc

A= %g%z,puis (x/,y',z/) = % bz —y—z,— —2x + 4y — 2z, -3z — 3y + 32)
d’ou I'unicité sous réserve d’existence.
Synthése
o P 1 T+y+z
Réciproguement, on vérifie que g br—y—2z—2c+4y—22,-3x—3y+32)e P, ———(1,2,3) € D et

1
(z,y,2) = 5 (br —y — 2z, 2w+ 4y — 2z, —3x — 3y + 32) +
décomposition.

Onadonc bien|R* =P @ D.

2. D'aprés le calcul précédent, | p(u)

%(1, 2,3), ce qui assure |'existence de la

1
== (5z —y—z,—2z + 4y — 2z, -3z — 3y + 32).

6
5 —1 -1
On a donc comme matrice de P dans la base canonique % -2 4 =2
-3 -3 3

3. |l suffit classiquement de choisir une base adaptée & R* = P @ D = Ker(p — id) @ Kerp pour obtenir une
matrice de p diagonale.
On a déja vu que D est engendrée par (1,2, 3). Il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires de P pour la
compléter.

Ainsi, par exemple, ‘ ((1,—1,0),(1,0,—1),(1,2,3)) ‘ est une base de R?® dans laquelle la matrice de p est

1 0 0
0 1 0
0 0 0
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Exercice 72 : Algébre - Diagonalisabilité d’'un endomorphisme de rang < 1

Soit » un entier naturel tel que n > 2.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n, et soit ¢ = (e1,...,¢e,) une base de E.
On suppose que f(e1) = f(e2) = -+ = f(en) = v, OU v est un vecteur donné de E.

1. Donner le rang de f.
2. f est-il diagonalisable ? (discuter en fonction du vecteur v)

1. Comme e est une base de E.rg f =1g(f (e1),..., f (en)) =1g (v). donc rgf:{(l) z:v?égE.
UV =Ug

2. m |Siv=0g, dlors f =0, est diagonalisable.

m Siv#0g, commergf=1=n—dimKer f, 0 est valeur propre d’ordre au moins n — 1.
Alors f est diagonalisable si et seulement si f admet une autre valeur propre, nécessairement simple.
Notons que le fait que 0 soit racine de x; d’ordre au moins n — 1 assure que ce polyndme est scindé.

On peut alors s’intéresser & la trace de f, égale & la somme des valeurs propres comptées avec multi-
plicité dans ce cas.

Pour cela, onreprésente f danslabase e et on obtient une matrice dont toutes les colonnes contiennent

U1 PHlooooooo U1
B V2 PRooooooo V2

les coordonnées de v dans e. Notons-les (v1, ..., vy, ). Alors Mate f = :
VUn v'n ...... Un

On en déduit que tr f = > v,

=1

Finalement, | siv # 0, f est diagonalisable si et seulement si tr f = Z”i #0.

i=1

En effet,

n

% sic’estlecas,onatrf = Z v; Qui est valeur propre de f, nécessairement simple et 0 valeur propre
i=1

d’ordre nécessairement n — 1, donc f est diagonalisable.

* Etsicen’est pasle cas, 0 est la seule valeur propre, et comme f # 0.k, f ne peut étre diagonali-
sable.

Banque CCINP — MP - MPI — 2027 - page 74 sur 117 RETOURNER EN PAGE |


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 11 SEPTEMBRE 2026 Il Algebre : exercices 59 & 94

Exercice 73 : Algébre - Diagonalisation et commutant d’une matrice 2 x 2
2 1
On pose A = .
4 -1
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

3 0
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice ( ) .
0 -2

En déduire que 'ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect (12, A).

1. On a directement le polyndme caractéristique de A: xya = X2 — (tr A)X +det A = X2 — X —6 = (X +2)(X —3).

Donc |Sp A = {-2,3} | Comme il y a deux valeurs propres distinctes en dimension 2, A est diagonalisable et

les sous-espaces propres sont des droites.

4 1 1
Or A+ 21, = ( ) donc ( ) € E_3(A) = Ker(A + 2I,) et comme ce vecteur n‘est pas nul,
4 1 —4

Ker(A — 3I;) et comme ce vecteur n'est pas nul,

m

—+

b

|

w

el

Il
/
._pl
-
=~
~_

Q

(e}

o]

O
/-~
_ =
~

m

&

w

=

I

3 0
2. On peut déterminer directement les matrices qui commufent avec en calculant
0 -2

3 0 a b 3a 3b a b 3 0 3a —2b . )
= et = (il est utile de rappeler que
0 -2 c d —2c —2d c dJ \0 =2 3¢ —2d
multiplier & gauche, respectivement & droite, par une matrice diagonale revient & multiplier les lignes,

respectivement les colonnes, par les coefficients diagonaux correspondants.)
Donc les matrices commutent donc si et seulement si b = ¢ = 0 et ainsi

3 0
I'ensemble des matrices commutant avec ( ) est Dy (K).
0 -2

Un autre point de vue, sans calcul mais plus élaboré, consiste & remarquer que si une matrice commute
3 0 1 0

avec ( , alors les sous-espaces propres de celle-ci, ¢c’est-a-dire K ( ) et ]K( ) sont stables par la
0 -2 0 1

premiere, ce qui revient a dire qu’elle est diagonale, la réciproque étant immédiate.

3 0 1 1
Soit P telle que A = P( ) P71 parexemple P = ( ) .
0 -2 1 —4

On en déduit que I'espace vectoriel ComA des matrices qui commutent avec A est {PDP‘l, De Dg(]K)}.
En effet,

3 0\ » 30 »
MA =AM < P7'AP =pP7tAP — P7'AP € D;(K).
0 —2 0 —2

Comme dim Dz (K) = 2 et comme M — PMP~* est un isomorphisme de Mz (IK), dim ComA = 2.

Enfin, I> et A commutent avec A et ne sont pas colinéaires, donc Vect (12, A) est un sous-espace vectoriel de
ComA de dimension 2.

Finolemen’r,‘ ComA = Vect (I2, A). ‘
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(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.

¥ =x+22
2. On considére le systéeme différentiel ¢ =y , T,y, z désignant trois fonctions de la variable ¢, déri-
2 =2x+z

vables sur R.
En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

1. (a) A étant symétrique et a coefficients réels, | le théoréme spectral assure son (ortho-)diagonalisabilité. ‘

(o) Premiére méthode On remarque que A ( ) (0) en faisant la somme de la premiéere et de la der-

nieére colonne de A et que A (3) ) en analysant la deuxiéme colonne de A.

1 A2 0
Donc 3 est valeur propre, (9) en est un vecteur propre associé et 1 est valeur propre, ((1)) en est
un vecteur propre associé.
La derniére valeur propre s'obtient en calculant la frace de A qui est égale & la somme des valeurs
propres car y 4 est scindé puisque A est diagonalisable. Comme la frace vaut 3, la derniére valeur
propre est —1.

20 0 1
Comme A+ I3 = (8 2 0) on remarque que C1 — = (8) donc ( 01) en est un vecteur propre
associé a la valeur propre —1.

Deuxiéme méthode Le polyndme caractéristique de A se calcule facilement par développement par

rapport a sa deuxieme ligne :
A—1 2
xa)=| 0 x=1 0 |=+(1-1) =A-1)((A-1*=2°)=(A-1)(A=3) (A +1).

Donc A possede 3 valeurs propres distinctes en dimension 3 (ce qui redonne la diagonalisabilité :
—1,1 et 3.

202 0 1 A2
Comme A+1I3 = (2 2 3)' onremarque que C; —Cs = (8) donc ( 91) est un vecteur propre associé
& la valeur propre —1

002 0 0 P
Comme A — I3 = (3 0 3) ,on remarque que Cs = (8) donc (é) est un vecteur propre associé d la
valeur propre 1.

—20 2

Comme A — 313 = ( 0 4 02), on remarque que C; + C3 = ( ) donc ( ) est un vecteur propre
associé a la valeur propre 3.

Troisieme méthode Aprés avoir calculé le polyndme caractéristique et obtenu les valeurs propres, on

peut obtenir des vecteurs propres en résolvant des systéme linéaires.

On‘rrouveA@):—(g) — {;t;zo donc((l)

1) est un vecteur propre associé a la valeur

propre —1.
Puis A @) = (z) <— x=z=0donc ( ) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

Enfin, A (;) 3 (5) — {‘T B Z =% gone (é) est un vecteur propre associé & la valeur propre
z z y —

3.

0

Ainsi,|Sp A ={-1,1,3} et (( _él) , (1) , ((1))) est une base Ms,1(RR) constituée de vecteurs propres associés

0

La diagonalisabilité de A ou le fait que les sous-espaces propres soient foujours en somme directe as-
surent I'indépendance linéaire de ces vecteurs.
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x(t
2. Le systeme différentiel se réécrit Vi e R, X'(t) = AX(t) ou X (t) = | y(¢
2(

0

1

t

~—

1 0 1 =l 0
On diagonalise A= PDP 'avecP=| 0 1 o0|etD=| 0 0
-1 0 1 0O 0 3
Premiére méthode : directement, par changement de fonctions inconnues On a
Y1

X'=AX <= X'=PDP7'X.OnposeY =P 'X = | y,

Y3
Comme I'application C +— P~1C est linéaire sur M3 1(R), on a Y dérivable et Y/ = P71 X",
On résout alors

/ t

Yr = —U1 Y1t e
X' =AX <= P'X'=DP7'X <= Y' =DY < {yb=y = Ja,6,7ER, {ys:t— Bet
Y5 = 3ys yz o t > ye3t
T =y +y3
Il reste & voir que X = PY donc ( y =1 donc les solutions du systeme différentiel sont les
zZ=—Y1+ys

fonctions

a3 g t»—)aeft—i—'ye?’t
z:it— —ae b+ yedt

Deuxiéme méthode : avec des exponentielles de matrices Comme le systéme est & coefficients constants,
le cours nous dit que les solutions sont les fonctions sous la forme

t — exp(tA)Xo
ou Xo € M3,1(R). Or A= PDP~ !, donc

e 0 0
exp(tA) = exp (tPDPil) =Pexp(tD)P"'=P| 0 & o0 |P "
0 0 &
Les solutions du systeme différentiel sont donc sous la forme
et 0 0 e 0 0 ae”t

(0%
twsP|l 0 e 0[P 'Xo=P|l 0 €& o0]|]|B|=P| pe
0 0 & 0 0 et/ \y

«
oUP'Xo= || € M31(R).

~y
Finalement, vu les colonnes de P, les solutions sont les fonctions

43 1 0 1
y|:it— a0 | +8e" 1| +ae*| 0],
% —1 0 1

ce qui redonne bien

x:t— ae! +fye3t
y:t— Bet avec (o, B,7) € RA.
zit— —ae t + 'yeSt
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Exercice 75 : Algebre - Systéme différentiel 3 x 3 et trigonalisation
-1 -4
1 3

On considére la matrice A =

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.
2. On note f ’'endomorphisme de R? canoniquement associé & A.

a b
Trouver une base (v1,v2) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme ( ) .
0 c

On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.

P . . N eg 2 . =—x—4
3. En déduire la résolution du systeme différentiel 4
Y =z+3y

1. Le polyndéme caractéristique de A est x4 = X2 — (trA)X +det A = X? —2X + 1 = (X — 1)> donc 1 est la
seulement valeur propre de A. Or A# P x I, x P~ =1, donc‘ A n’est pas diagonalisable. ‘

a
2. Dans une matrice de f est de la forme (
C

b
> , les coefficients diagonaux sont nécessairement les valeurs

propres, donc on va trouvera = ¢ = 1.
Le premier vecteur v; € R? doit étre un vecteur propre de f associé & son unique valeur propre 1.
-2 —4 . 0 2
OrA—1I, = . On voit que 2C, — Cy = donc le vecteur est vecteur propre de A et
1 2 0 —1
v1 = (2,—1) | convient.
Pour le vecteur v2, il 'y a pas de contrainte autre que le fait que (v1,v2) soit une base de R?. On peut par
exemple choisir | v2 = (1,0) | qui n"est pas colinéaire A v;.
On a alors, par construction, f(vi) = v1 (vecteur propre associé a la valeur propre 1) et en utilisant la matrice
A, f(v2) = (—1,1) (premiére colonne de A), qu'il faut exprimer dans la nouvelle base (v1,v2). On remarque
que (—-1,1) = —(2,-1) + (1,0) = —v1 + va.

1 -1
Donc, par définition, | Mat ., v, (f) = ( )
0 1

x(t
3. Le systeme différentiel se réécrit Vi e R, X'(t) = AX(¢) ou X (t) = ( ( )> .

2 1 -1
On trigonalise A = PTP~! avec P = etT =
-1 0 0 1

Premiére méthode : directement, par changement de fonctions inconnues

Ona X' = AX <= X'=PTP'X.OnposeY =P 'x = |
Y2

Comme I'application C +— P~'C est linéaire sur Mo 1(R), on aY dérivable et Y/ = P71 X",

On résout alors

;o o ’ _ _paat
X'=AX & P'X' =TP'X «= Y' =TY {yl_yl ¥ — 3peR, {WER’ w(f) = u(t) — fe

Yo = Y2 ya2 it B’

Pour résoudre la premiere équation différentielle, on a besoin d’une solution particuliere, les solutions de
I’éguation homogéne associée étant les ¢ — ae’.
m  Comme le second membre est de la forme — e’ avec 1 racine simple de I'équation caractéristique
r—1=0dey; —y = 0, on peut chercher une solution particuliére sous la forme t — Cte’ avec
C € K. En réinjectant dans I'équation, on trouve C = — 3, d'ou la solution particuliére yo : t — —fSte’.
m Sinon, on peut utiliser la méthode de variation de la constante en cherchant une solution particuliere
de la forme yo : t — A(t)e' avec A dérivable sur R.
On obtient yo solution si et seulementsivt € R, N (t)e' = —pe sietseulementsivtc R, N (t) = -3
et on peut choisir A : ¢ — — 3t ce qui conduit & la solution particuliére yo : t — —Bte.

p—
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= Une derniere méthode donnant directement y, consiste  voir que

y1(t) = y1(t) — Be" <= wi(t)e™ —wi(t)e™ =B
et dreconnaitre dans le membre de gauche la dérivée d’un produit (méthode du facteur intégrant).
Ainsi,
VteR, yi(t) =vi(t) —Be' <= FJa€eR, yi(t)e ' =—PFt+a < JacR, y(t)=ae — pte'
Finalement,

Y1 st ael — ptet

X' =AX <= Ja,BER,
b {yg:tH/Bet

=2y +y2
Yy=—-u

Il reste & voir que X = PY donc { donc les solutions du systeme différentiel sont les fonc-

tions

o P= .
{g; it = (2a+ pe’ — 2fte avec (a,B) € R

Yt —ae’ + Bte’

Deuxiéme méthode : avec des exponentielles de matrices

Comme le systéeme est a coefficients constants, le cours nous dit que les solutions sont les fonctions sous
la forme
t — exp(tA)Xo

ol Xo € M21(R). Or A= PTP~!, donc

exp(tA) = exp (tPTPil) = Pexp(tT)P!

0
MoisT:b—s—NoUN:(
0 O

) est nilpotente. C’est aussi le cas de tN et, comme tI, et tN com-

mutent,

et —te'
exp(tT) = exp(tlz) exp(tN) = €' Iy (I + tN) = ( ) .

Les solutions du systeme différentiel sont donc sous la forme

et —tel i el —tet « ae’ — Btet
t— P P " Xo=P =P
0 e 0 € B Bet
ou P Xy = (Z) € M2,1(R).

Finalement, vu les colonnes de P, les solutions sont les fonctions

a5 . . 2 . 1
(y) :t > (ae’ — Bte’) (_1> + Be (()),

x:t > (20 + B)et — 28te’
y:t— —ae’ + Bte’

ce qui redonne bien

avec (a, 8) € R3.
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Exercice 76 : Algébre - Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit £ un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté ( - \ ).
OnposeVzc E, |z| =4/ (z|z).

1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.

2. Soit E = {f € C([a,b],R), Va € [a,b] f(xz)> 0}. Prouver que 'ensemble

{/abf(t)dtx/ab%dt,feE}

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

1. (@) On montre que | pour tout (z,y) € E?, ‘(m!yﬂ <zl |ly]| ie (m‘y)Q < (m|z) (y|y).

Soit A un nombre réel. On pose P()\) = (z + Ay |z + \y) = ||z + Ay||* : on a que P(\) > 0 par positivité. Or,
par bilinéarité (ou identité remarquable sur la norme)

P(X) = (z]z) + A(zly) + Aylz) + X (yly)
= (z]z) + 2X(z|y) + X (yly)
= ||zl + 2x(z|y) + A* ||yl

P est un polyndme de degré au plus 2 & coefficients réels.

Cas 1 Si|jy|*> = (yly) = 0, alors on doit avoir, pour tout X € R, (z|z) + 2X(x|y) > 0, ce qui n’est possible
que si (z|ly) = 0 (en effet, cela se voit en faisant fendre A — +oo si (z]y) # 0 ce qui aboutit &
une confradiction ou en reconnaissant une équation de droite dont les ordonnées seraient toutes
positive, elle est donc horizontale et de coefficient directeur nul) et I'inégalité est vraie. Cette preuve
a I'avantage d’étre valable pour une forme bilinéaire symétrique seulement positive.

On peut aussi plus simplement utiliser la défini-positivité du produit scalaire : y = 0 et donc I'inégalité
s'écrit 0 = 0.
Cas 2 Sinon, le polyndme en \ est de degré 2 de signe constant donc son discriminant réduit est négatif
A’ = (z|y)? — (=) (yly) <0

et on obtient I'inégalité recherchée.
Si on n’est pas familier avec le discriminant réduit, on peut utiliser le discriminant classique

A = 4(zly)* — 4(z|z)(yly) <O

) llya ’ égalité si et seulement si (z, y) est une famille liée. ‘
En effet
m Siy=0g,ilyaégalité.

m Siy # 0g, il y aégalité si et seulement si P(\) admet une racine (double) si et seulement si
FNER, (z+ My |z+Ay) =0,cequiéquivaut dI X e R, z+ Ay =0 et donc z et y sont liés.

2. (f.g »—>/ f(t)g(t) dt est bien un produit scalaire surC([a b, R).

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, si f € E, /f, € C([a,b],R) et

\/f

o= ([ 1) = (/ ST ) < [ s [ oo
donc (b—a)? est un minorant de {/b f)dt x /b %dt, fe E},o’r’rein’r pour f = 1,donc (qui

est méme un minimum en plus d’une borne inférieure.)

Banque CCINP — MP - MPI — 2027 - page 80 sur 117 RETOURNER EN PAGE |


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 11 SEPTEMBRE 2026 Il Algebre : exercices 59 & 94

Exercice 77 : Algebre - Propriétés de I'orthogonal en dimension finie
Soit £ un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que (Aﬂl = A.
2. Soient I et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F + G)" = F- NG .
(b) Démontrer que (FNG)*- = F+ + GL.

1. Siz € A* eta e A, alors (z|a) =0, donc A C (A*)™,
Comme A et A+ sont de dimension finie, A@® At = Eet A+ @ (/H)L = F donc

i
¢bam (AL) = B R AP = b A

Finalement, (/H)L = A.

2. (@ m CommeF C F+GetG C F+G,onadéja (F+G)* C F+ et (F+G)* c G+ donc (F+G)* c F-nG*.
B Size FtNnGt,ye Fetze G, alors

(@ lytz)=(a |l )+ (a2 )=0
EFLNGL er+G eFL ¢F egL €@
donc F-NG* c (F+G)*.
= Finalement, (F+G)L:FL0GL.‘

Remarque : Cette égalité et cette démonstration sont encore valables en dimension infinie.

(b) En appliquant la question précédente & F+ et G* et en utilisant la premiére question,

(FLJFGL)L = (FL)LQ (Gl)l =FNG

donc, en prenant I'orthogonal et en réutilisant la premiere ques’rion,‘ (FnN G)l =Ft+Gt

Remarque : Une seule inclusion reste vraie en dimension infinie.
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Exercice 78 : Algébre - Propriétés du groupe orthogonal
Soit £ un espace euclidien de dimension » et » un endomorphisme de E.
On note (z|y) le produit scalaire de = et de y et ||| la norme euclidienne associée.
1. Soit «» un endomorphisme de E, tel que Vz € E, ||u(z)|| = ||z|-
(a) Démontrer que V(z,y) € E?, (u(x)|u(y)) = (z|y).
(b) Démontrer que u est bijectif.
2. Démontrer que I'ensemble O(E) des isométries vectorielles de E , muni de la loi o , est un groupe.
3. Soit u € L(E). Soit e = (e1, 2, ..., e, ) Une base orthonormée de E.
Prouver que u € O(E) < (u(e1),u(e2),...,u(e,)) est une base orthonormée de E.

1. (a) Siu estune isométrie vectorielle, alors pour tout vecteurs = et y de F,

Du)) = 1 (lu(e) + v - u(z) - u)I)
= 7 (lute + )1 ~ Jutz ~ I?)
i(|x+y|\ —|lz = y||*) (car u conserve la norme)
= (a[y)

(b) Comme E est de dimension finie, il suffit de vérifier que u est injectif pour obtenir automatiquement que
u est bijectif. Or

z € Keru <= u(z) =0 < |u(z)||=0 < |z[| =0 <= z=0g

car u conserve la norme, ce qui donne Ker u = {0g} donc u injectif, donc u bijectif.
2. On montre que O(F) est un sous-groupe de (GL(E), o).
m  D’aprés la question précédente, O(E) C GL(E).
m O(E) # @ caridg est un endomorphisme qui conserve la norme.
m Soitu,v € O(E). Alorsuov™! € L(E) et pour fout z € E,

[o™* @)l

leov™ @) = [lu (™ @) [v (0™ @) = lle]

ueo (B) vEO(E)

doncuov™!' € O(E).

3. = Supposons u € O(F). Alors pour tout (i, ) € [1,n]?, la conservation du produit scalaire donnée en 1.a
permet d’écrire
(u(e)|uley)) = (eiles) = di
donc la famille (u(e1), u(ez2), ..., u(en)) est orthonormale donc libre et contient n = dim E vecteurs : c’est
une base orthonormée de E.
= Supposons que la famille (u(e1), u(ez), ..., u(e,)) est une base orthonormée de E.

Alors, pour tout « € E, en décomposant z = inei donc wu(z) = inu(ei), comme
=il L
(u(er),u(ez2), ..., u(e,)) €st une base orthonormée de E,

n
lu(@)|* = a?
i=1

et comme (e, eq, ..., €,) €5t une base orthonormée de E,

n
2 2
=) = > <.
i=1

Donc |ju(z)|| = ||z|| et on a bien u € O(E).
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Exercice 79 : Algebre - Produit scalaire canonique sur C([a, b], R) et inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit et b deux réels tels que a < b.

1.
2.

b
Soit » une fonction continue et positive de [a, b] dans R. Démontrer que / h(z)de =0= h =0.
Soit I le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.

b
On pose V (f,g) € E?, (f|g) = / f(x)g(x)dz. Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
Maijorer / Vre~“dz en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

b
. Supposons / h(z)dz = 0. Soit H une primitive de la fonction continue h. Alors H = h > 0 donc H est crois-

b
sante et H(b) — H(a) = / h(z)dz = 0 donc H est constante sur [a,b] : Vz € [a,b], H(a) < H(z) < H(b) = H(a).

Alors, sur [a,b], h = H = 0.

b
Donc / h(z)dz =0 = h = 0.

. Bonne définition Si f,g € E. le réel (f|g) est bien défini.

Symétrie Si f,g € E. (f|g) = (9/f) par commutativité du produit réel.

Bilinéarité Si f1, f2,g € Eet XA e R, (fi + Af2|g) = (f1|g) + A(f2|g) parlinéarité de I'intégrale, ce qui donne la
linéarité & gauche. La linéarité & droite en découle par symétrie.

Défini-positivité
m SifeE (f|f) > 0parpositivité de I'intégrale ;

m efsi (f]f) = 0, alors, comme f? est continue, positive, d’intégrale nulle sur [a, ], elle y est nulle et
donc f = 0g.

Donc| (- |-) est un produit scalaire sur E.
1) |

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, en notant f = /- et g : = — e~ fonctions continues sur [0, 1],

| vEemas = (1l) <151 |g||=\/ / azdx\/ [ eteae= 2 o

V1—e2
—

donc

1
/ Vrze Tdx <
0
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Exercice 80 : Algébre - Produit scalaire fonctionnel et projection orthogonale

Soit £ I'espace vectoriel des applications continues et 2r-périodiques de R dans R.

1.
2.

2m
Démontrer que (f|g) = % f () g (t) dt définit un produit scalaire sur E.
0

Soit I le sous-espace vectoriel engendré par f : 2+ cosz et g :  — cos (2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction « : = — sin® z.

. Bonne définition Si f,g € E, elles sont continues sur [0, 27] et le réel (f|g) est bien défini.

Symétrie Si f,g € E. (f|g) = (9/f) par commutativité du produit réel.
Bilinéarité Si f1, f2,g € Eet A e R, (f1 + Af2|g) = (f1|g) + A(f2|g) parlinéarité de I'intégrale, ce qui donne la
linéarité & gauche. La linéarité a droite en découle par symétrie.
Défini-positivité
m SifeE (f|f) = 0parpositivité de I'intégrale ;
= etsi(f|f) =0, alors, comme f? est continue, positive, d'intégrale nulle sur [0, 2x], elle y est nulle et
donc, par 2r-périodicité, f = 0.

F = Vect (f :  — cosz, g : © — cos (2x)) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie donc le projeté
orthogonal sur F de la fonction u : = — sin? 2 est bien défini.

Il s’agit de I'unique fonction h € F telle que u — h € F*.
Or, par une célebre formule de tfrigonométrie

= 2
Vo €R, cos(2z) =1—2sin’z ie sinzm:¥»
1
doncu= -2 4=,
v=o s
EF

i ) 1
Vérifions alors que la fonction constante 3 est dans F+.
1 1 [ 1 27
il = tdtzi[-t] =0
<2’f) 47r/0 o8 4 13

1 1 2 1 [sin2t]*"
— = — Qtdt:f =0
<2‘g) 47r/0 o8 47r|: 2 ]0
u) =h .

g 1 g
Doncu= —= — et ==
u="5t 5 pr 2

~ =

EF eFL
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Exercice 81 : Algebre - Produit scalaire matriciel et distance & un sous-espace

On définit dans M; (R) x M2 (R) Iapplication ¢ par: ¢ (A4, A") = tr(ATA’), ol tr (ATA’) désigne la trace du
produit de la matrice A™ par la matrice A’. On admet que ¢ est un produit scalaire sur M: (R) .

a b
Onnote]—":{( ),(a,b)GRQ}.
-b a

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de M- (IR) et en donner une base.
2. Déterminer une base de 7.

1 1
3. Déterminer la projection orthogonale de J = ( ) sur F-.
1 1

4. Calculer la distance de J a F.

, a b a b
On a classiqguement ¢ i\, =aa’ +bb + cc’ +dd'.
c d d d

0 1
1. F = Vect (IQ,K = ( )) est bien un sous-espace vectoriel de M, (R) ef comme K n’est pas une
-1 0

matrice scalaire, la famille libre et généra‘rrice‘ (I2, K) en est une base. ‘

2. Comme F est un sous-espace de dimension 2 (I et K sont non colinéaires) en dimension 4, F+ est aussi de
dimension 2.

a b
A= ( ) € Ftsietseulement si p(A, I) = ¢(A, K) = 0si et seulementsia +d=0=1b—c.
c d

a b 1 0 0 1
Donc F* = , (a,b) € R?* } = Vect | M = ,N = et comme M et N ne sont pas
b —a 0 -1 10
o 1 0 0 1 N
colinéaires, | | M = ,N = est une base de 7.
0 -1 10

0 1
3. CommeJ=1IL+Navecl, € FetNc F*, pr(J)—N—< )

1 0

4. D’aprés le cours (et le théoréme de Pythagore), d(J, F) = [|J — p#(J)|| = |lpr ()| = |N|| = V02 + 12 + 12 + 02
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Exercice 82 : Algebre - Produit scalaire matriciel et distance & un sous-espace

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout = € E, il existe un élément unique 3, de F tel que z — y, soit orthogonal & F et que la
distance de z a F soit égale a ||z — yo|.

a b a v
Pour A = ( ) etA’=| |, onpose (A|A') =ad’ +bb' +cc’ +dd'.
c d ¢ d

1. Démontrer que ( - | - ) est un produit scalaire sur M; (R).

1 0

2. Calculer la distance de la matrice A = (
-1 2

) au sous-espace vectoriel I des matrices triangulaires

supérieures.

1. Remarque : On sait bien que (A|A") = tr (ATA’)!
Bonne définition Si A, A" € M, (R). le réel (A|A’) est bien défini sans probléeme.
Symétrie Si A, A’ € M (R), (A]A’) = (A’|A) par commutativité du produit réel,
Bilinéarité Si A;, A;, A" € Ma (R) et A € R, (A1 + AA|A") = (A1]A") + A(A2|A") en remplagant directement
dans I'expression (ou en utilisant I'expression avec la frace et la fransposée). D'ou la linéarité a gauche,
la linéarité & droite en découle par symétrie.

Défini-positivité
B SiAe Mz (R), (4|A) =a®+b°+°+d* > 0:
= etsi(A]|A4) = 0,alors, commeils’agit d’une somme nulle de termes réels positifs, a® = b> = > = d*> =0
et donc A = 0,.

o 1 0 10 0 0\ _(1 0 0 0 .
2. On écrit A = = + ou € Fet € I+ car elle est orthogonale &
-1 2 0 2 -1 0 0 2 -1 0

foute matrice triangulaire supérieure.

Lo HE )

Alors| d(A, F) =
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Exercice 83 : Algébre — Valeurs propres d’'une composée

Soit « et v deux endomorphismes d’'un R-espace vectoriel E.

1.

2.

Soit \ un réel non nul. Prouver que si \ est valeur propre de u o v, alors \ est valeur propre de v o .

On consideére, sur E = R [X] les endomorphismes v et v définis par v : P — /X Petv:P+— P .

Déterminer Ker(u o v) et Ker(v o u). Le résultat de la question 1. reste-t-il vrai pclwur A=0?

Remarque : la notation « / * P » désigne le polynéme associé a la fonction polynomiale = € R — / : P.
1 1

Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiére question reste vrai pour \ = 0.
Indication : penser a utiliser le déterminant.

. On suppose que X\ # 0 et que X est valeur propre de u o v. On a donc z # 0z tel que u(v(x)) = Az. Alors

vou(v(z)) = Av(x).

Or v(z) # 0g. sinon on aurait 0 = u(v(z)) = Az alors que A # Ok et = # 0.
On a donc bien ‘ A valeur propre de v o u. ‘

La notation est frés mauvaise, mais on comprend que u(P) désigne I'unique polyndme de R[X] nul en 1 dont
la dérivée vaut P. On a donc

uov: P+ P—P(1) et vou =idgx]: P+ P.

Alors‘ Kervou = {Okx] } ‘e’r‘ Keruov = Ro[X] ‘ensemble des polynémes constants.

Donc 0 est valeur propre de u o v Mmais N'est pas valeur propre de v o u.

‘ Le résultat de la premiére question n’est pas valable pour A = 0 sur un espace de dimension infinie.

Supposons E de dimension finie. Alors

0 €Spuov <= uov ¢ GL(E) <= 0=detuov=detudetv=detvou <= vou¢ GL(E) <= 0 € Spvou.

Le résultat de la premiere question est valable pour A = 0 sur un espace de dimension finie. ‘
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Exercice 84 : Algébre - Racines ne de l'unité

1. Donner la définition d’'un argument d’'un nombre complexe non nul (on ne demande ni 'interprétation géo-
métrique, ni la démonstration de I'existence d’un tel nombre).

2. Soit n € IN*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation 2" = 1 et préciser leur nombre.

3. En déduire, pour n € IN* \ {1}, les solutions dans C de I'équation (z +i)" = (z — i)" et démontrer que ce sont
des nombres réels.

1. Un argument d’un nombre complexe non nul z est | un réel 0 tel que z = |z| e,

2. Soit n € IN*. Désignons un nombre complexe z sous sa forme trigonométrique z = re'’ ol r = |z| € R*. Alors

Z'n -1 rneine _ 1610

lz"[=r"] = 1

<~
ein0 — elO

P = 1 (carr™ > 0)
<~

nd = 0 [27]

r=4vi=1 (carr > 0)
< 2%

Jkez, 0=22"C

n

Remarguons que, pour k € [0,n — 1], les %" sont deux & deux distincts car 2hm € [0,2n[ et 6 — ¢ est
injective sur [0, 27]. "

Comme le polyndme X" — 1 de degré n ne saurait avoir plus de racines que son degré, on les a toutes.

Et donc I’'équation 2™ = 1 possede exactement n solutions qui forment I’ensemble

2i

e keﬂO,n—l]}.

Un:{e

3. Soit n € N* \ {1}. On remarque que i n"est pas solution de (z +1)" = (z —)"™. Alors

z—1

(Z+i)" = (z )" (z+i)n:1

< Jke[0,n—1],

2ikm

< Jke0n-1], z+i=e " (2—1)
= 3keln-il (1)1 1)

2ikw

Or,pourk € [0,n—1].e"n =1 <= k=0.Dans ce cas-la, I'équation devient 0 = 2i donc ne fournit pas de
solution.
Par ailleurs, on réécrit

et, de méme,

[l vient

(z+)"=(z—1)" <= IkeLn-1], 2= ——
sin(k—)

ce qui définit ’ n — 1 solufions de I’'équation, toutes réelles, ‘ distinctes par injectivité de cotan sur ]0, «[.

Remarque : (X +1)" — (X —1)" est un polynéme de C[X] de degré n — 1.
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Exercice 85 : Algébre — Formule de Taylor polynomiale et caractérisation de la multiplicité d’une racine
1. Soientn € N*, P e R, [X] eta € R.

(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(1,X—a,(X—a)27~~~ (X —a)").

(b) Soit ¢ IN*. En déduire que « est une racine de P d’ordre de multiplicité  si et seulement si P(") (a) # 0
et vk € [0,r — 1], P®) (a) = 0.

2. Déterminer deux réels « et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X° +aX? +bX et factoriser alors
ce polynéme dans R [X].

p(k)( )

1. (a) Comme P est de degré auplusn,| P = X

(X —a)".
k=0

(b) Soit r € [0,n]. On a donc, avec la question précédente,

\Pm(a) #0 et Vke[0,r—1], P¥(a)=0

si et seulement si

n p(k)(a)

P=(X-a)'Q ou Q=) (X —a) " et Qa)=P(a)£0
k=r

Si c’est le cas, \ a est racine de P d’ordre r. \

Si, réciproquement, ’ a est racine de P d’'ordre r, \ alors P s’écrit P = (X — a)"Q avec Q(a) # 0, et les
P(”T)(a)

ceefficients de Q dans la base ((X - a)i) sont nécessairement, par unicité, les ————~, donc
i€[0,n—r] (z+ )
p(”rr) l, ki p(’v)(a) Pz
Q= Z G X9 =2 g X e

k=r

D’aprés ce qui précéde, on a alors bien ‘ PM(a) #0 et Vk € [0,7 — 1], P®(a) = 0.

2. 1 est racine double du polyndme P = X° + aX? + bX si et seulement si P(1) = P'(1) = 0 et P"(1) #0.
a+b=-1 (1)
OrP(1)=a+b+1,P'(1)=5+2a+bet P’(1) =20 + 2a. On cherche donc a et btelsque ¢ 2a +b= -5 (2)

a# —10
On frouve ‘ a=—-4#—-10etb=3 ‘ par exemple avec (2) — (1) et 2 x (1) — (2).
On factorise alors P par X(X — 1) : = X(X*-4X+3) = X(X - 1)(X*+X*+X-3) =
‘X(X —1)* (X +2X +3) ‘qui est bien une forme irréductible car X? + 2X +3 = (X + 1)®> + 2 n'a pas de

racine réelle.
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Exercice 86 : Algebre - Petit théoréme de Fermat
1. Soit (a,b,p) € Z>. Prouverque sipAa=1etpAb=1,alors p A (ab) = 1.
2. Soit p un nombre premier.

(a) Prouver que Vk € [1,p — 1], p divise <§> k! puis en déduire que p divise (i) .

(b) Prouver que Vn € IN, n* =n [p)].
Indication : procéder par récurrence.
(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que p ne divise pas n = n?~' =1 [p].

1. SupposonspAa=1etpAb=1.
On a alors des entiers de Bézout u, v, v, v’ € Z tels que pu + av = 1 = pu’ + bv’. En multipliant, on obtient

il = (pu + av) (pu' + bv/) =px (puu/ + buv’ + au'v) + ab x (UU')

donc, d’aprés le théoreme de Bézout, m

2. (a) Soitk € [1,p — 1]. Alors (Z) kKl=p(p—1)---(p—k+ 1) est divisible par p.

Or p est premier avec chacun des entiers entre 1 et k < p car aucun de ces entiers n’est divisible par le
nombre premier p, donc, avec la question précédente, p est premier avec leur produit k!, et le lemme

de GauB nous dit que | p divise <£> .

(b) Montrons par récurrence que ‘ Vn € N, P(n):n? =n [p|. ‘

Initialisation On a bien 07 = 0 = 0[p] carp > 2.
Hérédité Soit n € IN tel que n” = n [p]. Alors

<n+1)P=§p3<£>"k:”p+pZ@”k“:’“’ﬂ 7

k=0

car, d'aprés la question précédente, pour tout k € [1,p — 1], (Z) =0 [p].

En utilisant I'hypothése de récurrence, on arrive bien & (n+1)? = n+1 [p], ce qui établit la récurrence.

(c) Soit n entier naturel non divisible par p premier, donc telque n Ap = 1.
D’aprés la question précédente, n? = n [p] donc p divise n? —n = n(nP~* — 1),

Comme n A p =1, par lemme de GauB, p divise n?~! — 1, donc m
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Exercice 87 : Algébre - Interpolation de Lagrange
Soient ag, a1, - ,an , n + 1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si by, b1, -- ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant
degP <n et Vie[0,n], P(a;)=0bs.
2. Soit k € [0, n]. Expliciter ce polynéme P, que I'on notera L, lorsque
0 si i#k
1 si i=k

Vi € [0,n], bi =

3. Prouver que p € [0,7], > _ al Ly = X?.

k=0

1. Le plus simple est d‘introduire le morphisme

R,.[X] — Rt
P — (P(ao),...7P(an))

D :

qui est bien linéaire par linéarité de I'évaluation P — P(a) pour fout a € R, entre deux espaces vectoriels de
méme dimension finie valant n + 1.

Sa bijectivité est alors équivalente & son injectivité.

Or P € Ker® <= aqg,...,a, SONt n + 1 racines deux & deux distinctes du polyndbme P de degré au plus

Ainsi, @ est injectif, donc | @ est bijectif, | ce qui répond & la question.

Autre méthode : le déterminant de ® dans les bases canoniques est le déterminant de Vandermonde de
(ao, ..., ax). NON NUl car les a; sont deux & deux distincts. Ce qui prouve la bijectivité de @.

Une autre maniére de le formuler est d’écrire P = ¢y +c1 X + - - - + ¢, X™ et de traduire les conditions sur P par
le systéeme de Vandermonde

co+aoc1+...—|—a3cn:bo

co+anci+...+apcy = by

d’inconnue (co, .. ., c,). Comme les a; sont deux & deux distincts, ce systeme a bien une unique solution.
(X —aj)
2. Soit k € [0,n]. Classiquement, | Ly, = ]Eﬂoﬁ\{k}( ) qui est bien de degré n < n et qui prend bien la
ar — aj
J€[0,n]\{k}

valeur b; en chaque a,;, qui convient donc par unicité.
En cas de frou de mémoire, voir que les a; pour j # k en sont n racines distinctes. Comme L, doit étre
de degré au plus n, il s'écrit L, = A H (X —aj) avec A € R ef le fait que Li(ar) = 1 redonne

jel0.n]\{k}
1

I (e ~a;)

Je[o,n]\{k}

A=

3. Soit p € [0,n]. Alors les polyndmes ZGZLIC et X? sont de degré au plus n et valent, en chaque ay, tous les
k=0
deux af.

Par unicité, on a donc apLy = X"
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Exercice 88 : Algébre — Polynéme annulateur et valeurs propres
1. Soit £ un K-espace vectoriel (K = R ou C). Soit uw € L(E). Soit P € K[X].
Prouver que si P annule v alors toute valeur propre de « est racine de P.
2. Soit n € IN tel que n > 2. On pose E = M, (R).

P 0sii=j
Soit A = (as,;)1<i<n |0 matrice de E définie par a; ; = !
SR 1sii#j

Soit u € £ (E) définipar:V M € E, u(M) = M + tr(M)A.
(a) Prouver que le polynéme X? — 2X + 1 est annulateur de w.
(b) u est-il diagonalisable ?
Justifier votre réponse en utilisant deux méthodes (I'une avec, I'autre sans I'aide de la question 1.).

1. Notons P = Z ap X" tel que P(u) = 0z(g). SOit XA une valeur propre de u, = # 0r vecteur propre associé. Alors
k=0

0 = P(u)(z) = Zakuk(:r) = Zak ()\kz) = (Z ak)\k> z=P(\)z.
Comme z # 0, m

Remarque : u(z) = A\x =V k € IN, «”(z) = \*z se prouve facilement par récurrence.
2. (a) Soit M € E=M,(R). P= (X —1)?,donc P(u) = (u—id)? etv =u —id : M + tr(M)A, donc

P(u)(M) = v*(M) = v(v(M)) = tr (tr(M)A)A = tr(M) tr(A)A = O,

car tr A = 0. Ainsi ‘ P = X? - 2X + 1 est annulateur de u. ‘
(b) = D’apres les deux questions précédentes, la seule valeur propre possible de u est 1.

Si u était diagonalisable, on aurait alors £ = Ei(u) = Ker(u — idg) donc u = idg. On peut aussi le
(0

voir en représentant « matriciellement : B = P < > P =Pl -P ' =1,..

(0) 1
Ce n’est pas le cas par exemple parce que u(l,) = I, + nA # L,.

= On peut aussi s'intéresser au polyndme minimal de « : il divise P = X? —2X +1 = (X — 1) et n"est
pas constant, il vaut donc X — 1 ou (X — 1)
Mais comme u # idg, il ne peut valoir X — 1.

Donc m, = (X — 1)% n'est pas simplement scindé et « n"est pas diagonalisable.
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Exercice 89 : Algeébre - Racines de I'unité et calcul de somme

Soit n € IN fel que n > 2. On pose » = ¢ =
1. On suppose k € [1,n — 1]. Déterminer le module et un argument du complexe =* — 1.

n—1
2. Onpose S = ‘zk = 1‘. Montrer que S = tar12 —
k=0 2n

Il Algebre : exercices 59 & 94

1. Soit k € [1,n — 1]. On factorise

j2r\k i
(e n) —1l=e n —1=en

Oro< km < 7 donc 2sin (Iﬂ)
n n

le module de z* — 1 vaut 2sin (k—ﬂ) et i + g en est un argument.
n n

Ainsi,

2. On calcule
n—1 kﬂ' n—1 B n—
S= 2sin(— ) =2I ) =21
; sm(n) m<k_0e ) m<z

o

i
n

() -
—omm | — /o2 :21m<2?7,2
el In — e‘ﬂ) —2isin -

1—e

calcul rendu licite par le fait que 0 < T < rdoncen # 1.
n

On termine la simplification

T
o . ..
Im (16 ") Im (1 (c052l —isin QL)) cos =
S =2 =2 r n/l — g 2n
= sin 2~ sin -~
2n 2n

S by

donc|S = —.
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Exercice 90 : Algébre - Interpolation de Lagrange
KK désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient a1, a2, a3 trois scalaires distincts donnés de K.

Ko[X] — K* . . .
1. Montrer que o : est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
P — (P(al),P(ag),P(a;;))
2. On note (e, ez, e3) la base canonique de KK* et on pose Vi € {1,2,3}, Ly = ® *(ex).
(a) Justifier que (L1, Lo, L3) est une base de K, [X].
(b) Exprimer les polynébmes L., L, et L; en fonction de a1, a- et as.
3. Soit P € K,[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Lo, L3).

4. Application : on se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les trois points A(0, 1), B(1, 3),
C(2,1). Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

1. \ ® est bien linéaire | par linéarité de I'évaluation P — P(a) pour tout a € K, entre deux espaces vectoriels de
méme dimension finie valant 3.

Sa bijectivité est alors équivalente & son injectivité.

Or P € Ker @ si et seulement si a1, az, as sont 3 racines deux & deux distinctes du polyndbme P de degré au
plus 2 si ef seulement si P = Ogpx7.

Ainsi, ® est injectif, donc | ® est bijectif, | ce qui répond a la question.

Autre méthode : le déterminant de ® dans les bases canoniques est le déterminant de Vandermonde de
(a1, az2,as3), valant (az — a1)(as — az2)(az — a1), hon nul car les a; sont deux & deux distincts. Ce qui prouve la
bijectivité de .

Une autre maniére de le formuler est d'écrire P = ¢y + a1 X + 2 X? et de traduire la condition sur
D(P) = (b1,b2,b3) par le systéeme de Vandermonde

co +aicy + G%CQ =b
co + azc1 + adca = bo
co + azc1 + adeca = by
d’inconnue (co, 1, c2). Comme les a; sont deux & deux distincts, ce systéme a bien une unique solution, ce
qui correspond a la bijectivité de @.
2. On note (ei, ez, e3) la base canonique de K* et on pose Vk € {1,2,3}, Ly = & *(ex).

(@) (L1, Ls, L3) est I'image par I'isomorphisme & ! de la base (e, ez, e3) de K3,

‘ il s’agit donc d’une base de K[ X]. ‘

(X — CLQ)(X — ag) L2 _ (X —a1)(X —a3) e’r L3 _ (X —al)(X — az)
(a1 —a2)(a1 —as)’ (a2 — a1)(az — as) (as —a1)(as —a2)’
Ce sont en effet des polyndmes de degré au plus 2 dont les images par ® sont respectivement
(15070) = €1, (07 170) = €2 eT (0707 ]') = 63'

(b) On a classiquement| L; =

3. Soit P € K»[X].

m P estl'unique polyndbme de degré au plus 2 prenant comme valeurs P(a1), P(az) et P(a3) en a1, az et
az, donc P = &' (P(a1), P(az2), P(as)) = P(a1)® *(e1) + P(a2)® ' (e2) + P(a3)® ' (e3). On a donc

[P = P(a1)L1 + P(a2) L2 + P(as)Ls. |

= On aurait pu voir que ce dernier polyndme est de degré au plus 2, prend comme valeurs P(a1), P(az)
et P(as) en a1, az €t as, et conclure par I'injectivité de & (unicité).

= On aurait pu décomposer P = \1 L1 + A\2Lo + A3L3 et trouver \i, A2, A\3 en évaluant en ay, as €t as.
4. On chercher P € R;[X] tel que P(0) =1, P(1) = 3 et P(2) = 1. D’aprés ce qui précéde,

[P]= 1.%:BES(_’S)+3.f(()i:§;+1.§(()§:i)) = % (X* —3X +2)—3 (x> —2X)+% (X2 - X) =[1+4X —2x?]

p—
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Exercice 91 : Algébre — Polynéme minimal et calcul de puissance

0o 2 -1
On considére lamatrice A= | -1 3 -1 | € M3(R).
-1 2 0

. Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que I'on déterminera.
La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?
Déterminer, en justifiant, le polynéme minimal de A.

P ODN =

Soit n € IN. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)* et en déduire la valeur de A™.

P o 1 q
1. On remarque gque la somme des colonnes de A est égale a (}) on devine que la seule valeur propre va
étre 1.
On peut répéter cette opération dans le calcul de x4 :

Ao—2 1] [A-1 -2 1] [A-1 =2 1
xaN)=[1 A=3 1|=A-1 A=3 1l=] 0 r-1 0
1 =2 A [A-1 -2 A 0 0 A-—1

en ayant ensuite retranché la premiére ligne aux deux autres.

On en déduit que x4 = (X — 1)% et

On peut aussi conclure en remarquant que A2 = 24 — I3 et que les valeurs propres sont alors racines de
X2 —2X 4+1=(X-1)>~%

2. Comme 0 ¢ Sp A, \ A est inversible. \

Si elle était diagonalisable, elle serait égale & PI; P~ = I3 donc ‘ elle n'est pas diagonalisable. ‘

3. Si on a déja vu dans la premiére question que (X — 1)? est un polyndme annulateur, on dit que 74 est un
polyndme unitaire non constant divisant (X — 1)? et qu’il ne peut valoir X — 1 car A # I3 ce qui permet de

conclure| ma = (X —1)2,

Sinon, on utilise le théoréme de Cayley-Hamilton : x4 annule A donc est divisible par w4 qui peut alors valoir
X—1,(X-1)?ou (X —1)% Onélimine X —1 car A # I; et on calcule (A — I;)? = 03 ce qui permet de conclure

4. Par division euclidienne, X™ = (X — 1)2Q + RolU degR < 2donc R =aX +bavec a,b € R.
En évaluanten 1,ontire 1" =1 = R(1) = a + b.
En dérivant puis évaluant en 1 - 1 est racine double de (X — 1)? - on obtient n1"~* = R'(1) = a.
Donca=n,b=1—-netR=nX+(1—n).

En évaluant la division euclidienne en A, on tire : mA(A)Q(A) + R(A) = R(A) = nA+ (1 —n)Is.
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Exercice 92 : Algébre - Produit scalaire matriciel et supplémentarité orthogonale des matrices symétriques et an-
tisymétrique
Soit n € IN*. On consideére £ = M, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose V(A, B) € E?, (A, B) = tr (ATB) ol tr désigne la trace et AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que (-, -) est un produit scalaire sur E.
2. On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque AT = — A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A4,,(R) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(a) Sans utiliser les dimensions de S, (R) et A,,(R), prouver que £ = S,(R) @ A,(R).
(b) Prouver que A, (R)* = S, (R).
3. Soit I 'ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F'-.

1. On peut soit utiliser les propriétés de la frace sur la premiére forme (A , B) = tr (AT B), soit écrire une deuxiéme
forme

n

(A,B) =) [ATB] = zi: (i [AT]j,ibi’j> = > aisbi,

= J»J - 1<i,5<n

et rédiger comme avec le produit scalaire canonique de R™.
Bonne définition Quelle que soit la forme de (A, B), si A, B € M, (R), le réel (A, B) est bien défini sans pro-
bléme.
Symétrie Si A, B € M,, (R), (4, B) = (B, A) par commutativité du produit réel avec la deuxiéme forme. Avec
la premiére forme, on peut écrire
(A,B) =tr (ATB) = tr (ATB)") = tr (BTA) = (B, A).
Bilinéarité Si A, B, B' € M, (R) et A € R, avec la premiére forme, la linéarité & droite découle de celle de la

trace :
<A, B+ AB’} =tr (AT(B + /\B’)) =1tr(ATB) + Atr (ATB’) =(A,B)+ A <A, B’) .

Avec la seconde forme,

(ALBH+AB'Yy= > aij(biy+Abi ) = > aijbis+X Y. aizbi;=(A,B)+I(4B).
1<i,j<n 1<i,5<n 1<i,j<n
Ensuite, comme toujours, la linéarité & gauche en découle par symétrie.
Défini-positivité Cette fois, difficile de se passer de la seconde forme. Soit A € M., (R).

= (AA)= D daf;>0;

1<i,5<n
m et si (A4, A) = 0, adlors, comme il s‘agit d’'une somme nulle de fermes réels positifs,
Y (i,5) € [1,n]?, af; =0etdonc A= 0,.

Donc ‘ (-,-) est un produit scalaire sur E.

2. (a) Remarquons que le résultat découle de la question suivante (car A, (R) est de dimension finie) mais ce
n’est pas la logique de I'énoncé.

Le plus rapide pour obtenir cette supplémentarité classique est d’utiliser une symétrie.
T: M — MT estinvolutive (ToT = idg) et linéaire : il s’agit donc d’une symétrie sur Ker (T' — idg) = S»(R)
paraliélement & Ker (T +idg) = An(R). On a donc\ E = Sn(R) ® An(R). \
Remarque : On peut aussi raisonner par analyse-synthése pour trouver explicitement I'unique décom-
position d’une matrice en partie symétrique et partie antisymétrique, ou alors utiliser un argument de
dimension et le fait que I'intersection soit réduite & la matrice nulle, mais ¢ ’est (un peu) plus long et moins
élégant. De plus, notre argument justifie aussi le fait qu’on ait des sev méme si ¢’est admis par I’énoncé.
(b) Soit S € S,(R) et A e A,(R). Alors (S, A) = tr (STA) = tr (SA) d’une part, et, d’autre part
(S,A) =(A,S) =tr (ATS) = —tr (AS) = —tr (SA) = — (S, A)
donc (S, A) = 0 et, par suite, S,(R) C A,(R)™ .
On conclut avec les dimensions : dim S, (R) = dim E — dim A, (R) = dim A, (R)* par la question précé-
dente et la supplémentarité de A, (R) et A, (R)*.
Donc| An(R)* = S, (R).
3. En utilisant une base de F constituée de matrices élémentaires et la deuxieme forme,
MeF' < Vie[l,n], (M,Ei;)=0 < Vie[l,n], mi;=0

Donc‘ F+ est I'ensemble des matrices de M., (R) & diagonale nulle.
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Exercice 93 : Algébre — Polynéme annulateur d’endomorphisme

Soit £ un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u € L(FE) tel que v* + «* + v = 0. On notera Id
I'application identité sur £.

1. Montrer que Imu @ Keru = E.
2. (a) Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynémes.
(b) En déduire que Im u = Ker (u” + u + 1d).
3. On suppose que u est non bijectif.
Déterminer les valeurs propres de . Justifier la réponse.
Remarque : les questions 1., 2. et 3. peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

1. La formule du rang donne déjd dim (Im «) + dim (Ker v) = dim E.
Prenons y € Imu N Keru. Alorson a z € E fel que y = u(z) et u(y) = u?*(z) = 0p, donc v’ (z) = u (u?*(z)) = Og.
Ainsi, 0 = u®(z) + u?(z) +u(z) = u(z) = y.
Donc Imu NKeru = {0g}.
Finalement, \ Imu® Keru = E. \

2. (a) Si P et @ sont deux polyndmes premiers entre eux, alors

‘ Ker(PQ)(u) = Ker P(u) ® Ker Q(u). ‘

(b) Onremarque que X* + X+ X = X(X*+ X +1)avec X A (X*+ X +1) =1.
Donc, par le lemme de décomposition des noyaux, E = Ker (u® + u® + u) = Keru & Ker (u® + u + Id).
En passant aux dimensions, dim Ker (u” + u + Id) = dim E — dim Ker u = dim Im u.
Il reste & montrer une inclusion pour conclure.
Or,siy € Imu, on Az € E tel que y = u(x) et alors

(u2 +u+1d) (u(z)) = (u3 +u® + u) (z) =0p

donc z € Ker (u2 +u+ Id)

donc Imu C Ker (u* + u + 1d) et ils sont de méme dimension :

3. Comme u est non bijectif, 0 € Spu.
On sait par ailleurs que les valeurs propres sont parmi les racines réelles — K = R ici — du polyndme annulateur

X+XP+X=X(X+X+1).

Mais (X* + X + 1) n’a pas de racine réelle. Donc | Sp(u) = {0}.

Remarque : on a aussi Spe(u) C {0, 4,5}
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Exercice 94 : Algebre - Théoréme des restes chinois

= 5 |6
1. En raisonnant par I'absurde, montrer que le systéme (S) : { ‘ 6] n’a pas de solution appartenant
x = 4 [§
aZz.
2. (a) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.
(b) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Soit ¢ € IN.
Prouver que (a|c et b|c) <= ab|c.
x = 6 [17]
3. On considére le systéme (S): ¢ = = 5 [16] danslequel linconnue = appartient & Z.
x = 4 [15]

(a) Déterminer une solution particuliére x, de (S) dans Z.
(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (5).

1. Soit z un entiertelque z =5 [6] etz =4 [§].

Onaalors k, 0 € Z tels que = = 5 + 6k = 4 + 8¢ ce qui imposerait que z soit & la fois pair et impair. C’est
absurde.

= 5 [6
(S) : { ‘ 1] n’a pas de solution appartenant a Z.
r = 4 [§

2. (9) ‘ Des entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe u, v € Z tels que au + bv = 1.

(b) On a déja que ablc = alc et b|c par définition de la divisibilité (et sans utiliser I'hypothése de primalité
relative de a et b.)
Réciproquement, supposons que alc et ble. Donnons-nous deux entiers de Bézout u et v tels que
au + bv = 1. Alors
¢ = acu + cbv

avec b|c donc ablacu et a|c donc ab|cbv, e, finalement, ablc.

Ona mon’rré‘ (alcetblc) <= ablc ‘ et c’est encore valable pour ¢ € Z.

3. (a) On«remarque » que ‘ xo = —11 est solution particuliére. ‘

(b)

z = —11 [17]
(8) = ¢ =z = —11 [16]
z = —11 [15]

<= z + 11 est simultanément divisible par 15, 16 et 17

avec 15, 16 et 17 deux & deux premiers entfre eux. Par une extension de la question 2. & frois entiers (ou
une double utilisation de cette question en remarguant qu’on a aussi (15x 16) A17 = 1 pour la deuxieme),
on en déduit que

(S) <= 15 x 16 x 17 = 4080 divise = + 11.

Les solutions sont donc les| z = —11 [4080].

Remarque : le théoréme des restes chinois du cours permet directement d’écrire (S) < x = —11 [4080]
connaissant —11 solution particuliere et car 15, 16, 17 sont deux & deux premiers entfre eux. On nous
demande de le redémontrer ici.
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m PROBABILITES — EXERCICES 95 A 112

Exercice 95 : Probabilités - Tirages avec remises et espérance de gain
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cing boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2. Dans cette question, on suppose que I'on tire simultanément 5 boules dans I'urne.

(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loi de Y.

1. (o) I s‘agit d'une répétition d’expériences de Bernouli de méme paramétre p = 13

indépendantes dont on cherche le nombre de succés. D’aprées le  cours,

X ~ B(5,p), E(X) = 5p = 1 et V(X) = np(1 — p) = g.

() Y =2X — 3(5 - X) =5X — 15. Donc’Y(Q) = {5k — 15,k € [0,5]} ‘e’r,si k € [0,5].

P(Y = 5k — 15) = P(X = k) = <Z> (;)k (‘;)s_k - <Z> 4;

De plus, par linéarite, [ E(Y) = 5E(X) — 15 = —10| et | V(¥) = 5°V(X) = 20. |

2. (9) | X(©2) = [0,2] | et en prenant comme modéle Q2 = P5(B) (parties & 5 éléments) ol B est I'ensemble des

10> _ 10 M:

5) ~ e TR
B (X =0)estlecasouiln’y aque des boules noires (5 parmi 8) donc

— ) O _st8 a5 [2
m_@_ﬁ_:ﬂ.ml_m_ 9

5

boules, A = P(Q2) et P uniforme, avec Q] = <

B (X =1)estlecasouilny aqgu’une seule boule blanche parmi 2 et 4 boules noires parmi 8 donc

1.2 () _2-(6)-8 _2:25 [5
M* (%) T @n2.100 0 9-10 |9

B (X =2)estlecasouiln’y ales deux boules blanches, il n'y a donc & choisir que 3 boules noires

parmi 8 donc
(g) 2
P(X=2)|=45=P(X=0)=]| -
&) ( =15

oudlorsP(X =2)=1-P(X =0) -P(X =1).

(b) On atoujours Y =5X — 15. Donc ’ Y(Q) ={-15,—-10,-5} ‘ et

P(Y = -15) = P(X =0) = P(Y = —10) = P(X = 1) =

9
9
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Exercice 96 : Probabilités — Fonction génératrice d’'une somme

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN, de loi de probabilité donnée par: vn € IN, P(X = n) = p,. La
—+o0

fonction génératrice de X est notée G x et elle est définie par Gx (t) = Z pat”.

n=0
1. Prouver que l'intervalle | — 1, 1] est inclus dans I'ensemble de définition de Gx.
2. Soit X; et X, deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans IN. On pose S = X; + Xo.
Démontrerque vt €] — 1,1[, Gs(t) = Gx, ()G x, (1) :
(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres.
(b) en exprimant la fonction génératrice sous forme d’une espérance.

Remarque : on admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable a » variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans IN.

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une boule numérotée
2. Soit n € IN*. On effectue n tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans ce sac.
On note S,, la somme des numéros tirés.
Soit ¢t €] — 1, 1. Déterminer Gs,, (t) puis en déduire la loi de S,,.

“+oo
1. Comme an converge (vers 1), le rayon de convergence de la série entiere ant" est au moins égal a 1,
n=0
donc‘ I'infervalle ] — 1,1 [ est inclus dans I'ensemble de définition de Gx. ‘

2. (a) Lesséries entieres ayant toutes un rayon de convergence au moins égal a 1, on peut effectuer un produit
de Cauchy (de rayon de convergence au moins égal a 1 aussi) et écrire, pour ¢t €] — 1, 1],

—+ oo n n

_Z< IP(Xl_k,Xg_n—k)>t" (S=n)=| |Xi=kXs=n—k)
n=0 \k=0 k=0
~+oo n

= < P(X: =k)P(X2 =n— k)) t" par indépendance
n=0 \k=0

(b) Comme X; et X, sont indépendantes, c’est aussi le cas, pourt €] — 1,1[, de t** et t*2, On a donc

0] 6 [¢] = o] =] ] ~[Enmmn]

3. Soit, pour i € [1,n]. X; la variable aléatoire du numéro de la boule tirée au i€ tirage.
1

1o
=
4

Alors les X; sont des vaiid de fonction génératrice t — 1

+1i
2

D’aprés ce qui précede, S, = Z X; est de fonction génératrice
=il

(1,1 1\ ()" [
\Gsn—(Gxi) vt'—>‘<1+§t+1t) = 0 ==
2n (271)
Par la formule du binéme de Newton, G, : ¢~ » ﬁt’c.
k=0
2n k 2n—k
Donc S, (22) = [0, 2n] et pour tout k € [0,2n], P(S, = k) = (4’;) = <2:> (%) (%) | Sn~B (271, %)
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Exercice 97 : Probabilités - Couple de variables aléatoires
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans IN? dont la loi est donnée par

Jjt+k
(J+k) (§>
VLK) € N, P (X, ) = () = —pt—

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
2. Prouver que E [2¥7Y] existe et la calculer.

1. D’aprés I'énoncé, \ X(Q)=Y(Q)=N. \

Soit 5 € IN. Par application de la formule des probabilités totales au systéeme complet d’événements
(Y = k)),cn. ON calcule

+ o0 +o0

A A N (J+k)
P(X =) —ZIP(X—J7Y—]€)—ZW
k=0 k=0
_ 1 21 = 1 en reconnaissant des séries exponentielles donc
T eyl J Z k! ok + Z (k — 1) 2F convergentes et en démarrant I'indice de la
k=0 k=t deuxi®me somme & 1 pour ne pas écrire de facto-

1 i 1 f (1/2)" rielle de nombre strictement négatif, le tferme pour
Tet2i VT2 — k! k = 0 étant nul.
_ 2.7 + 1 1/2
T ejlti®
o 2j+1
Vel 27t

. - . ‘ , 25 41 2k + 1

2 _ _ — —
Ainsi, par symétrie des rdles, |V (j, k) € [1,n]°, P(X =j) = Jejlai etP(Y =k) = JekloR T

On remarque que P((X,Y) = (0,0)) =0 # P(X = 0)P(Y = 0) donc ‘ X et Y ne sont pas indépendantes.

2. L'espérance E [2¥Y] de la variable aléatoire 2X+Y réelle positive existe toujours dans [0, +oa].
Montrons qu’elle est finie et calculons sa valeur.
Par la formule de transfert puis symétrie des réles, dans [0, +o0],

. - 1 i+k 1 j k 2 j
E[2X+Y] = Z IP((X,Y):(LIC))QJH“ZE Z ]j!/f! =5 ( Z %k!_‘— W) =5 Zzﬁ
JEN

(4,k)EN2 (4,k) ENZ Gyenz 7 (4,k) ENZ

Par théoréme sur le sommes doubles produits dans le cas positif,

iy 2 +oo . Jroo1 9 +oo 1 +ool
=1 (5) (B8) = Gtw) (Ba) =<

j=0"" k= j=1

Donc | 2%¥*Y est d’'espérance finie égale & 2e. ‘
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Exercice 98 : Probabilités — Autour de la loi binomiale

Un standardiste effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers » correspondants distincts.

On admet que les » appels constituent » expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (ot p € 10, 1]).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. Le standardiste rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants
qu’il n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant
le nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(@) Soiti € [0,n]. Déterminer, pourk € N, P(Y =k | X =1).
(b) Prouver que Z = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.

Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, 'égalité suivante : <Z _ Z) <n> - <k> <Z>
—1 7 (2

(c) Déterminer I'espérance et la variance de Z.

1. lIs’agit d’une répétition de n expériences de Bernoullide méme parametre pindépendantes dont on cherche

le nombre de succés. D'apres le cours, | X ~ B(n,p).

2. (a) Ensupposant|’événement (X = i) réalisé, on se retrouve de nouveau dans une situation de nombre de
succes de n—i expériences de Bernoullide méme parametre p indépendantes. Donc, pour la probabilité
conditionnelle P x—;), Y suit une loi binomiale de parameétre (n — i, p).

Ainsi,|pourk e N.P(Y =k | X = i) = <n;2>p’“(1 —p)" " *|(quiest nul si k > n — ).

(b) Z correspondant au nombre total de correspondant ayant répondu, | Z(2) = [0, n]. | Soit k € [0, n].

En utilisant la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'événements ((X = ©));c1,n]

associé a X,
n k
PZ=k)=) PX=i)P(Z=k|X=i)=» P(X=i)P(Y=k—i|X=i) Ona0<X<kety=2-X.
=0 i=0
k n n (3
_ i _ n—i - k—1 _ n—k
= ( )p(l p) <k2> (1-p)
1=0
- k n ;
= (z) (k)pk(l — p)Z"’“k Formule admise.
1=0
n b k 1 :
_ ki o \2n—k k—i
(oo () ()

= <n> pr(1—p)>* (1 + L) ' Bindme de Newton.

avec p(2 — p) + (1 — p)? = 1. Donc \ Z ~ B(n,p(2 — p)). \

(c) D'oprés le cours, [ B(Z) = np(2 — p) \ef\ V(Z) = np(2 — p)(1 — p)2. \

Remarque : pour prouver la formule admise imaginons devoir choisir dans une ville de n habitants, k conseillers
municipaux et, parmi ces conseillers, i adjoints.

m  On peut choisir d’abord les k conseillers parmi n habifants de Z maniéres différentes puis i adjoints parmi

n

les k conseillers de <k> mahnieres différentes ce qui laisse au total (k) ( A
7 1

) choix possibles.

m  On peut aussi choisir d’abord les i adjoints parmi n habitants de n maniéres différentes puis k — i aufres
(2

n—1

k—1

conseillers parmi les n — i habitants restant de ( s—ill;

) maniéres différentes ce qui laisse au fotal (” - Z) (”)

choix possibles.
On a compté deux fois la méme chose, d’ou la formule.
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Exercice 99 : Probabilités — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev et loi faible des grand nombres
1. Rappeler, en précisant les hypothéses, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2. Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme Ioi et et telle que vn ¢ IN, Y;, € L>.
On pose S, = » _ Vi.
k=1

Prouver que
V(¥1)
na?

Va€]0,+oof, P <’% —E(Y:)

>a)<

3. Application
On effectue des tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans une urne contenant 2 boules rouges et 3
boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir & plus de 95% que la proportion de boules rouges obte-
nues restera comprise entre 0,35 et 0,45?

Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ou Y; mesure I'issue du i€ tirage.

1. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X € L? une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre 2, a > 0.

V(x)

P (IX - E(X)| > a) <
c’est-a-dire, en notant m I’'espérance de X et ¢ son écart-type,

2
g
P(|X—m|>a)< po
2. Loi faible des grands nombres
On remarque que, comme les Y,, sont identiquement distribuées,

= parlinéarité, E (&) =E(Y1):
n

m parindépendance, V (&> _ V() _ V(1)
n

n? n

D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

P ( S0 _ gy >a> <Y
n na
3. Application
On considere la suite (Y,,) de variables aléatoires de Bernoulli ou Y,, mesure I'issue du ne firage : Y, (w) = 1 8i
la n® boule tirée est rouge, 0 sinon. Ainsi, dans notre contexte, Y,, ~ B (%) et les v,, sont indépendantes car
2 2 3 6
les tir | nt, B(Y,)===04etV(Y,) == --=—.
es tirages le so (Yn) = 0,4 et V(Y,) E'E= o
On cherche n tel que P (’% - 0,4 > 0,05) < 0,05.
s . o I . 6/25 .
D’apres la question précédente, il suffit de choisir n tel que —T < 0,05 c’est-a-dire
nz= 6/253 =6-47-20 = 1920.
(*/20)
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Exercice 100 : Probabilités - Variable aléatoire et fraction rationnelle
Soit )\ € ]0, +cc[. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans IN*. On suppose que

A

Vn € IN*, P(X:n):m.

1

. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) = Gt )@ 1)
r\r T

2. Calculer ).
3. Prouver que X admet une espérance finie, puis la calculer.
4. X admet-elle une variance ? Justifier.
1. Par la méthode habituelle, on trouve R(z) = 24 b + —°_ avec a = 1 _1
' ’ Tz z+l x+2 T 0+1)(0+2) 2
bo L jete— L _1
T (=D(-1+2) T (=2)(-2+1) " 2
+oo A
2. On cherche X tel que ———————— = 1. Or, par télescopage,
9 ;n(n+1)(n+2) P Pag
Py N N
—n(n+1)(n+2) N —\2n n+1 2(n+2)
s 7/ Y (S
42— \2\n n+l) 2\n+l n+2
T R I
2\1 1+1 4
Donc .
3. Comme X est & valeurs réelles positives, elle admet une espérance dans [0, +oc]. On va montrer qu’elle est

finie et la calculer.
Dans [0, +oc], on calcule par décomposition en éléments simples et télescopage

400

in = 1 =X/ 1 1 1
E(X):;n(n+1)(n+2) :4;(n+1)(n+2) _4;<n+1 _n+2) :4(m_0) S el

Donc ‘ X est d’espérance finie égale a 2. ‘

On cherche & savoir si X € L? c’est-a-dire, par théoréme de transfert, si (P(X = n)n?),en+ est sommable
an
2

c’est-a-dire si la série de terme général P(X = n)n® = ————— est absolument convergente.
(n+1)(n+2)
Oro< A 4 est un terme général de série divergente, donc ’ X n‘admet pas de variance.
(n+1)(n+2) n
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Exercice 101 : Probabilités - Chaine de Markov

l?qns une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.

A l'instant ¢ = 0, il se trouve au point A.

Quand il a épuisé I'’eau du point ol il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux autres points
d’eau.

Leau du point qu’il vient de quitter se régénére alors.

Soit n € IN.

On note A, 'événement «I’animal est en A aprés son n® trajet».
On note B, I'événement «'animal est en B aprés son »°® trajet».
On note C,, 'événement «I’'animal est en C aprés son »° trajet».

On pose P(A,) = an, P(B,) = b, et P(Cy) = cn.

1. (a) Exprimer, en le justifiant, a,,11 en fonction de a,,, b,, et ¢,.
(b) Exprimer, de méme, b,: et ¢,+1 en fonction de a,,, b, €t c,.

0 12 1/2
2. Onconsidére lamatrice A= | 15 0 1/
Yo 12 0

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.
(b) Prouver que —% est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de M;(R) telles que D = P~ AP.
Remarque : le calcul de P! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a,,, b, et ¢, en fonction de
n.
Remarque : aucune expression finalisée de a,,, b, et ¢, n’est demandée.

1. (@) (An, B, Cy) est un systeme complet d’événements donc d’aprés la formule des probabilités totales
P(An41) = P(Any1 | An)P(An) + P(Ant1 | Ba)P(Bn) + P(Ant1 | Co)P(Cr)

1 1 , S AT 1 1
donc an+1 = 0ay, + §bn + 5Cn c’'est-a-dire | an4+1 = §b" + 5Cn:

~ 1 1 1 1
(b) De méme, |bpy1 = 50n + 5Cn et|cnt1 = 50n + 5bn.

2. (a) Aestsymétrique a coefficients réels, donc ’ elle est (ortho)diagonalisable ‘ par théoreme spectral.

() rg (A+ 313) =rg (% G % %)) =1,donc ’ —1 est valeur propre de A ‘ et dim E_./,(A) = 2.

Comme dans cette matrice, les colonnes vérifient C; — C3 = ((é) et Cy — C3 = <§) on a

—1

(f)l) , (El) € E_y),(A) etils sont indépendants donc | E_,/,(A) = Vect (( 51> , ( i ))

Remarque : On peut aussi résoudre le systéme (A — 1 1) (é) = (%) = z4y+2=0 <= z2=—x—1.

(c) Puisque — 3 et valeur propre double de A et tr (A) = 0, on en déduit que 1 est une valeur propre simple
—11/2 1/2
de A.OrA—Is = (1/2 % 1/2) vérifie Cy + Cz + C5 = (§) donc (i) € E1(A).

1/2 1/2 —1
On aurait aussi pu voir directement sur A que A G) = G) ce qui donne directement la valeur propre
1 et un vecteur propre associé.
) et
1

Ainsi ((}),( o ),( 1 )) est une base diagonadlisante de A : on pose P:(

1 =il -1

1 0
0 1

=

1

1 0 0
D= (0—1/2 0 ) etonaalors D = P tAP.

0 0 —1/2

3. D’apres la question 1., pour tout n € N, <Znii) =A (Z:f) et donc, par récurrence (suite géométrique),

Cn41 Cn
W ao 1 0 0 1
vneN, | b, | =A% by | =P|0 (-1/2)" o [P ']o
Cn co 0 0 (=1/2)" 0
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Exercice 102 : Probabilités - Loi du minimum de vaiid géométriques

Soit N € IN*. Soit p € |0, 1[. On pose ¢ = 1 — p.

On considére N variables aléatoires X, X5, -+ , Xy définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P), indé-
pendantes et de méme loi géométrique de paramétre p.

1. Soit i € [1, N]. Soit n € IN*. Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).

2. On considére la variable aléatoire Y définie par v = lr<ni<nN(Xi) c’est-a-dire vw € Q,

Y (w) = min (X1 (w), -+, Xn(w)), min désignant « le plus petit élément de ».
(a) Soitn € IN*. Calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnditre la loi de Y. En déduire E(Y).

1. Soit i € [1, N]. Soit n € IN*,
En interprétant X; comme loi d’un premier succés dans la répétition d’expériences de Bernoulli indépen-
dantes de parameétre p ce qui ne nuit pas & la généralité car, les probabilités demandées ne dépendant
que de laloi de X;, I'événement (X; > n) correspond A avoir n échecs sur les n premiéres répétitions donc

‘IP(Xi>n):q"eTIP(Xign)zl—IP(Xi>n):1—q”.‘

Notons que les résultats restent valables pour n = 0.
Cela se refrouve par le calcul :

k=1 k=1 k=0 q
puisP(X; >n) =1—-P(X; <n)=q".
2. (a) Soit n € IN*. Par indépendance et avec la question précédente,

N

P(Y >n)|=P (ﬂ(Xi >n)> :HIP(Xi > @) :

i=1

Donc : 1-PY >n) : puis

P(Y=n)|=PY >n—1)—PY >n)=q" DN "N =| gDV (1-qg").

(Calcul encore valable sin = 1.)
(b) Avec Y(Q) = IN*, on reconnoT’r‘ Y ~G(1-g"). ‘

D’aprés le cours, | E(Y) =
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Exercice 103 : Probabilités - Somme de lois de Poisson
Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (2, A, P) un espace probabilisé.
1. (a) Soit (A1, \2) € (]0, +oo])>.
Soit X, et X, deux variables aléatoires définies sur (2, A, P).
On suppose que X et X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de parameétres respectifs
A1 et Xs.
Déterminer la loi de X; + Xo.
(b) En déduire I'espérance et la variance de X; + Xo.
2. Soit p € ]0, 1]. Soit A € ]0, +oo].
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, A, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de parameétre .

On suppose que X (2) = IN et que, pour tout m € NN, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi
binomiale de paramétre (m, p).

Déterminer la loi de X.

1. (@) Ona (X1 + X2)(R2) = N et pour fout n € IN,

P(X1+Xo=n)=>» P(X1=kXs=n—k) aTx, 2P =RP(X =n—k)
k=0 k=0
= k! (n—k)!
—(A14+x2) ™ n
_¢ N\ \kyn—k _ —(Ai4ae) (A1 + A2)
N n! Z <k> Ardg ™" = e n!
k=0

par la formule du bindme de Newton. Donc ‘ X1+ Xo ~P(A1 + A2). ‘

(b) D’aprés le cours, ‘ E(X1 4+ X2)=V(X1 4+ X2) =X + X2 ‘ (ce qui se retrouve par linéarité de |'espérance
et indépendance, respectivement.)
2. Ona déja X(©2) = N. Soit n € IN.
En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéeme complet d’événements ((Y = m))men OSSOCi€

ay,
“+oo
PX=n)=> P(X=n|Y=m) PY =m)
m=0
+OQ m )\"L
=2 ( )P"(l —p)" e probabilité nulle sin > m
m=n w e

=e série exponentielle

Donc| X ~ P(Ap).
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Exercice 104 : Probabilités - Boules et compartiments

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’'une boite formée de trois compartiments identiques égale-
ment numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les »n boules.

On note X la variable aléatoire qui & chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de comparti-
ments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.
2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.
3. (a) Calculer E(X).
(b) Déterminer la limite de E(X) lorsque n — +oc. Interpréter ce résultat.

1. \X(Q):{o,m}.\

2. Premiere méthode
() On modélise I'expérience avec Q = {1,2,3}", A = P(Q2) et P probabilité uniforme.

AIors(X:2):{(1,...71)7(2,...,2),(3,...,3)}e’r:%:%: 3%

(b) Alors (X = 1) contient tous les n-uplets composés d’exactement 2 valeurs. lly a

m 3 choix possibles pour la valeur qui n’apparait pas,

B puis 2™ — 2 choix possibles pour toutes les composantes : 2 pour chacune mais il faut enlever les 2
cas ou il Ny aurait qu’une seule des deux valeurs, comptée dans le cas (X = 2).

. — |[(X=1)] 3(2"-2) |2"-2 g o R = A A |

Deuxiéme méthode

(a) Notons, pour i € [1,n]., B; la variable aléatoire du numéro du compartiment dans lequel se trouve la
boule numéro i. Les B; sont des vaiid de loi uniforme sur {1, 2, 3}. Alors

P(X=2=P(B1=1,...,B,=1)+P(B1=2,...,B, =2)+ P(B, =3,...,B, = 3)

n n n
= H P(B; =1)+ HIP(BZ- =2)+ H P(B; =3) indépendance
i=1 =1 =1
1 n
= (5) le 3 correspond aussi au choix du compartiment non vide
1
donc | P(X =2) = Fr

(b) Pourlecas (X >1) = (X =1)U (X =2),ily atrois choix possibles pour le compartiment restant vide.
On peut faire une disjonction de cas suivant le nombre k € [1,n — 1] de boules allant dans le comparti-

q < Afl q q < . 2 n A A
ment non vide de numéro minimal. Le compartiment vide étant fixé, il y L choix possibles des boules
dans le premier compartiment non vide. Ainsi

ren=5 () 6 6 -em (50

1e"compart. 2¢ compart,

2" —2

3n—l_9omn 4
= et|P(X=0)=1-P(X=1-P(X =2) = ——

3. (@ :0.IP(X:0)+1.IP(X:1)+2.IP(X:2):37217::3<§)n'

(b) etdonc|E(X) —— 0.

n—-+oo

donc|P(X =1) =

Lorsque le nombre de boules devient frés grand, en moyenne, aucun compartiment ne restera vide.

Banque CCINP — MP - MPI — 2027 - page 108 sur 117 RETOURNER EN PAGE |


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 11 SEPTEMBRE 2026 Il Probabilités — exercices 95 a 112

Exercice 105 : Probabilités - Formule de Bayes et dés pipés

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).

Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’'un lancer vaut %

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés.

On lance ce dé et on obtient le chiffre 6. Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?
(b) Soit n € IN*. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés.

On lance ce dé n fois et on obtient n fois le chiffre 6.

Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé ?
(c) Déterminer la limite de (p,,). Interpréter ce résultat.

1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé.
Si B est un événement non négligeable et si (A;):cr (0u I est fini ou dénombrable) est un systéme complet
ou quasi-complet d’événements non négligeables, on a

P(B | 4:)P(4:)
S P(B| An)P(A)

kel

Viel, P(A;|B)=

Preuve : Soit: € 1.
(A, | B) = PAINBE) _ PBIAPA) _ _P(B| A)P(A)
' P(B) P(B) S P(B| An)P(Ar)
kel

en appliguant au dénominateur la formule des probabilités totales avec le systeme complet ou quasi-
complet d'événements (A;)icr.

2. (a) Notons T'I"’événement «le dé choisi est pipé » et A I'événement « On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».

On demande de calculer P(T' | A).
Le systeme (T, T) est un systtme complet d’événements non négligeables, avec P(T) = 5 _ 1

— = 1
100 4e

donc P (T) = % Alors, d’aprés la formule de Bayes, on a
1.1
BT | A) = PAIDPM %3 _1
EA RO A MRS 2

donc|P(T' | A) = %

(o) Pourk € [1,n]. on note A I'événement « on obtient le chiffre 6 au k° lancer » et on pose B = ﬂ Apg.

k=1
On cherche & calculer p,, = P(T | B).
Toujours avec le systéme complet d’événements (T, T), d’aprés la formule de Bayes,
()
P(B|T)P(T 2 4 1
pn=P(T| B) = TR — =L
P(B|T)P(T)+P (B|T)P(T) 1 1, (1 3 4
5) X7t lz]) X7 + 3
2 4 6 4 3
. 1
Donc|Vn e N*, p, = —
1 + 3n—1
(c) Donc | py, P 1. | Cela signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n‘obtient
n—-—+oo

que des 6 sur ces lancers alors il y a de tres fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.
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Exercice 106 : Probabilités - Loi conjointe du maximum et du minimum de variables géométriques indépendantes

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et & valeurs dans IN.

Elles suivent la méme loi définie par

VkeN, P(X =k) =P(Y = k) = pg"

oupelo,1[etg=1—p.

On considére alors les variables U et V définies par U = sup(X,Y) et V = inf(X,Y).

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Déterminer la loi marginale de U.

Onadmetque V(Q) =NetqueVnc N, P(V =n) = pg® (1 +q).
3. Prouver que W = V + 1 suit une loi géométrique. En déduire I'espérance de V.
4. U et V sont-elles indépendantes ?

Soit (i, ) € IN? fel que 0 < j < 4. Alors

P(U,V)=(i,j)) =PU=i,V=35)=P(X =4,Y =j) + P(X =4,V =)

par disjonction de cas, le fait que i # j assure que ces cas sont bien disjoints.
Par indépendance, symétrie des rbles et définition des lois de X et Y,

P((U,V) = (7)) =2 (pa") (pa’) = 20°¢"

Lorsque ¢ = j,

Finalement,

2%¢"T S0 < g < i
P((U,V) = (i,7)) = { p’¢>  sii=j;
0 sinon.

2. Ona|U(2) = NN |et,sii € IN, en ufilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d'événe-
ments (V = j));jen associ€ a V,

+oo 1—1
PU=1i) = Z]P(U =i,V =j)= 22p2q2+] 4P
j=0 §=0

i—1
— 2p2q1 Z q] 4 p2q21
j=0

ol ‘ i
:2p2q : q +p2q2
—4q

_ 2pqi (1 . qi) +p2q2¢
= (2 —-2¢" + pqi) pq’

= (2 —2¢'+(1- Q)qi) pq’

donc|P(U =i) = (2—-2¢" +pqg') pg' =pg’ (2—q' —¢"). ‘
3. OnaW(Q) = N* etsin € N*,

PW=n)=P(V=n-1)=pi" V1+q)=()"" 1-ql+9)=(1-(1-¢))"" (1-¢)

2
donc ‘ W~G(1-¢%). ‘ D’apres le cours, B(W) = : _1q =E(V)+1etdonc|E(V) = —Z

4. P(U,V) = (0,1)) = 0 #£ P(U = 0)P(V = 1) donc
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Exercice 107 : Probabilités - Probabilités conditionnelles et suite arithmético-géométrique
On dispose de deux urnes U, et Us.

= Lurne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.
m Lurne U, contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

= On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisie.

= On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ol elle provient.

= Sila boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.

= Sinon le tirage suivant se fait dans I'urne Us.
Pour tout » € IN*, on note B, I'’événement « la boule tirée au »°® tirage est blanche » et on pose p,, = P(B,,).
1. Calculer p;.

4
2. Prouverque Vn € IN*, p,y1 = —%pn + =
3. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, la valeur de p,,.

1. Notons A I'événement «le premier tirage se fait dans I'urmne Uy ».
Alors A est I'événement «le premier tirage se fait dans I'urne Us ».
(A, A) est un systtme complet d’événements, donc, d’apres la formule des probabilités totales,

o 2.1 4 1 17
plzP(Bl):IP(Bl\A)IP(A)—}—IP(Bl|A)IP(A):5><§+?><§:£.
17

Onadonc|p: =35

2. Soitn € IN*. (Bn, Fn) est un systéme complet d’événements. Donc, d’apres la formule des probabilités totales,

2 4

6 4
Donc, N*, ppt1 = —==Pn + =.
onc,|Vn e , Pnt1 35]) +7
3. Donc (pn)nen+ est une suite arithmético-géométrique.
On cherche une solution particuliere constante
_ 6 4
T3y ‘o
Les solutions de I'équation homogéne associée u,+1 = —%un sont les suites géométriques de raison —36—5.

n—1
On a donc une constante A € R telle que |Vn € N*, p, = A (—3%) + %.

Remarque : si on ne reconnait pas une équation linéaire (ou plutdt affine), on peut poser (un)n = (pn — ¢),, €1
vérifier que c’est une suife geométrique.

17 6 20 20 17|, . 20 17 6\""" 20
Orpp=—=——+"—"donc|\=— — — |Ainsi, IN* n=|——— - —,
T T 41 35 vne N, p (41 35) ( 35) ta
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Exercice 108 : Probabilités - Loi conjointe de variables géométrique et de Poisson indépendantes
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et & valeurs dans IN.
On suppose que la loi du couple (X,Y) est donnée parV (i,j) ¢ N*, P(X =) N (Y =j)) = P

1. Déterminer les lois de X etde Y.

2. (a) Prouver que 1 + X suit une loi géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer I'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
4. Calculer P(X =Y).

1. Ona ‘ XQ)=YQ)=N ‘ etsii € N, comme ((Y = j)),.y ©st un systeme complet d’événements (associé a
Y), par la formule des probabilités totales

+oo Ix 1 1
P(X=9)=3 PX=iY=§)=3 o =gm
3=0 3=0 '

. acH : . 1
en reconnaissant une série exponentielle. Donc | P(X =) = i1

De méme, pour j € IN, comme ((X = 1)), est un systeme complet d’événements (associé a X), par la
formule des probabilités totales

+oo +oo 1 1 1
— 1) — =1 =4) = = ' 2
(Y =) =3 PX=4Y=4)=3 oy = g1 121
i=0 =0

. SRS , g 1
en reconnaissant une série géométrique. Donc P(Y = j) =e 1ﬁ : m
n—1
2. () Onabien (1 +X)(Q) = N* etsin e N, P(L+X =n) = P(X =n—1) = - — (1—1> %donc
1
1+X ~ = ||
+x~0(3)

Alors E(X)=E(1+X)—-1=

-1 doncWe‘rV(X) =V(1+X)= (%2 doncm

(b) D’aprés le cours, ’ EY)=V({)=1. ‘

vl =

3. Avec les résultats précédents, pour tout (i,j) € N?, P(X =4,Y = j) = P(X = i)P(Y =) donc
—+o0
1

o0

1 . A

4 P(X =Y) = Z P(X =n,Y =n) = Z o 2—ee1/2 en reconnaissant de nouveau une série exponen-
n=0 :

tielle, donc | P(X = V) = %
€
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Exercice 109 : Probabilités - Lois de premiére occurrence dans un tirage sans remise

Soit n € IN*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loide Y.

1. Ona X(Q) = [1, 3] cariln’y a que deux boules noires. Notons B |I'ensemble des n + 2 boules.

Premiére méthode On peut n‘observer que les deux premiers tirages pour conclure. L'univers Q = As(B)
est I'ensemble des 2-arrangements (couples de 2 éléments distincts) des n + 2 boules, de cardinal
(n+2)(n + 1), la tribu est toujours P(Q2) et la probabilité est toujours uniforme.

[(X =1) n(n+ 1) n . ;
PX=1)= = = car dans un couple de (X = 1), il faut placer I'une
" |PX=1) 8] (n+2)(n+1) nt2 ple de (X =1) P
des n boules blanches, I'une des n + 1 autres boules ensuite.
(X =2)]| 2n . .
P(X =2)= = car dans un couple de (X = 2), il faut placer I'une des 2
= | P ) 8] n+2)n+1) e ( ) e
boules noires, puis I'une des n boules blanches.
|(X =3)| 2 . ,
P(X =3) = = car dans un couple de (X = 3), il faut placer I'une des 2
| ) 8] CERICED) P ( ) P

boules noires d’abord puis la deuxieme (pour laguelle il Ny a plus de choix).

Deuxieme méthode On note B; I'événement «Tirer une boule blanche au je tirage ». Alors, avec la formule
des probabilité composées, (on tire respectivement 0, 1 ou 2 noires puis une blanche)

P(X =1)|=P(B) = ni2 P(X=2)|=P(BiNB;) =P (B) - P(B: | Bi) = ni2'n11
L S 2 1
P(X=3)|=P(BiNBz) =P (B1) -P(B: | By) = e M

Troisieme méthode On observe tout le tirage : Q = &,,4» de cardinal (n + 2)!, un tirage est une permutation
des n + 2 boules. La tribu est P(22) (univers au plus dénombrable) et la probabilité est uniforme vu la
description de |'expérience.

m  Une permutation de (X = 1) est une permutation commengant par une des n boules blanches,
puis permutant les n + 1 autres ensuite. On trouve |(X = 1)| = n(n + 1)! ef on retrouve P(X = 1).

m  Une permutation de (X = 2) est une permutation commengant par une des 2 boules noires, puis
une des n boules blanches, puis permutant les n autres ensuite. On frouve |(X = 2)| =2-n-nleton
refrouve P(X = 2).

m  Unepermutation de (X = 3) permute d’abord les 2 boules noires, puis permute les n boules blanches.
On frouve |(X = 3)| = 2! - n! et on refrouve P(X = 3).

3
Vérification On calcule Z P(X = k) = 1. On peut aussi toujours déduire I'une des probabilités des autres.
k=1
2. OnaY(Q) =[1,n+ 1] car au mieux on a une boule n° 1 au premier tirage, au pire, les deux boules n° 1 sont
firées alafin.

Premiére méthode On peut n‘observer que les positions des boules rn° 1, sans ordre. L'univers est I'ensemble
Q = P2([1,n + 2]) des paires d’indices, de cardinal ("}?) = %mw) la tribu est foujours P(Q2) et la
probabilité est toujours uniforme. Dans une paire de (Y = k), on a k et un autfre entierentre k +1 et n+ 2.

. — ] n+2—(k+1)+1 | 2(n+2—k)
On obtient | P(Y = k) |= GG BlCEDICEDk

Deuxieme méthode On note A; I'événement « Tirer une boule qui ne porte pas le n°1 au je tirage ». Alors,

avec la formule des probabilité composées, en regardant I'état de I'urne & chaque tirage,

IP(Y:]C) —P(ﬂ Aj ﬂAk> —P(A1)~HIP<AJ'+1 hAZ> IP(Ak mAZ>

H n—j 2 n! (n+2-k)!

2.
n+2—j n+3-—k (n+1-k)! (n+2)!

=0

2(n+2—k)
(n+1)(n+2)
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Troisieme méthode On peut reprendre I'univers Q = &,,42. Soit k € [1,n + 1] d’observation de tous les tirages.

Pour décrire une permutation de (Y = k). il faut choisir d’abord k — 1 des n boules ne portant pas le n° 1,
les permuter, puis une des 2 boules n° 1 puis permuter les n + 2 — k boules restantes.

Onobﬂemm: (;ﬁl)(k—l)!'?(n-&-?—k)!: ln+2—-k)! | 2(n+2—k)

(n+2)! n—k+DI(n+2)! | (n+1)(n+2)
n+1
Vérification On calcule Z P(Y = k) = 1 avec le changement d’indice j = n + 2 — k.
k=1

Exercice 110 : Probabilités - Fonctions génératrices et somme de variables de Poisson indépendantes
Soit (2, A, P) un espace probabilisé.
1. Soit X une variable aléatoire définie sur (2, A, P) et a valeurs dans IN.
On considére la série entiére Z t"P(X = n) de variable réelle t.
On note Rx son rayon de convergence.
(a) Prouver que Rx > 1.

oo
On pose Gx(t) = Z t"P(X = n) et on note D¢, I'ensemble de définition de G x.
n=0

Justifier que [-1,1] C D¢ .
Pour tout réel ¢ fixé de [—1, 1], exprimer G x (t) sous forme d’une espérance.
(b) Soit k € IN. Exprimer, en justifiant la réponse, P(X = k) en fonction de Ggﬁ)(o).
2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre ).
Déterminer D¢, et, pourtout t € D¢, calculer Gx (t).

(b) Soit X ety deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes et suivant
des lois de Poisson de parameétres respectifs \; et ..

Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X + Y.

+oo
1. (a) Comme » P(X =n) converge (vers 1),
n=0

Le méme argument dit que » ~P(X = n)t" converge absolument pour t = 1 donc | [~1,1] C Dgy.

D’aprés la formule de transfert, pour tout réel ¢ fixé de [—1, 1],‘ Gx(t) = E (¢¥). ‘

(o) D'aprés  la théorie des séries entfieres, Gx est de closse C* sur | — 1,1 et

GP(0)
Kkl

pourtoutk e N, P(X = k) =

+o00 +oo

A" _ At)" N . .

2. (@) Gx:trr > e *—n' th=e ) ( n? . On reconnait une série exponentielle donc
! —

n=0

‘ Rx =400, Dy, =RetGx :t— e M = MED),

(b) Comme X etY sont indépendantes, pour tout t € R, t¥ et t¥ le sont et

Gxiy it = E (tX“/) ) (tX) E (ty> — MDD A2(t=1) _ ((AaA2) (1)

donc| X +Y ~ P(A1 + X2). ‘
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Exercice 111 : Probabilités - Lois marginales & partir d’'une loi conjointe discréte

. _ k\ k_q I S A
On admet, dans cet exercice, que : V¢ € IN, ];q ( >x converge etV € |—1,1], Z (q) T = 7(1 — )
Soit p € ]0, 1[. Soit (22, A, P) un espace probabilisé.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, A, P) et & valeurs dans IN.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X,Y') est donnée par

k=q

n 1\" W
Y (k,n)e N’ P(X=k)N(Y =n)) = (k) (5) p(1—p)" sik<n
0 sinon

1. Vérifier que la famille (P((x =k)N(Y = n))) 1y €St une distribution de probabilités discréte.
,n)eEN
2. (a) Déterminer laloi de Y.
(b) Prouver que 1 + Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer I'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

1. On montre qu’on a une distribution de probabilités : pour tout (k, n) € N? telque k < n, (n) <1> p(1—p)" =0

et, en utilisant la formule du bindbme de Newton puis en reconnaissant une série géométrique,

= (@ -5 () E () -

k<n

2. (@) Ona|Y(Q) =N |etsin e N,comme ((X = k:)) est un systéme complet d'événements (associé &
kelN
X). par la formule des probabilités totales,

: iO]P(X =kY=n)= i <Z> (%)np(l -p) = (i: <Z>> (%)np(l -p)" =[p(l-p)"
k=0 k=0 k=0

comme dans la question précédente.

(o) Alors (1+Y)(Q) =N*etsine N*, P(1+Y =n)=P(Y =n—1) = p(1 —p)" " doncm

© |EY)=E1Q1+Y)-1= % —1|d’aprés le cours.

3. Ona|X(Q) =N |etsik € N,comme ((Y = n))ne]N est un systéme complet d’événements (associé a Y), par
la formule des probabilités totales,

Fo=n]- S == () () o0
-(E() 7))

n==k
1-p\*
- o\ k+1
(1-%2)
_|2p(1 —p)*
(1+p)ktt
d’apres la formule donnée en préambule.
, AN ( 2p )'“ 2p ,
Remarque : on peut confinuer P(X = k) = — )] — = 1- —— ) ——., obtenir que
q P ( ) <1—|—p) 1+p 1+p 1+p q

14X ~G <12Tpp) ot en déduire B(X) et V(X).
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Exercice 112 : Probabilités - Dénombrements d’ensembles
Soit n € IN* et E un ensemble possédant »n éléments. On désigne par P(E) ’ensemble des parties de E.
1. Déterminer le nombre « de couples (4, B) € (P(E))> tels que A C B.
2. Déterminer le nombre b de couples (A, B) € (P(E))” tels que AN B = .

3. Déterminerle nombre cdetriplets (A, B, C) € (73(E))3 tels que A, B et C soient deux & deux disjoints et vérifient
AUBUC =E.

On propose plusieurs arguments pour chaque guestion.

1. Premiére méthode On peut effectuer le dénombrement en réalisant une disjonction de cas selon la valeur
de k = |B] € [0,n]. Sachant que k = | B|, choisir A, B € P(E) tels que A C B, c’est choisir

m BePu(E): (Z) possibilités

m puis A € P(B): 2" possibilités.

< n k n

Onadonc|al= 2" =(241)"=3".

=5 (5] - s vz

Deuxiéme méthode (A visualiser sur un dessin.) Se donner des parties A, B de E telles que A C B, c’est, pour
chaque z € E, choisir (exclusivement) si cet élément

m estdans A;
m estdans B\ A;
m n’est pas dans B.

Cela donne 3™ choix possibles en fout et donc

Remarque : plus formellement, cela revient a construire une bijection
{A,BeP(E), ACc B} —{0,1,2}".

2. Premiére méthode
b= |{(A,B) e P(E)*>, AnB=w}|=|{(4,B) e P(E)’, AC B°}| =|{(4,0) e P(E)’, ACC}|=a
donc|b = 3" ]

Deuxieme méthode On peut effectuer le dénombrement en réalisant une disjonction de cas selon la valeur
de k = |B] € [0,n]. Sachant que k = | B|, choisir A, B € P(E) tels que AN B = &, c'est choisir

n

k
m puis A€ P (B°): 2" F possibilités.

On adonc b= i <Z> 2" = (14 2)"[=3".]
k=0

Troisieme méthode (A visualiser sur un dessin.) Se donner des parties A, B de E telles que AN B = &, c’est,
pour chaque z € E, choisir (exclusivement) si cet élément

B BePr(E): ( ) possibilités

m estdans A;
m estdans B;
m n'estpasdans AU B.

Cela donne 3™ choix possibles en tout et donc

3. Premiére méthode (A visualiser sur un dessin.)

c=|{(A,B,C) e P(E)’, AUBUC =E}|=|{(A,B) e P(E)>, AnB=2}|=b

car C = E\ (AU B) est uniguement déterminé connaissant A et B. Donc
Deuxieme méthode On peut effectuer le dénombrement en réalisant une disjonction de cas selon la valeur
de k = |B] € [0,n]. Sachant que k = |B|, choisir A, B,C € P(E) telsque AU B LU C = E, c’est choisir

= BePiE): (Z) possibilités

m puis A€ P (B°): 2" F possibilités.
B puisC=FE\ (AU B): 1 possibilité.

Onadonc[cl= i (Z) "k — (1 + 2)"

k=0
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Troisiéme méthode (A visualiser sur un dessin.) Se donner des parties A, B, C de E tellesque ALUBLIC = E,
c’est, pour chaque z € E, choisir (exclusivement) si cet élément

m estdans A;
m estdans B;
m estdans C.

Cela donne 3™ choix possibles en tout et donc
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