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Y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE

“ ANALYSE : EXERCICES 1 A 58

Exercice 1: Analyse - Normes non équivalentes et parties fermées
On note E I'espace vectoriel des applications continues sur [0,1] & valeurs dans IR.
1
Onpose VfeE, lflo= sup If()etlfl: :fo |f(0]de.
te[0,1]

1. Les normes | - || et ||- |1 sont-elles équivalentes ? Justifier.
2. Dans cette question, on munit £ de la norme | - |-

—

f = fo
(b) On pose F={f€E, f(0)=0}. Prouver que F est une partie fermée de E pour la norme | - [|co.

(a) Soit u: Prouver que u est une application continue sur E.

3. Dans cette question, on munit £ de la norme |- |;.

. 1
. 0,1 - R nx sio<x<—
Soit c: On pose Vne IN*, f,(x) = 1 n
X — 1 1 si—<x<l1

n

(a) Soit ne IN*. Caleuler || f; —c|;-

(b) On pose F={feE, f(0)=0}.On note F 'adhérence de F.
Prouver que ceF.
F est-elle une partie fermée de E pour la norme ||-|; ?

——— 0. On ne peut donc pas avoir de
n+1 n—+oo

1
1. Soit, pour ne N, fy, : x— x™. AlOrs | frlloo =1 €t |l fnll1 =f t"dt =
0

a>0telque | lloo <l : ‘ les normes ne sont pas équivalentes.

2. (0) Le morphisme d’évaluation u est linéaire sur E.

De plus, si f e E, |u(f)|=|f O] <1x|f]., donc ‘ u est une application continue sur (E, |I-lleo).

(b) On remarque que F = u~1 ({0} avec u continue sur E et {0} ouvert de R, donc | F est fermée pour | - [loo.

On peut aussi prendre (fu)n € FN une suite de fonctions nulles en 0 convergeant uniformément
vers une fonction f e E. Comme la convergence uniforme entfraine la convergence simple, on a
alors f,(0) =0 f(0) donc f(0) =0 ce qui indique que f e F. Par caractérisation séquentielle,

n—+oo

‘ F est un fermé de (E, I lloo). ‘
3. (a) Soit ne IN*,

1/n

1/n 1 1/n (l—nt)z
—clf; = nt—1 dt+f 1-1 dt:f 1-ntdt=
"fn ”1 fO | | 1/n| | 0 { [ 2n

1
donc| | fu—c|, = Pt

(b) D’aprés la question précédente, || f;, —clli — 0 donc ¢ est limite de la suite (f), € FN pour la norme |- 1I;.
Par caractérisation séquentielle de I'adhérence,

Mais ¢(1) #0 donc c¢ F et FC F donc | F n’est pas fermée pour || - ;.
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J. Larochette VERSION DU 18 NOVEMBRE 2025 | Analyse : exercices 1 & 58

Exercice 2: Analyse — DES, DSE et DL d’'une focntion rationnelle

3x+7

(x+1)2°

1. Décomposer f(x) en éléments simples.

2. En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type 1-r,r[ (ol r > 0).

Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce
développement en série entiére.

On pose f(x) =

3. (a) Soit Y a,x" une série entiére de rayon R > 0.
+o0
On pose, pour tout xe]-R,R[, g(x) = ) anx".
n=0

Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a;, en fonction de 2P 0).
(b) En déduire le développement limité de f & I'ordre 3 au voisinage de 0.

1. En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on trouve | f(x) = % + ﬁ.
X

2. D’aprés le cours, x— —— et x— sont développables en série entiere a I'origine.
X

+1 (x+1)2

1 _+oo n.n 1 — y+oo n+1 n-1 = : <
De plus,ona vxe]-1,1], e ngo(—l) x" et Py =Y, E=D" nx (obtenu par dérivation du dévelop-

pement précédent). On en déduit que f est développable en série entiere en tant que somme de deux
fonctions développables en série entiere. Et

+00 +00
Vxel-L1[, f0)=3Y D"x"+4 ) (1" (n+1x"
n=0 n=0

+00
C'est-a-dire | Yxe]-1,1[, f(x) = ) (-1)"@n+7)x".
n=0

Notons D le domaine de validité du développement en série entiere de f. D'aprés ce qui précéde, 1-1,1[ < D.
Notons R le rayon de convergence de la série entiére ) (-1)"(4n+7)x". D'aprés ce qui précéde R > 1.
Posons, pour tout entier naturel n, a, = (-1)"@n +7).

Pour x=1ef x=-1, [ayx"| ——— +oodonc } (-1)"@n+7)x" diverge grossierement et ainsi R<1,1¢ D et -1¢ D.

On en déduit que m

+o00o
3. (a) Soit ) a,x" une série entiére de rayon R >0. On pose, pour fout xe]-R,R[, g(x) = Y_ anx".
n=0

D’aprés le cours, g est de classe € sur |-R,R[, et

+00
VpeN, Vxel-RR[, gP )= Y nn—-1..n-p+1anx"P.

n=p
Ainsi, pour fout peIN, g (0) = plap (tous les fermes pour n > p sont nuls). C'est-a-dire, pour tout p e N,
(p)
ap= 52O
p!

(b) f est de classe €3 sur]-1,1[. Donc d’aprés la formule de Taylor-Young, au voisinage de 0,

3 f(P) (0)
(x) = P +o(x3
! p;o p! ( )

f(p) (0)
p!

Or, d’apres les questions précédentes, pour tout entier p, =(-1)PUp+7).

3
Ainsi, au voisinage de 0, | f(x)= Y (- @Up+7)xP +o [xs) =fx)=7-11x+15x*>-19x3 +0 (x3).
p=0
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Exercice 3 : Analyse - Formule de Leibniz

1. On pose g(x) =e?* et h(x) = Tlx Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et 1

sur leurs ensembles de définitions respectifs.

2x

€
2. On pose f(x) = Ty

déterminer, pour tout entier naturel » et pour tout x e R\ {-1}, la valeur de f ™M (x).

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n€ d’un produit de fonctions,

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

1. g estde classe € sur R et h est de classe €°° sur R\ {-1}. On prouve, par récurrence, que

-1k

vxeR, g®x) =2ke2* et vxeR\{-1}, i ()= —2 .
X g (x) e X -1} (x) T gk

2. g et h sont de classe € sur R\{-1} donc, d’aprés la formule de Leibniz, f est de classe € sur R\{-1} et

VxeR\(-1},
) S O I Y .
k=0

k=0

kon—k
nle?* (-D72

k 1+x)k+1 &y (n—i)N1 + )k

n)zn—ker (_l)kk! _

3. Notons #(n) la propriété «Si f: 1 — R et g: I — R sont n fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur I et

n

vxel, (f9™w =) (Z)f("‘k) 0g® ).
k=0

Prouvons que 22(n) est vraie par récurrence sur ne IN.

B 2(0) et 22(1) sont vraies (dérivée d’un produit).
B Soit n>0tel que & (n) est vraie. Soit f: I - R et g: I — R deux fonctions n +1 fois dérivables sur I.
Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la
n
fonction fg I'est aussiavec Vxe I, (f9) ™ (x) = ) (Z)f("‘k) xg® (%),
k=0
Pour tout k € [0, n], les fonctions (=% et gk sont dérivables sur I donc par opérations sur les fonctions
dérivables, la fonction (fg)™ est encore dérivable sur I. Ainsi la fonction fg est (n+1) fois dérivable et

n
Vel (f9™ V=Y (Z (f(n+1—k)(x)g(k)(x)+f(n—k)(x)g(k+1)(x)).

k=0

En décomposant la sommme en deux et en procédant & un décalage d’indice sur la deuxieme somme,

on obtient
(n+1) TR 1K) o ) e[ 1) 1R )
vxel, (fg) =Y | |f g™+ Y, f (x) 8" (x).
k=o\k = (k-1
n+1
@S (n+1) (4 — n n (n+1-k) k) ny_[n_
C’est-a-dire (fg)"*V (x) kgo((k) + (k—l))f g™ x) avec (_1) (n+1) 0.

Or, en utilisant la formule de Pascal, on a (’IZ) + (kf 1) _ (n;: 1).

P (n+1) _ ntlin+1 (n+1-k) (k)
On en déduit que (fg) =) N f g™ (x).
k=0

Donc 22(n+1) est vraie, ce qui établit la récurrence.
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Exercice 4 : Analyse - Théoréme de la limite de la dérivée
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f:[a,b] — R et soit xq €]a, b|.
On suppose que | est continue sur [4, b] et que f est dérivable sur a4, x([ et sur ] xg, bl.
Démontrer que, si f/ admet une limite finie en x,, alors f est dérivable en x; et f'(xy) = Jim 1.
—X0
3. Prouver que I'implication : (f est dérivable en xy) = (/' admet une limite finie en x;) est fausse.

Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = x?sin p six#0 et g0)=0.

Soit f:[a, b] — R. On suppose que
H1 f est continue sur [a, b
H2 f est dérivable sur ]a, bl.
Alors 3cela, bl tel que f(b) - f(a) = f'(c)(b- a).

2. On suppose que f’(x) l.

X—Xo
Soit h#0 tel que xo+ he [a,b].

En appliquant le théoréme des accroissements finis, & la fonction f, entre x¢ et xo + h, on peut affrmer qu’il
existe ¢;, strictement compris entre xy et xo + h tel que

fxo+h) — fxo) = f'(cp) .
Quand h — 0 (avec h #0), on a, par encadrement, ¢;, — xo. Donc

fxo +h) = f(xo0) = (e

h X—Xo

fl=e.

On en déduit que | f est dérivable en xy et f'(xq) = ¢. ‘

3. Lafonction g proposée dans I'indication est dérivable sur ]—oo,0[ et 10, +oo[ par opérations.

p s . 1 P
g est également dérivable en 0 si x #0, g(x) = x x xsin(;) =o0(x) est un DL;(0) de g donc| g est dérivable en 0
N——

— 0
x—0

et g'(0)=0.

—— 0 car le sinus est borné.

Autre argument possible : AWkt AV = hsin(%)

h
Cependant,

Vv x € R\ {0}, g'(x) = 2xsin(l) —cos (l)
X X

. (1 . . . 1) , - 1 "
avec 2xsin| — —Oocorlesmuses‘rborne,m0|3x~cos — | n"admet pas de limite en 0 car cos ﬁ =(-D".
X)) x— X nm)-

Dono‘ g’ n’a pas de limite en 0.
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Exercice 5: Analyse - Séries de Bertrand

e 2 2 1 S
1. On considére la série de terme général u;, = Y oun>2etach.
ninn

(a) Cas a <0 : en utilisant une minoration trés simple de u;,,, démontrer que la série diverge.
(b) Cas a >0 : étudier la nature de la série.

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =

x(Inx)®”
1\ 1
(e— 1+— )en
2. Déterminer la nature de la série ) —nz
n>2 (In(n?+n))

1. (a) Supposons a <0.Pourn>3>e,

3 1 _(lnn)""> 1 .

"Tam® n T n”

ou — est un terme général positif de série divergente.
n

Par comparaison de séries & termes généraux positifs, | Y u, diverge.

(b) Supposons a >0 et posons f: x— continue et décroissante sur [2, +ool.

x(Inx)@
Par comparaison série-intégrale, on a, pour n >3,
n+1 n
f Fde< fn) <f Fodr
n-1

n

donc, pour N >2,

N+1 N N
fz fde< ) f(k)gf(2)+f2 f(ndr.
n=2

Comme les termes sont positifs, on peut écrire, dans [0, +oo],

+ool +00 +ool
f ;(lnt)_“ di< ) up < f ?(lnt)_“dt
2 2

——
= 2(In2)@
avec .
L e (npi=e Sia#l
+
f “Llimp-odr={ 2(n2)@ l-a |,
2! minn]’™  sia=1
M+[n(nt)]2 Sla=
+oo 1 . .
donc f ;(ln n~%dr < +oo si et seulement si a > 1.
2
On en déduit que ‘ Y un converge si et seulement si a > 1. ‘
2. Ona
n
e—(1+l =e_enln(1+%)z_e[enln(l+%)—1_l)
n
1 1 1 1 1 1 1 1 .
avec nln(l1+—|-1=n|—-—+o0|—||-1=——+0|—|donc nIn{l1+—|-1~—-— — 0 puUis
n n 2n? n? 2n n n 2n

B
e—[1+—| ~-e[nln[l+—)-1|~—.
n n 2n

On a aussi e — 1 et In(n? +n) =In(n?) +1n

1 1
1+—) =2Inn+o(nn) carlnn — +oo, dONC en ~ l,ln[n2+n] ~2Ilnn et
n

V% 1
e—l+; en %Xl_ =

(ln(n2+n))2 B elnm? 8nlnm?2~

Parle cas a =2 dans la question précédente, et par comparaison de séries & termes positifs (au moins & partir

i

(In(n? + m))*

d’un certain rang), converge.
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Exercice 6 : Analyse - Critére de d’Alembert
Soit (un) ey Une suite de réels strictement positifs et ¢ un réel positif strictement inférieur a 1.

Py .U
1. Démontrer que si —L
un n—+oo

¢, alors la série ) u, converge.

. . P . ) PP u A .
Indication : écrire, judicieusement, la définition de —ntl e ¢, puis majorer, pour n assez grand, u; parle
Up —+o0

terme général d’une suite géométrique.

21 n!
2. Quelle est la nature de la série ) P ?
n=1

1. Comme ¢<1,0n peut prendre ge Rtelque 0< ¢ <g<1.

Comme 2L ¢ < q, il existe un rang N e IN & partir dugquel —L < 4.
un n—+oo un

Alors, si n > N, en reconnaissant un produit télescopique,

=il =il
ﬂzn uk+1<nl—[ q:q”_N
UN k=N Yk k=N

donc
Van=N, 0<up<ungN-g"

Comme q €]0,1[, la série géométrique Z(qu‘N~q”) converge, donc, par comparaison de séries a termes

généraux posi’rifs,‘ > up converge. ‘

!
2. Lasuite u= (% est A termes réels strictement positifs tels que

n=1
Ups1  (n+DLn"  (m+DR"  on* 1 _e_nln(1+%)_e—n(%+o(%))_e—1+o(1) il
Un n-(n+ D1 (m+nntl (m+D? [n_+1]” n—-+00 ’
n

donc, d'aprés la question précédente, | la série ) P converge.
n=1
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Exercice 7 : Analyse - Nature de séries & termes généraux équivalents
1. Soit (un) ey ©f (vn) ey deux suites réelles telles que (v,,) .oy €st non nulle a partir d’un certain rang.

(a) Prouver que si u;, > vn alors u, et v, sont de méme signe a partir d’'un certain rang.
o0

(b) Dans cette question, on suppose que (v,,) est positive. Prouver que

~ = t nt de méme nature.
Un 12 Un Y un et ) v, sont de méme nature

(D™ +1) sin(l)lnn
n

2. Etudier la convergence de la série )

n>2 vn+3-1
Remarque : i désigne le nombre complexe de carré égal a 1.

1. (a) Supposons u, ~ vy.
+00
u N . ’ n u
Alors 2 1> 0 donc & partir d’un certain rang —2 > 0 et alors
vy h—+oo Un

‘ u, et v, sont de méme signe & partir d'un certain rang. ‘

(b) Supposons uy, 3 vne Comme (vy) est positive, c’est aussi le cas de u, & partir d'un certain rang N;
o0
d’apres la question précédente.
Un
—
Un

1 0 N .
5,2] donc il existe un rang N, A partir duquel

1 , o u
5,2] c’est-a-dire 7” <, <2up.

On a donc, pour n > N = max(Ny, N2),
u
0< 7" < vy <2up.

En sornmant dans [0, +oco] sans se soucier de convergence car les termes sont positifs, on en déduit

1 +00 +00 +00
5 2 un< ) vn<2 ) un
n=N n=N n=N

+0o +00
Onaalors Y up=+00 < Y vy =-+oo, donc ‘ Y un et Y v, sont de méme nature.
n=0 n=0

2. On étudie la convergence absolue.

((—1)"+i)sin(l)lnn V2sin l)lnn
n _ n

vn+3-1 vn+3-1

1 1 1 )
Or ;—»odonc sin;~;,e’r n+3~ndonc vn+3~/npuis

Vit3-1=va+o(vn)+o(vi)~ Va.

Finalement,
((-D™+1)sin Linn
o n V2Inn
b Vn+3-1 w3
. ., V2Inn 1 . R "
Or, par croissances comparées, = =90l m| donc par comparaison de séries & termes positifs et
n n

V2Inn

. . 21 ) ..
par nature de série de Riemann avec - > 1, ZT converge, donc, avec la question précédente,
n

(D™ +1) sin(l)lnn
Y=,

sion finie).

converge absolument, donc elle converge | (car C est un espace vectoriel de dimen-
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Exercice 8: Analyse - Convergence de séries alternées
1. Soit (1) ,ey Une suite décroissante positive de limite nulle.

(a) Démontrer que la série ) (-1)F u; est convergente.
n
Indication : on pourra considérer (Szy,) peiy €t (S2n+1) ey AVEC Sy = ) -1k Upe-
k=0
(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série ) -D* uy.
(_1) n e~ nx

2. Onpose VneIN*, VxeR, f(x) =

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Y fa
n>1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +co[ de la série de fonctions Y fu
n=1

1. (@) On montre que (S2n)nelN € (S2n+1) e SONT adjacentes.
B Pourtout nelN, Sopi1—Son = (—1)2n+1Lt2n+1 =—uzp+1 — 0.
m Pourtout nelN,

— (_1)2n+2 )2n+3

Sotn+1)+1 — S2n+1 = S2n+3 — S2n+1 uzp+2+ (=1 Upp+3 = Uzp+2 — U2p+3 =0

par décroissance de (uy) e . dONC (S27+1) pelN Croit.
m Pourtout neNN,
S —S9, =8 — Sy, = (— 2n+2 _1\2n+1 _ _ <
2(n+1) — S2n = S2n+2 = S2n = (1) Uzp+2 +(=1) Upp+l = Upp+2 —U2p+1 <0

par décroissance de (uy) e . doNC (S27) e dECroit,

Les suites (S2n) nelw €1 (S2n+1) new SONT donc adjacentes, elles convergent vers une méme limite.

Un théoréme du cours nous permet alors de conclure que (Sy) ey converge (vers cette limite com-
mune).

Ainsi, ‘ )" un converge.

(b) Le théoreme spécial sur des séries alfernées nous dit qu’en outre,

+00
pourtout ne N, [Rpl=| Y (~D"un|<|-D"Vupir|=ups1.
k=n+1
en(—x)
2. (a) = Six<o,alors |fux)|= ——— oo par croissances comparées, donc f,(x) /0 : Y fu(x) diverge
(grossierement).
—nx
m Si x>0, dlors (un(X))nem(e ) = (e‘”x x l) est décroissante en tant que produit de suites
nelN nelN

décroissantes positives, et tend vers 0.
Le théoréme spécial s’applique et donne la convergence de }_ f, (x).

Donc ‘ Y fn converge simplement sur R*.

(b) En utilisant la majoration du reste, on obtient, pour tout x € [0, +oo,
e—(n+1)x 1

R < [
[Rp (x)] < up+1(x) | \n+1

1 . . 1
avec —— indépendant de x et —— — 0.
n+1 n+1

Ainsi, (R,) converge uniformément vers la fonction nulle sur R*, donc

la série de fonctions ) f, converge uniformément sur R*.
n>1
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Exercice 9 : Analyse - Convergence uniforme de séries de fonctions

1.

Soit X un ensembile, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,.) vers la fonction g.
n+2
On pose [ (x) = =
(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,).
(b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +oco[ ?
(c) Soit a>0. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[ ?
(d) La suite de fonctions (f;,) converge-t-elle uniformément sur 10, +oo[ ?

e cos (y/7ix).

. Premiére définition (g;) converge uniformément vers g sur X si et seulement si

‘v5>0, INEN, Vn>N, VxeX, |gn(x)—g(x)|<£.‘

Deuxiéme définition (g,) converge uniformément vers g sur X si et seulement si, & partir d’un certain rang
gn— g est bornée sur X et

0.

Noo,x (8n— &) = sup |gn(x) — g(x)|
xeX

n—+oo

(a) Soit xe R*. Alors Z—:f — 1, (cos(ynx)), est bornée et e —. 0, donc fy(x) 0.

n—+oo
n+2
n+1 n—+oo

Puis f,(0) =

0 Six#0

Finalement, | (f;,) converge simplement sur R vers f:x— 6y = {1 slx=0"
x =

(b) Comme toutesles f,, sont continues en 0 mais pas f,‘ la convergence ne saurait étre uniforme sur [0, +ool
par confraposée du théoreme de confinuité des limites de suites de fonctions.
(c) Soit a> 0. Pour fout x € [a, +oo[ ,

n+2 _,.2
ena

2 e
<
Te cos[\/ﬁx]\n_'_1

| fn(0) - fx)| =

n+
n+
qui ne dépend pas de x, donc f, — f est bornée sur [a, +oo[ et

n+2 2

Noo,[a,+oo[ (fl’l _f) < n+1e_na ————

Donc‘ (f») converge uniformément sur [a, +ool. ‘

(d) On montre que‘ (fz) ne converge pas uniformément sur 10, +ool.

Pour cela, on exhibe une suite (x;) e+ QU Voisinage de 0 pour laquelle fy, (x,) — f(x,) #~ 0.

2n
Posons x;,; = — > 0. Alors
vn

n+2 _,.2 2
e4n

fnen) — fen) = fulxn) = cos ; . e—4n2 £0

n+1

ce qui permet de conclure.
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Exercice 10 : Analyse - Limite d’intégrale sur un segment par convergence uniforme
ne* + xe™*
On pose f;, (x) = (x* +1) —————.
P fnx)=( ) p—

1. Démontrer que la suite de fonctions (f;) converge uniformément sur [0, 1].

- 1 ne* +xe %

2. Calculer la limite lorsque n — +oco de f (xz + 1] A=
0 n+x

1. Pour x €1[0,1], fn(x) (x? +1)e* : la suite de fonctions (f,;) converge simplement vers f: x — (x? +1)e* sur

[0,11. On a

n—+oo

5 x(e™* —eY) 2e | 3
Yxe[0,1], |fn®) - f®)]=|x"+)——| < —, auine dépend pas de x.

n+x

donc Noo(fn—f)gz—;—»o PUis Neo (fn— f) — 0 et donc

’ la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur [0,1].

2. H1 Toutes les f;, sont continues sur [0,1];
H2 (f,) converge uniformément sur le segment [0,1].
On peut intervertir limite et intégrale :

1 X =35
ne” + xe
f (x%+1) dx
0 n+x n—+oo

1
f (x? + 1)e*dx.
0

1
En effectuant deux intégrations par parties, on trouve f (x* + e¥dx=2e-3.
0
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Exercice 11 : Analyse - Preuve de non convergence uniforme

1. Soit X une partie de R, (f,;) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction f.

On suppose qu’il existe une suite (x,),cv d’éléments de X telle que la suite (1, (x,) - f (xn)) oy NE tende pas
vers 0. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur X.

sin (nx)
1+n2x2
(a) Etudier la convergence simple de la suite (/).

2. Pour tout x€ R, on pose f;(x) =

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (fn) sur [a, +oo[ (@vec a > 0), puis sur 10, +ool.

1. Par contraposée, si la suite de fonctions (f,;) converge uniformément vers f sur X et si (x) pe € XN, alors &
partir d'un certain rang Ne N, f;, — f est bornée et

Yn2N, |falxn) = fn)| < Noox(fn— 1) — =0

donc fn(xn) — f(x) —— 0.

n—+oo

Ainsi, | fn(xp) = f(xp) 0= (fn) Ne converge pas uniformément vers f sur X.

sin (nx)
1+n2x2

2. Pour fout xe R, on pose fj(x) =

0.

(@) Ona frLO)=0 0 etsi xe R*, (sin(nx);, bornée et 0 donc f,(x)

n—+oo 1+n2x2 n—+oo n—+00

Finolemen‘r,‘ (fn) converge simplement vers f la fonction nulle sur R.

(b) Soit a>0. Pour fout x € [a, +ool, pour tout ne N,

|sin(nx)| 1
1+n2x2 ~ 1+n2a?

|[fn(0) - fx)| = qui ne dépend pas de x

donc f, - f est bornée sur [a, +oo| et

1
Noo,ta,+ool (fn = f) S 1753 7omes

Ainsi,‘ (f») converge uniformément sur [a, +ool. ‘

Par con‘rre,‘ il Ny a pas convergence uniforme sur 10, +ool. ‘ Utilisons la question 1 pour le justifier, en exhi-
bant une suite (x,), au voisinage de 0 telle que f;,(x,) — f(xn) = fulxn) 4~ 0.

il suffit de poser, pour ne IN*, x,, = % On a bien, dans ce cas, fi(x,) — f(xp) = 40,

2
Y
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Exercice 12: Analyse - Transfert de continuité par convergence uniforme

1. Soit (f;;) une suite de fonctions de [a, b] dans RR.

On suppose que la suite de fonctions (f;;) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f, et que, pour
tout ne IN, f,, est continue en x, avec xj € [a, b].

Démontrer que f est continue en x.
2. Onpose VnelN*, Vxel0,1], gn(x) = x".
La suite de fonctions (g;) v+ converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

1. Pas de miracle, ici, il faut sortir les €. Soit € >0, donc.
Comme (f;) converge uniformément sur [a,b] vers la fonction £, il existe un rang N € IN & partir duquel
Vxela,bl, |fulx)-fx)]< g
Soit x € [a, b]. Alors, par inégalité triangulaire,
|[f0) = fxo)| = |f0) = fv() + fv () = v (xo) + v (x0) = f(x0)]
<|f) = NG| + [ v = v (xo)| + | fiv (x0) = £ (x0)]

< |fN(x)_fN(x0)|+2§

Or fy est continue en x, donc fy(x)

fn(xp).

X— X0

On adonc n>0tel que Yxela,bl, |x-xol <n=>|fn(x) - fn(xo)| <

w| m

On a finalement
Ye>0, 3n>0, Yxela,bl, [x—xol <n=|f(x)-f(xo)|<e

soit f(x) P f(xg), c’est-a-dire | f continue en xp. ‘
—X0
_ _ i _ onlnx
2. Onagu®=0 — 0. gn()=1 — 1eftsixel0,1[, gh(x)=e = 0.
La suite (gn)n de fonctions confinues sur [0,1] converge donc simplement vers la fonction g: x— dy,; disconti-

nue en 1.
Vu la question précédente, | la convergence ne saurait éfre uniforme.
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Exercice 13 : Analyse - Compacité

1.

Rappeler, oralement, la définition, par les suites de vecteurs, d’'une partie compacte d’un espace vectoriel
normé.

. Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie fermée de cet espace.
. Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie bornée de cet espace.

Indication : On pourra raisonner par I'absurde.

. On se place sur E = R[X] muni de la norme | - ||; définie pour tout polynébme P=ay+ a1 X +....+ a, X" de E par:
n

1Py =) lal.
i=0

(a) Justifier que S(0,1) = {P e R[X], ||Pl; =1} est une partie fermée et bornée de E.
(b) Calculer | X" - x™|, pour m et n entiers naturels distincts.
5(0,1) est-elle une partie compacte de E? Justifier.

1. Une partie K de E est compacte si toute suite d’éléments de K a au moins une valeur d’adhérence dans K.

e

Soit K compacte et (x;) e € KN une suite convergente vers x € E. Par compacité, (x,), possede au moins
une valeur d’adhérence dans K. Or, par extraction, cette valeur d’adhérence vaut nécessairement x, qui
est donc dans K.

Par caractérisation séquentielle,
Supposons que K ne soif pas bornée.
Alors, pour fout ne IN, on peut trouver x, € K tel que |lx,ll > n (car K ¢ B(0g, n)).

La suite (xp)em € kN telle que [x,] — +o0o a une valeur d’adhérence dans K alors que (Ix,l), Ne peut en
avoir : ¢’est contradictoire.

(@) ‘ S(0,1) est une partie fermée ‘ en tant qu’image réciproque du fermé {1} par I'application continue |-l

(elle est 1-lipschitzienne par inégalité triangulaire) et car par définition, pour tout P € S(0,1),
IPlly =1.

() ‘Si n#m, ||X”—Xm||1:2.‘

Supposons que la suite (X™), . € S0, DN ait une valeur d’adhérence : on a ¢ : N — IN strictement crois-
sante telle que (X‘P(”)]n converge pour ||-I;. Mais alors x®( — x®(n+1) L T 0g.

n—+oo

Or ¢(n) < p(n+1) donc HX‘/’(”) 2l “1 =2/ 0, ce qui est contradictoire.

Ainsi, | $(0,1) n"est pas une partie compacte de E.
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Exercice 14 : Analyse - Intégration terme & terme sur un segment par convergence uniforme
1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b. Soit ( ;) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [, b] vers f, alors la suite ( f fn(x) dx) converge
a nelN

b
Versf f(x) dx.
a

2. Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur [, b].
On suppose que la série )_ f;, converge uniformément sur [a, b].

b [+oo
Prouver, en utilisant 1., que f (Z fn(x)
a \n=0

+00 pb
dx= Z fn(x)dx.
n=0va

+00 1

to
nz:‘bx )dxz Z o

n=1

1
2

3. Démontrer que f
0

1. fu—f est bornée & partir d'un certain rang, et & partir de ce rang, on peut écrire

b b b
U fn(t)dt—f fmdt'gf | fa(0) = £(8)] dt < (b= @) Neo (fn— f) ———0.
a a a

n—+oo

2. lIsuffit de I'appliquer & la suite des sommes partielles (S;) dont la convergence uniforme en tant que suite de
fonctions est équivalente & la convergence uniforme de la série de fonction Y f,. Par ailleurs, la continuité
des fonctions f,, implique celle des sommes partielles S;,.

3. On utilise le théoréme d’intégration terme a ferme sur un segment par convergence uniforme :

1
H1 vreNN, f, est confinue sur [0, 5] .

a ] 2 | s
H2 La série ) x" converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 5] (Si fn:x— x", alors
Noo (fn) = on aul est un terme général de série géométrique convergente).

On en déduit alors que

1100 +oo pi +00 +0oo
2 m 2 1 1 11
X dx |= f x'dx = —_— = ==
f( ) > e DI
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Exercice 15 : Analyse - Convergences uniforme et normale d’une série de fonctions
Soit X une partie de R ou C.

1.

Soit ) f, une série de fonctions définies sur X & valeurs dans IR ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de ) f;, sur X, puis celle de la convergence uniforme de

Y fnsur X.

Démontrer que toute série de fonctions, & valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est unifor-
mément convergente sur X.

2
2. - n . < . 2
La série de fonctions ) — 2" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
n:
ReR}?

. Ondit que lasérie ) f, converge normalement sur X lorsque les f,; sont toutes bornées au moins & partir d'un

certain rang et la série numérique ) N (f) converge.

n
On dit que la série Y f, converge uniformément sur X lorsque la suite des sommes partielles (S,) = (Z fk)
k=0

+00
converge uniformément, ce qui équivaut & la convergence uniforme de suite (R;,) = ( > fk) vers la fonction
k=n+1
nulle.

. En cas de convergence normale, on a, au moins & partir d’un certain rang, pour tout x € X, | f;(x)| < Noo (/)

donc convergence absolue de Y f,(x) et donc convergence simple de Y f,, sur X. On peut donc bien parler
de reste.

Puis, par inégalité triangulaire, pour tout x € X,

+00 +00 +oo
Rp@)l=| Y f@|I< Y |[f@|< Y Neolfn)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

le dernier terme ne dépendant pas de x et tendant vers 0 comme reste de série convergente, donc (Ry)n

converge uniformément vers 0 et donc ‘ )" fn converge uniformément sur X. ‘

2
n
Onpose, VneNN, a, = — #0. Alors
n.

An+1
an

_ n+1

—

n2
N I’l2
On en déduit, par critére de d’Alembert, que la série entiere ) ?z" a un rayon de convergence égal & +oo.

Cette série entiere converge donc normalement sur tout disque fermé de C. En particulier, d"apres 2.,

cette série entieére converge uniformément sur tout disque de centre 0 et de rayon R.
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Exercice 16 : Analyse - Equivalent de H,, et classe ¢! d’une série de fonctions
On considére la série de fonctions de terme général f,, définie par :

VnelN*, Vxe(0,1], fn(x):ln(1+%)—%.

On pose, lorsque la série converge,

1. Démontrer que S est définie sur [0,1].
n
2. On définit une suite (Un) 1 PAr upy =In(n+1) - Z %
k=1
En utilisant S(1) montrer que la suite (uy),,>, est convergente.

n
e Qe . 1
En déduire un équivalent simple de }_ P lorsque n — +co.
k=1

3. Démontrer que S est de classe €1 sur [0,1] et calculer S'(1).

2
1. On qa, pour tout x €]0,1], —fn(x) ~ x—z tferme général positif de série convergente, donc, par comparaison,
n

)" fu(x) converge. C’est aussi le cas pour x =0 car f,(0) = 0. Donc| S est bien définie sur [0,11. ‘

2. Comme .
ln(l +—
n

uy, estla somme partielle d’ordre n de la série précédente pour x =1, donc | u, — S(1).

1 1
——=Inn+1)-lnn-—,
n n

B 1
—up=Inn+o(nn) et donc ZE~lnn.

1
1+—
£ k=1

B 1
Ainsi ¥ —=In(n+1)-up=Inn+In
=1k

3. On utilise le théoréme de classe ¢! des séries de fonctions :

H1 VvneIN*, f, est de classe ¢! sur [0,1]
H2 D’aprées la question 1, Y f,, converge simplement sur [0, 1].
1 1 =53

D res _
H3 VxE[O,llzfn(X)_x+n n_ nx+n

.DoncvrnelN*, Vxe[0,1],

1
|f;;(x)| < ﬁ

On en déduit que Neo (f}) < iz qui est un terme général positif de série convergente.
n

Donc Y f;, converge normalement, donc uniformément sur [0,1].
n>1

+00
On peut alors affirmer que la fonction ‘ S est de classe €' sur [0,1] ‘eT onavxel0;1], S'(x) =) frx).
n=1

+00 +00
En vertu de ce quiprécéde, S'(1) = ) u,(1) = > ( L l) =-1 par télescopage. Donc

n=1 n=1 n+l n
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Exercice 17 : Analyse - Convergence uniforme de série de fonctions
Soit Ac C et (f;;) une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer 'implication

la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur A

!
la suite de fonctions (f;;) converge uniformément vers 0 sur A

2. Onpose VnelN, V¥ xe [0;+o0], f(x) = nx2e VA,
Prouver que )_ f,, converge simplement sur [0, +ool.
Y fn converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[ ? Justifier.

1. Supposons que la série de fonctions ) f;, converge uniformément sur A vers f.
Notons S, et R, les fonctions somme partielle et reste d'ordre n respectivement.

+00
Alors, & partir d’un certainrang, R, = f=Sy,= Y. fn €St bornée sur A et Neo(Rp) = Noo (f — Si)
k=n+1
Ainsi, f = Rp—1 — Ry, est bornée sur A & partir d'un certain rang et | fu| = [Rp—1 — Rul < |Rp—11 +|R,| donc

0.

n—+oo

Noo(fn) € Noo(Rp-1) + Noo(Rp) 0

n—+oo

donc ‘ la suite de fonctions (f,;) converge uniformément vers 0 sur A. ‘

1 , .
2. Ona, pourtfout xe R, 0< fr(x) =0 (—2) par croissances comparées.
n

Par critére de Riemann, ) —; converge car2>1, donc par comparaison de séries & termes généraux positifs,
n
Y fu(x) converge. Bref,

’ Y fn converge simplement sur [0, +ool.

Mais la suite de fonction (f,) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0, +ool.

En effet, f, (%
n

La contraposée de propriété redémontrée en question 1 permet de conclure que

):e_174>0.

‘ )" fn ne converge pas uniformément sur [0, +ocol.
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Exercice 18: Analyse - Continuité et modes de convergence d’une série entiére
. (=D"x" s L .
Onpose:VneN*, VxeR, uy(x) = ———. On considére la série de fonctions ) uy.
e n>1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I’ensemble des x ol cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x e D.
2. (a) Lafonction S est-elle continue sur D?
(b) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0,1].

1. La série de fonctions étudiée est une série entiere de rayon de convergence R=1.
En x=1.il'y a convergence par le théoreme spécial des séries alternées.
En x=-1, la série diverge (série harmonique).

2. (a) Entant que somme d’une série entiere de rayon de convergence 1, S est confinue sur]-1,1[.
="
n

En x=1,ils’agit de la série )
alternées.

Le théoreme d’Abel radial permet alors d’affirmer directement la continuité de S en 1, et donc finale-
men’r\ S est continue sur D entier. \

, dont la convergence est assurée par le théoréme spécial des séries

-1 x" 1 . 1 .,
(o) VxeD, uy(x) = L donc Neo (un) = sup |up(x)|=— (afteintenx=1)et Y — diverge.
n xe]-1,1] n n>1"
=F 5
Donc| ) x" ne converge pas normalement sur D.
n>1
1" . B . . )
Y % x" ne converge pas uniformément sur D non plus | car, sinon, on pourrait employer le théo-
n=1

N . N . . 1 .
reme de la double limite en -1 et cela entrainerait la convergence de la série Z —, ce qui est absurde.
n>1 I
(c) On étudie la convergence uniforme sur [0,1] .
Pour fout x € [0,1], la série numérique ) u,(x) vérifie les hypothéses du théoréme spécial des séries
n>1

. ™\ L .
alternées : (—) décroit et tend vers 0. Cela permet de majorer son reste R,. On a
n

+00 n+1
Vxel0,1], IR = < = < ui ne dépend pas de x.
x€[0,1], [Rp(x)] k:%rluk(x) Slunn @ =——= < -0 pend p x

1 . P
Donc Ny (Ry) < — 0. Donc, § u, converge uniformément sur [0, 1].
n
n>1

Bilan final : En regroupant tous les résultats obtenus et le cours sur les séries entieres, on peut affirmer que
Y u, converge normalement sur fout segment de 1-1,1[ et converge uniformément sur tout segment
n>1

de]-1,1].

Remarque : On aurait aussi pu reconnaditre dés le départ le développement en série entiere de la fonction
x— —In(1+ x) mais ce n’est sans doute pas I'idée du concepteur de |'exercice.
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Exercice 19 : Analyse - DSE par dérivation terme & terme et par produit de Cauchy

1. (a)

®

(b)
©

Justifier, oralement, & I'aide du théoréme de dérivation d’une série de fonctions, que la somme d’une
série entiére de la variable réelle est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence.

Remarque : On pourra utiliser, sans le démontrer, que la série Y a, x" et la série Y na, x"* ont méme rayon
de convergence.

En déduire le développement en série entiére a I'origine, de la fonction de la variable réelle :
1

X—> —F.
(1-x)2
Donner le développement en série entiere a I'origine de la fonction de la variable complexe : z— 15
= /4

Rappeler les résultats sur le produit de Cauchy de deux séries entiéres.

En déduire le développement en série entiére & l'origine, de la fonction de la variable complexe :
1

Z’—’—(l_z)z.

(b)

(b)

(©)

On applique le théoréme de classe ¢! d’'une série de fonctions :

H1 les f, sont de classe ¢! sur]-R,R[;

H2 l|a série de fonction converge simplement sur | — R, R[;

H3 la série des f}, qui a méme rayon de convergence converge uniformément sur fout segment de

1-R,RI[.
1 +oo 1 +00 +00
Et donc, en dérivant —— = Y~ x",|Yxe]-1,1], 5= 3 nxl = Y (n+Dx"
I-x n=0 (I-x) n=1 n=0
1 +00
Pour tout ze C tel que |z| <1, =% &
-z ;=0

n
Si Y anz" et ) bpz" sont de rayon R, et R, respectivement, alors la série des Z(Z akbnk) z" est de
k=0
rayon de R > min(Rg, Rp,) et pour tout z tel que |zl < R,

n=0\k=0 n=0

+XOZO ( Xn: “kbnk) Z"= (Jio anz”) (E bnz”)

En effectuant le produit de Cauchy de ) z"* avec elle-méme, pour tout ze C tel que |z| <1,

— f’(zl) "= ¥ (2"
= z" = n+1l)z .
-2 s s
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Exercice 20 : Analyse — Rayon de convergence d’une série entiére
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

(n)* opi1
@ X ome

(b) Y nt"D" 2",
(©) Y cos(mz".

1. Donner les deux définitions :
B Celle du programme : R=sup ({re R*, (a,r™) bomée}) € [0, +oo]
m  Celle la plus ufile en pratique : c’est I'unique R € [0, +oo] tel que

|zl <R=) auz" converge absolument
|zl >R=)"auz" diverge grossierement
2. (a) Comme la série entiere est lacunaire, on utiliser le critere de d’Alembert général : pour ze C*,

(n+ 12223 2n) |22

(2n+2)!n1?|z2n+1 4

)

donc la série entiére converge absolument si |z| < 2 et diverge grossiérement si [z| > 2 :

(b) Comme pour tout ne N,

1 -
—<nt ”"<n

S

n
2 ‘s z < s .
et comme les séries entiéres Y — et ) nz" ont un rayon de convergence égal & celuide ) z" donc 1,
n
c’est aussile cas de Y n™D" 2" :
(c) Lasuite (cos(n)) ey €5t bormée mais ne tend pas vers 0 (sinon, on a un probléme avec cos(2n) = 2cos? n—1...)
donc la série Y _cos(n)1” ne converge pas absolument, donc

Remarque : Cette fois, le critere de D’Alembert ne s’applique pas.
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Exercice 21 : Analyse — Rayon de convergence d’une série entiére

1.
2.

Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
Soit (ax) ey Une suite bornée telle que la série ) a, diverge. Quel est le rayon de convergence de la série
entiére ) a,z" ? Justifier.

. - —nn 1
Quel est le rayon de convergence de la série entiere Y (vn) ™" ln(l + 7) z"?
n>1 n

. Donner les deux définitions :

B Celle du programme : R=sup ({re R*, (a,r™) bomée}) € [0, +oo]
m Celle la plus ufile en pratique : c’est I'unique R € [0, +oo] tel que

lzl < R=>) anz" converge absolument

|z| >R = Z anz"" diverge grossiérement

2. Comme Zanl” et (ay1™) est bornée, 1 est sur le cercle de convergence :
3. Pourtoutn>1,

_pn 1 1 1
0<an=(vn) ™" ‘“(1+ﬁ)<mn(”ﬁ)<ﬁﬁzl
par I'inégalité de convexité classique sur le In (au programme de premiere année) donc (a,) est bornée.
De plus,

1 1 1
an > — ln(l + —) ~ — terme général positif de série divergente
n

vn vn

donc )’ a, diverge par comparaison.

Autre argument possible : ay;, = v2nln

Donc

1 . . .
1+ —) —1donc ay, 40 :lasérie ) a, diverge grossiérement.
V2n
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Exercice 22 : Analyse — Rayon de convergence et continuité d’'une somme de séries entiéres
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
fix—Inl+x)+In(1l-2x).
- 1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = n ?2x= > ?2x= -3 ?
En cas de convergence, la somme de cette série est-elle continue en ces points ?

1. Soit Z anz" et Z b,z" de rayons de convergence respectifs R, et Ry,.
n=0 n=0
On note R, le rayon de convergence de la série entiére Y (an +bn)z".
n=0
Alors R, p > min(Rg, R) avec égalité si R, # Ry,.

En effet, Si |z| < min(R,4, Rp), ON O bien convergence absolue de la série somme vers la somme des sommes
des séries. DonC R, > min(Ry, Rp).

Si Ry # Ry, parexemple R, < Ry, ztelque R, < |zl < Ry, alors ayz™ 4 0 et bz — 0 donc (ap+bp)z" A~ 0et |zl >R,y
PUiS Ry > Ryypp > min(Rg, Ry) = Ry.

+00 (_l)n—l 1 +00 9n
2. Pour[x|<1,In0+x)= ) ———x". Pour x| <=, In(1-2x)=- ) —x".
n=1 n 2 n=1 1
e ) 1
D’aprés 1., le rayon de convergence de ) ————x" vaut 3
n>1 e

Donc le domaine de validité du développement en série entiere a I'origine de f contfient }—%%[ et est

+o00 (_1\n—1 _9n
contenu dans [—l,l]e’r, IOOUFIXI<l'f(X)= > ) 2
2’2 2 n=1

x".
n

Pour x =

A e ) 1 1
: |la série entiére converge et est continue en 1 car 7€

11[
22|

1
4
1 o = : ; acs 1 . N

Pour x = 3" ‘ la série entiere diverge ‘ car elle est la somme d’une série convergente : > appartient & 1-1,1[,

(_l)n—l
n

intervalle ouvert de convergence de la série entiere )
n=1

x", et d'une série divergente : la série

harmonique.

1 — ~ 1 .
Pour x = = : ‘ la série entiere converge ‘ en = comme somme de deux séries convergentes. En effet,

(_1)71—1

m dunepart, ) p

n
1
(——) converge car —— el—-1,11[;
S 2 2

, 2 1)\" - , R s . " p
B daufrepart, > -— (—5) == ED converge d’aprés le critére spécial des séries alternées : la
n>1 1L n>1 12

suite (l) est bien décroissante et de limite nulle.
nelN*

‘ La continuité de la somme de la série entiere en ce point est alors assurée | par le théoreme d’Abel ra-
dial appliqué a x— f(-x).

Remarque : Soit )" a,x" est une série entiére de rayon R > 0. On note f la somme de cette série entiére sur
son domaine de convergence.

La version du théoréme d’Abel radial au programme assure que

+00 +00
si Y anR" converge alors Y azx" —— Y ayR".
n=0 Y= p=0

En considérant la fonction la fonction x — f(—x) qui est la somme de la série entiére ) (-1)"a,x" (de rayon
de convergence toujours égal & R), on a immédiatement |'extension suivante

+o00 +00
si Y an(-R)" converge alors Y a,x”" - an(—=R)".
n=0 x—==R" ;3=o
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Exercice 23 : Analyse - Classe ¢! d’une série entiére

Soit (a,) ey Une suite complexe telle que la suite (

1.

lan+1l

admet une limite.

an| )ne]N
Démontrer que les séries entiéres Y a,x" et Y (n+1)a,.1x" ont le méme rayon de convergence.
On le note R.

+00
Démontrer que la fonction x— Y a,x" est de classe ¢! sur I'intervalle | - R, R[.

2.
n=0
N q a 5 & e 7 an
1. On pose ¢ la limite de la suite convergente %. Alors, d'apres le critére de d’Alembert pour les séries
n
L 1
entiéres, R() anx")=R= 7 (avec R=+ocodansle cas £ =0 et R=0 dansle cas ¢ = +c0).
Puis, comme 11 Dan+1l ¢donc|R(}._(n+Daps1x™) = L R(} anx")
. Inay| e n+l1 7 n .
2. Onpose,VnelN,Vxel-R,R[, fn(x)=anx".

Soit r € [0,R[. On pose Dy = [-r,r].
On utilise le théoréme de classe ¢! des séries de fonctions :
H1 ) f, converge simplement sur D;.
H2 vneN, f, est de classe ¢! sur D, .
H3 D'aprés 1., ) f;, est une série entiére de rayon de convergence R.

Donc, Y f;, converge normalement donc uniformément sur tout segment inclus dans ]-R, R[, donc
converge uniformément sur D;..

+00
On en déduit que Vre[0,R[, S:x— Y. anx" est de classe ¢! sur D,. Donc,
n=0

‘ S est de classe 6! sur |-R, R.
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Exercice 24 : Analyse - Série entiére et classe €

n
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) %
n).
+00 n
On pose S(x) = :
> n;o @2n)!

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x — ch(x) et préciser le
rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(x).
(b) On considére la fonction f définie sur R par :

f0)=1, f(x)=chyxsix>0, f(x)=cosy—xsix<0.

Démontrer que f est de classe € sur R.

o 0 2n)! 1
1. Par critere de d’Alembert, comme e ‘z —0,
2n+2)! 2n+2)2n+1)
xn
la série entiere ) 2! & pour rayon de convergence +oo.

+00 ,.2N
2. |VxeR.chx)= ), 2 de rayon de convergence +oo.

n=0 :

@

+oo 1 +oo (2n
(@) on peut écrire x = et S(x) = ) (;Cn)' = (;n)' = ch(r) donc
n=0 © n=0 :
+oo 4 n +oo (—)n (2n
on peut écrire x=-1? et S(x)= Y S Y = o8 donc m

n=0 n=0
(b) D’apres la question précéden’re,‘ f =S estde classe € sur R ‘cor développable en série entiere al’ori-
gine avec un rayon de convergence égal d +oo.
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Exercice 25 : Analyse — Convergence dominée

1

1. Démontrer que, pour tout entier naturel r, la fonction t — ——————
1+ 2+ et

est intégrable sur [0, +ool.

dr

——— . Calculer la limite de (u;,).
1+12+ et

+00
2. Pour tout ne N, pose u;, :f
0

1. f:t— ———— est continue et positive sur [0, +ool.
! 1+ 2+ et P
1 1
De plus, pour fout te R+, 0 < < avec
Pls. B S 1+2+tet 1412
+oo  dr +oo0 T
f = [Arctan t] = — < +00
o 1+12 0 2
dr . e s s
donc | ————— converge et ainsi, par positivité, f est intégrable sur [0, +ool.
1+ 12 +let

Autre rédaction possible : dans [0, +oo],

o<f dr <f+°° U
= — <400
Sl 1+2+tmet o 1+12 2

d’ou la convergence de I'intégrale puis I'intégrabilité par positivité.
2. On utfilise le théoréme de convergence dominée :

H1 La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par

—_— sirelo,1
1+ 12 (0,11
f= 5 sit=1
o
0 si t€]l,+oo[

H2 Les fonctions f;, et f sont continues par morceaux sur [0, +oo.
H3 Vire[0,+o0[, |fn(t)| < ¢(1) avec ¢ positive, continue et intégrable sur [0, +ool.
Alors

+oo +oo 1 qr T
= nde nde= ==
un= [ 0t [ fwar= [ 5=

Donc| u

L]

n—+oo

Banque CCINP — MP — MPI — 2026 - page 26 sur 115 RETOURNER EN PAGE |


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 18 NOVEMBRE 2025 | Analyse : exercices 1 & 58

Exercice 26 : Analyse - Suite d’intégrales et série alternée

1
dr.
(1+e2)"

+00
Pour tout entier n > 1, on pose I,, = f
0

1. Justifier que I, est bien définie.

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I,) ey
(b) Déterminer la limite de la suite (1) ey -

3. Lasérie )  (-1)"I, est-elle convergente ?
n>1

1
Posons pour tout ne IN* et € [0, +ool, = ——.
[} n [0, +ool, fn (1) (1”2),,

1. Soit ne IN*, f;,, est continue sur [0, +oo[. De plus, f; (1) o tan Or2n>1,donc r— tzin est intégrable sur [1,+oo[
o0

par critere de Riemann. Donc, par équivalence, ’ fn estintégrable |sur [1,+oo[ dONC

1 1
(1+2)™ ~ (1+22)
En intégrant, on obtient

- = fu(H) carl+ 2 > 1.

2. (Q) Vtel0,+ool, fri1(t) =

VnelN*, Iy <In.

Donc | (In) ey €st décroisson’re.‘

(b) Remarque : (I),,en+ €St décroissante et positive ce qui nous assure la convergence de la suite (1) e+ -
Déterminons la limite de la suite (I,) ,ey+ en utilisant le théoréme de convergence dominée.

H1 Lasuite de fonctions (f,),»1 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie sur [0, +ool par

(On peut aussi appliquer le théoréme sur 10, +oo[ pour ne pas avoir A traiter le cas particulier de x=0.)
H2 Les f; et f sont continue par morceaux sur [0, +ool.

H3 Domination )
Vte[0,+oo[, YneIN*, | fu(f)| < T2 =90

avec ¢ confinue et positive sur [0, +oo[ et
f+oo| n|de f+oo dr [Art t]mo z
= —_— = = — < 400,
A o( . 112 ctan 0 2 o)

donc ¢ est intégrable sur [0, +ool.

On obtient alors
+00

+00
Iy = ! fn([)dtmfo‘ f(t)dt:()

et| la suite (In) e+ A pour limite 0. ‘

3. D'aprés les questions précédentes, la suite (1) e+ €St décroissante et converge vers 0.
Donc, par application du théoréme spécial des séries alternées, on peut affrmer que

lasérie Y (-1)"I, converge.
n>1
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Exercice 27 : Analyse - Convergence uniforme et convergence dominée

Pour tout n e IN*, on pose f, (x) = e et u,= flfn (x)dx.
1+ n?x2 0
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions () sur [0, 1].
2. Soit a€10,1[. La suite de fonctions (f;;) converge-t-elle uniformément sur [a,1]?
3. La suite de fonctions (/) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?
4. Trouver la limite de la suite (1)) ey -

. On a déja f(0)=1——0.
n—+oo

. . e ¥ 1
Soit x €]0,1]. Pour n au voisinage de +oo, f;(x) ~ — —, doNC fy(x)
+oo x2 p2 n—+oo

0.

On en déduit que la suite de fonctions (f;,) converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie par

0 sixelo,1]
f(x)={

1 six=0
. Soit ae]o;1[.
e*ﬂ
VnelN*, Vxe(a,ll, |fux) - f(0)]|= falx) < o2
N . e ?
Comme cette majoration est indépendante de x, || fn = f| o, (a.1] < o

e—a

0, donc Noo,[a,l] (fn —f)

1+ n2g2 n—+oo n—+oo

On en déduit que‘ (fn) converge uniformément vers f sur [a,1]. ‘

. Les fonctions f;, étant continues sur [0,1] et la limite simple f ne I'étant pas, on peut assurer qu’il Ny a

pas convergence uniforme sur [0, 1]. ‘

. On tilise le théoréme de convergence dominée.

H1 (f,) converge simplement vers f sur [0,1].
H2 Les fonctions f;, et f sont continues par morceaux sur [0, 1].
H3 Domination VneIN*, Vxe[0,1],]/n(x)| <e ™ <1=¢(x) avec ¢:[0,1] — R* continue, positive, intégrable sur
[0,1].
On en conclut donc que

n—+oo

1
f fx)dx=0.
0

1
Un =f0 fn(x)dx
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Exercice 28 : Analyse - Intégrabilités
N.B. : les deux questions sont indépendantes.

—X

1. Lafonction x —

est-elle intégrable sur ]2, +co[?

X—+00

x2—4
2. Soit a un réel strictement positif.
. Inx e
La fonction x— ——— est-elle intégrable sur |0, +oo[?
V1+x2a
—X
1. Soit f:x— ~ continue sur 12, +oo[. De plus,
x“—4
Sur 12,3]
e ¥ e 2 1
fH =/ ~ X —— 5"
Vix=2)(x+2) x—2 2 (x—2)"2
Or x— ﬁ est intfégrable sur ]2,3] (fonction de Riemann intégrable sur 12,3] car % <1).
o
Donc, par comparaison, f est intégrable sur ]2,3].
Sur [3,+o0o[
e—x
[ oo X T gx.)
Or x%g(x) 0 par croissances comparées donc, au voisinage de +oo, g(x) =0 (i)

2
Comme x— lz est intégrable sur [3,+oo[, On en déduit que g est intégrable sur [3, +ool.
X

Donc, par comparaison, f est intégrable sur [3, +ool.

Ainsi, | f est intégrable sur ]2, +ool.

2. Cas particulier d’intégrales de Bertrand : soit a un réel strictement positif. On pose f : x———= fonction

V1+x2a

continue sur 10, +ool.
Sur 10,e]

fx) ~ Inx=gkx).
x—0

Or y/xg(x) —— 0 donc, au voisinage de 0, g(x) =o (%)
x—0 x1/2

Or x— % est intégrable sur ]0,1] (fonction de Riemann intégrable sur ]0,1] car 1/2 < 1).
X
Donc g est intégrable sur 10,e], et, par comparaison, f est intégrable sur 10,e] pour fout a € R.
Sur e, +oo[
Inx
fx) o ya h(x).
sia>1, prenons y felque 1<y<a.

xX'h(x)=x""%nx ——0
x—+00

donc, au voisinage de +oo, h(x) =0 (xiY)

Or x — x—ly est intégrable sur [e, +oo[ (fonction de Riemann intégrable sur [e,+oo[ car y > 1), donc h
est intégrable sur [e, +ool.
Ainsi, par comparaison, f est intégrable sur [e, +ool.

sia<l,

1
Vxe€ e, +oo[, h(x) > — >0
xa
(C’est la raison pour laquelle on a coupé l'intervalle en e.)

1 L ) i .

Or x— —; hon infégrable sur [e, +oo[ (fonction de Riemann avec a < 1), donc, par comparaison de
fonctions positives, h n"est pas intégrable sur [e, +ool.

Ainsi, par équivalence, f n’est pas intégrable sur [e, +ool.

Finalement, | f est intégrable sur 10, +ool si et seulement si a > 1.
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Exercice 29 : Analyse - Fonction T’
On pose V x €]0, +ool, ¥ £ €]0, +oo[, f(x,8) =e ¥,

1. Démontrer que : V x €10, +ool, la fonction ¢t — f(x, t) est intégrable sur |0, +ool.

+00
On pose alors : V x €]0, +oo[, I'(x) :f e ¥ 14,
0

2. Pour tout x €]0, +oco[, @xprimer I'(x + 1) en fonction de I'(x).
3. Démontrer que T est de classe ¢! sur 10, +oco[ et exprimer I'/(x) sous forme d’intégrale.

1. Soit x> 0. La fonction r— f(x, ) =e ! +*~! est continue (par morceaux suffirait) sur 10, +ool, positive.

B Infégrabilité sur [1,+ool : par croissances comparées, e ¥~ =

1
=,0 (—) On conclut donc par compao-
—+00

tz
raison & une intégrale de Riemann.

B Infégrabilité sur 10,1] : e 1 ~ . Or (Riemann encore, mais pas au méme endroit), r — est

. t—0 tl—x
intfégrable sur]o,1] car1-x<1.

tl—x

Donc | T est définie sur R},

2. Parintégration par parties, sio<e < A,

A 1
f e 't ldr =
&

Mais, par croissances comparées,

X
ot
X

t=A 1 rA
e +—f e fr¥dr

t=¢ XJa

as"

X A—+oo

0

et de plus

X
N
ef———0

X a—0
On en déduit, en prenant les limites quand e — 0 et A — +oo,

I'x)=0+ lI“(x+ 1)
X

C’est-a-dire [ T'(x+1) = xI'(x).

3. On utilise le théoréme de classe ¢! des intégrales & paramétres.
H1 Pour tout £ €0, +ool, x — f(x,t) est de classe ¢! sur R par opérations avec

of
rrl (x,1) In(t) f(x,0).

H2 Pourtout xe R}, r— f(x, 1) est intégrable sur 10, +oo[ par 1.
0
H3 Pour tout x >0, la fonction ¢ — a—];(x, 1) est continue par morceaux sur 10, +ool.

H4 Domination : Soit K =[a,b] avec 0<a<b. Ona

of Infe %1 si r<1
Y (x, 1) € Kx]0, +oo] ‘—(x,t)‘@/)(t):
0x Mn#e fP1 s r>1

—

" . . 1
avec ¢ positive, continue par morceaux sur 10, +oo[, intégrable sur 10,1] car ¢(z) = 9 (t_“) avecl-a<a<l

1
et sur [1,+oo[, Car ¢() = t—»(ioo(ﬁ)'

+o0o
Onadonc|Te¢!(R}) |et F’:(x,t)—»f In(2) f(x, ) dt.
0
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Exercice 30 : Analyse — Dérivation des intégrales & paramétre
1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
2. Démontrer que la fonction f: x— fo +oo e cos (xt) dt est de classe ¢! sur RR.
3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.

(b) Résoudre (E).

Pour gagner du temps, il est conseillé de traiter les deux premieres questions simulfanément !

) ) ) JxI — K
1. et 2. |Soit I et J desintervalles réels et g :

D —  fen

Ici: J=R, I=[0,+ool &t f(x,) =e"" cos(x?).
On suppose

L 0
H1 |Vrel, x— g(xt) est de classe €' sur J, de dérivée x — %(x, 1.

’ . . . _ 2 .
C’est bien le cas ici, avec a—g (%, 1) — —re” U sin(xp).
X

H2 |vxeJ, t— g(x 1) estintégrable sur I.

. 2 1 . .
vxeR, t— g(x, 1) est continue sur [0, +ool et Vx e R, |u(x, )| <e ¥ = .0 (1_2) par croissances comparees
—+00

donc, r— u(x, r) est intégrable sur [0,+oo[ par comparaison & une fonction de Riemann intégrable en

+00.

0g .
H3 |[VxeJ, t— E(X’ 1) continue par morceaux sur I.

C’est bien le cas ici.

0g

Domination globale ou sur tout segment de 3
X
Eventuellement sur tout segment S, il existe une fonction ¢ continue par morceaux, positive, intégrable

H4 | sur I telle que

F)
Vxejous, Viel, ’%(x, r)‘ <o),

TN I 0 .
On procéde ici & une domination globale : ¥ (x, 1) € R x [0, +oo[, ’%(x, t)‘ <te = ¢(1) avec ¢ continue

par morceaux, positive et intégrable sur [0, +ool.
, L 1 , . , ,
En effet, par croissances comparéees, ¢(t) = .0 (?) Par comparaison & une fonction de Riemann
—+00

intégrable en +oo, ¢ est bien intégrable sur [0, +ool.
Alors
Cl|f:x— f g(x, 1) dt est de classe €1 sur J.
1

C2 |Vxe], t~ a—g(x, 1) estintégrable sur I et f’(x):fa—g(x, ) dt.
0x 10x

+00
3. (@) Ona,VxeR, f'(x) =f —te~ " sin(x#)dt. Procédons & une intégration par parties. Soit A> 0.

A

1 _p2 Ax _p
—e Psin(xr) —f Ze " cos(xp)dr
2 0o 2

A 2
f —te” " sin(xt)dr =
0 0

En passant & la limite quand A — +oo, on obtient f/(x) + gf(x) =0.

Donc f est solution de I'équation différentielle | (1) : y' + gy =0.

2
X
x— Ae” ¢ avec A€ R.

(b) Les solutions de (L) sont les fonctions
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Exercice 31 : Analyse - Méthode de variation des constantes
1. Déterminer une primitive de x— cos? x.
2. Résoudre sur R I'’équation différentielle " + y = cos® x en utilisant la méthode de variation des constantes.

1. Le calcul de primitive se fait par linéarisation.
Deux méthodes : soit en utilisant des formules de trigonométries, soit en utilisant les formules d’Euler et du
bindbme de Newton.
Dans le premier cas, on écrit

1 cos(4x)+1

4 5 V2 (cos@x)+1\% 1 1 11 1 3
) =|——| =-c05"(2x) + =cos(2x) + =——+—cos(2x)+Z=§cos(4x)+5cos(2x)+g

1
cos xz(cos X =
2 4 2 4 4 2 2

et dans le deuxieéme cas,

4 e*+e”¥ U gix | 4 3ix —ix | saix —ix 4 .ix —3ix , —4ix) _ 1 1 1 3
CcosS X = T :E[e +4e’ e " +6ee T +4dee +e ):E(Zcos(4x)+4cos(2x)+6):gcos(4x)+§cos(2x)+§

1 1 3 o .
Alors | x — % sin(4x) + i sin(2x) + gx une primitive de cos®.

2. On a un systéme fondamental bien connu de solutions de I'équation homogéne y”’ +y =0 : (cos,sin).

Par méthode de variation des constantes, on cherche une solution particuliére de I’équation y” +y = cos® sous
la forme fy: x— A(x) cos x + pu(x) sinx avec A, u de classe €2 sur R vérifiant

,| cos , sin 0
A +u =
cos’ sin’ cos®

c’est-a-dire

cosx A +sinxpu’ =0 )]

—sinxA’ +cosxp’ =cos® (2

) ) i ) cosx sinx| cosx —sinx )
Alors, soit en reconnaissant une matrice de rotation R(-x) = d’inverse R(x) = , soit
—sinx cosx sinx cosx

a I'aide des opérations cos x (1) —sin x (2) et sin x (1) + cos x(2), on obtient

4

Al = —sin x cos3
u' = cos

COS4 X

. 1 1 3
On peut donc choisir A: x — etu:x— = sin(4x) + n sin(2x) + 3~

5

cos” x 1 . 1 . 3 X \ , . \ " 3
o sin(4x) + " sin(2x) + g ¥|sinx est solution particuliere et les solutions de y” + y = cos” x sur

R sont les fonctions

Alors| fo:x—

‘ fo+Acos+Bsin avec A,BeR.

Remarque : on peut aussi résoudre I’équation sans variation des constantes avec le programme de premiere
année en linéarisant le second membre cos® et en utilisant le principe de superposition.
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Exercice 32 : Analyse - Solution DSE d’une EDL,
Soit I'équation différentielle : x(x-1)y” +3xy' +y=0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |-r,r[ de
R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de x(x—1)y” +3xy’'+y = 0 sur 0, 1] sont les restrictions d’une fonction développable
en série entiére sur1-1,1[?

1. Analyse Soit )" a,x" une série entiére de rayon de convergence R >0 et de somme S. Pour fout xe€]-R, R,

+00 +00 +00 +00
S(x)= ) apx" Sw=3 nayx! s"x)=Y nn-Day,x" 2= y (n+Dnaps x"!
n=0 n=1 n=2 n=1
Donc
+00
x(x=18"(x) +3xS' () +S®) = 3 ((n+ D2ay, - n(n+ 1)an+1]x”.
n=0

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiere, la fonction S est solution sur ]-R, R[ de
I’équation étudiée si, et seulement si,

vnelN, (n+ l)zan —-n(n+1)ap+1 =0.
C’est-a-dire Vne N, nay+1 = (n+1)a,, c€ quirevient &
vneNN, a, =naj.

Synthése Le rayon de convergence de lasérie entiére ) nx" étant égal & 1, on peut affirmer que les fonctions
développables en série entiére solutions de I’équation sont les fonctions

00 d 1 arx
xHaIannzalxa(—l_x):(l_ 5
n=0 x)

définies sur ]-1,1[ avec a; € R, et méme sur R si a; = 0.
2. Notons (L) I'équation x(x—1)y" +3xy’ +y=0.

Prouvons que | les solufions de (L) sur 10, 1[ ne sont pas tfoutes développables en série entiere sur | -1,1].

En effet, si toutes les solutions de (L) sur 10,1[ étaient développables en série entieére & I’origine alors, d’aprés
1., I'ensemble des solutions de (L) sur ]0,1[ serait égal & la droite vectorielle Vect(f) ou f: x+—

1-x?2
Or, comme les fonctions x — x(x—1), x— 3x et x — 1 sont continues sur 10,1[ et comme la fonction x — x(x—1)
ne s’annule passur]o,1[, I'ensemble des solutions de (L) sur ]0,1[ est un plan vectoriel, ce qui est contradictoire.
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Exercice 33 : Analyse - Classe ¢! d’une fonction de deux variables
X
1. Démontrer que f est continue sur R2.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de RR2.
3. f est-elle de classe C! sur R2? Justifier.

On pose V (x,y) € R?\ {(0,0)}, f(x,y) = et £(0,0)=0.

1. | f est continue sur R2\ {(0,0)} ‘ par opérations.

Pour la continuité en (0,0), on peut utiliser la célébre inégalité |xy| < 3 (x2 +y2) (car (1xI-|y|)* > 0)

X2 +y?

1
) < by
|f(x y)| 2 (x,y)—(0,0)

0=£(0,0)

On peut aussi utiliser les coordonnées polaires x = rcosf et y =rsind, alors

|fee, | = ’r3/2 cosesine‘ <32

avecr=4/x2+y2——0
(x,)—(0,0)

Ainsi, ‘ f est continue en (0,0). ‘

2. ‘ f admet des dérivées partielles en tout point de R2\ {0,0} | par opérations.

of

—(0,0) existe
0x

L'application partielle fy: x— f(x,0) vaut 0 si x #0 et si x=0. C'est donc |I'application nulle. Donc

et vaut g(o,O) =0.
0x

ca .| 0
Par symétrie, on a aussi 6—§(0,0) =0.

3. | f est de classe ¢! sur R?\ {(0,0)} ‘ par opérations.

of

ox

Analysons la continuité de en (0,0). On calcule, pour (x, y) # (0,0),

[ 2,2 _2x%y
Yy X4+ Yy - ———
2¢/x2 42 B y(x2+y2)—x2y B 3

a—f(x, »n= = = !
ox X2+ 2 (x2 +y2)3/2 (x2 +y2)3/2
Alors i 3 . o
a(x,x) = (sz)g/z = ﬁ oo 0= 5(0,0)
donc % n’est pas continue en (0,0) e’r‘ f nest pas de classe ¢! sur R2.
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Exercice 34 : Analyse - Autour de I'adhérence
Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé E.
1. Rappeler la définition d’un point adhérent & A, en termes de voisinages ou de boules.
2. Démontrer que xe€ A < 3(x,) ,ey telle que, Vne N, x, € A et x, — x.
3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de E.
4. Soit B une autre partie non vide de E. Montrer que Ax B=AxB.

j—

. Un point adhérent & A est un point x tel que toute boule ouverte centrée en x rencontre A :

]er et Vr>0, B(x,r)NA%£0D.

2. (=) | On suppose que x est adhérent & A. ‘

1
n A donc tel que d(xy, x) = | x, — x| < —.

. 1 1
Soit ne IN. Avec r:—,OnGxneB(x,—
n+1 n+1 n+1

Cela d&finit| (rn) e € AN telle que x, — .|

(=) ‘Si on a une suite (un)ne1N€A]N telle que an—>x,‘ alors pour tout r > 0, on a un rang & partir duquel

anB(a,r)ﬂA;tf@donC

3. m Aestune partie non vide de E puisqu’elle contient A entier.
B SixyedetdeR, parla caractérisation séquentielle (question 2, sens direct), on a (xu) e € AN et
) nen € AN telles que x,, — x et yp — .
Alors (xp+Ayn) nen € AN (car A est un sous-espace vectoriel de E) est une suite telle que x,+ Ay, — x+A1y.
Donc, par la question 2 (sens réciproque), x+ Ay € A.

Par caractérisation, | A est encore un sous-espace vectoriel de E.

4. Toujours avec la caractérisation séquentielle, en considérant la norme produit,
(x,7) €AxB <= 3 ((Xn, yn) pey € Ax BN, (xn, yn) — (x,)
= 3 ((xn, ¥n)) pen € (Ax BN x,—=x et yn—y

3 (Xn)penN € A]Nr Xp— X
3(yn) e € BN, yn—
Yn)pelN v Yn y

— (x,y)erE

donc|AxB=AxB.
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Exercice 35 : Analyse - Caractérisation séquentielle de la continuité et densité

E et F désignent deux espaces vectoriels normés.
On note || - | ¢ ( respectivement | - || ) la norme sur E (respectivement sur F).

1. Soient f une application de E dans F et a un point de E.
On considére les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.
P2. Pour toute suite (x,),,cy d’éléments de E telle que x;,

a, alors f(x;)

n—+oo n—+00 f@.
Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense dans E, et soient f et g deux applications continues de E dans F.
Démontrer que si, pour tout x € A, f(x) = g(x), alors [ =g.

1. ®m SupposonsPl1: f continue a.
Soite>0.Onan>0telque lx,—alg<n=|fx) - fla)| <e.
Soit (x), € EN telle que x, — a. On a un rang N e IN & partir duquel [|xy, — allg < 7.
Mais alors, sin> N, || f(xp) - f(@)] <e.
C’est donc bien que f(x;) — f(a), donc P2 est vraie.
B  Montrons que P2 = P1 par contraposée. Supposons P1 fausse : f n'est pas continue en a.

x—alg <
Onadonce>0telque Vn>0, IxeE, I lg<n
- f@l>e
1 Xn—alp< —
Pour‘rou‘rne]l\l,ovecnzz—n,onoxneETquue{”” e on

[fen) - f@|p>e
Cela définit une suite (x,) ey d'éléments de E telle que x, — a et f(xn) ~ f(a) donc P2 est fausse.

2. Par caractérisation séquentielle de la densité de A dans E, si x € E, on a une suite (ap) ,ey € AN telle que a, — x.
Alors pour tout ne N, f(an) = glan).
Par continuité, en passant & la limite, on obtient f(x) = g(x).

Ainsi,

Banque CCINP — MP — MPI — 2026 - page 36 sur 115 RETOURNER EN PAGE |


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 18 NOVEMBRE 2025 | Analyse : exercices 1 & 58

Exercice 36 : Analyse - Continuité des applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur le corps R.
On note || - | ¢ ( respectivement | - || ) la norme sur E (respectivement sur F).

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F, alors les propriétés suivantes sont deux & deux
équivalentes :

P1. f est continue sur E.
P2. f est continue en 0.
P3. 3k>0tel que VxeE, || f(0)| < kllxlE.

2. Soit E 'espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R muni de la norme définie par

Iflloo=sup |f(x)].
x€(0,1]

1
On considére I'application ¢ de E dans R définie par ¢(f) = f f(ode.
0

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

1. P1 = P2 estimmédiat.
P2 — P3 Supposons f est continue en 0g et remarquons que le résultat & montrer s’écrit, pour x # 0g,

1
avec
Hf(kllxllE) ”kllxllE E Tk
Ecrivons alors la définition de la continuité en 0g avec e=1: on an>0 tel que si llxllg <7, lu@)F <1 (car
u(0p) =0g).

A TN L 1 1
La remarque précédente nous incite & choisir k tel que T <n. Poser k= 5

<1 ce quidonne bien | f(x)|| z < klxllg.

Alors, si xe E\ {0g}, “

kllxllE)
) o 1 .
Comme cette inégalité est également vérifiée en 0g, k= — convient.
n

=—=p,donc
kixlglg & “f(
P3 = P1 S’il existe ke R} tel que pour tout xe E, |u(x)llp < kllxl g, alors
v € B, flut0 - u) | p = fute- x| p <kfle- x|

donc u est k-lipschitzienne, donc confinue (et méme uniformément) sur E.

2. Lalinéarité de ¢ provient de celle de I'intégrale, en général.
Pour toute f € E, les bornes de I'intégrale étant bien ordonnées,

fopl=| roae] < [ Irwlar< [ rloar=1x11l

Donc | ¢ est linéaire et contfinue sur E. ‘
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Exercice 37 : Analyse - Comparaison de normes
On note E I'espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R. On pose

1
VfeE, Noo(f)= sup |f(x)| et Nl(f)zf |f(0]de.
x€(0,1] 0

1. (a) Démontrer que N, et N; sont deux normes sur E.
(b) Démontrer qu’il existe k >0 tel que, pour tout f de E, N1 (f) < kNoo(f)-
(c) Démontrer que tout ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme N..

2. Démontrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

1. (a) Bonne définition Une fonction continue sur un segment étant bornée et admettant bien une intégrale,
Noo €f Ny sont bien définies sur E & valeurs réelles (et positives, ce qui est aussi une conséquence
des propriétés suivantes).

Séparation Soit feE.
B Si Noo(f) =0, alors pour tout x € [0,1], | f(x)| =0 donc f=0g.
B SiN () =0, alors, comme | f| est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 1], pour fout x € [0,1],
|f(0] =0 donc f=0.
Homogénéité Si fe Eet 1e R,

B Comme Al >0, No(Af) = sup |[Af(0)]= sup (IAI-|f0)])=1Al sup |fx)| =14 Noo(f).
x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]

1 1 1
| Nl(ﬂtf)zf |;Lf(t)|dr=f |/1|-|f(t)|dt=|/’l|f |f(0] de=1AINL(f) par linéarité de I'intégrale.
0 0 0

Inégailité triangulaire Si f,g € E, pour tout x € [0,11, | f(x) + g(x)| < | f(x)] + |g(x)| donc

B |f0)+8®)| < Neo(f) + Neo(g) qui ne dépend pas de x donc Neo(f + §) < Noo(f) + Noo ().
B Par croissance et linéarité de I'intégrale,

1 1 1 1
Nl(f+g):f0 |f(t)+g(r)|dz<f0 (|f(zf)|+|g,f(r)|)dt=f0 |f(t)|dt+f0 Ig(D1dt = Ny () + Ni (g).

‘ N €t Ny sont donc bien des normes sur E. ‘

(b) Soit f e E. Pour tout t€[0,11, | f(8)] < Noo(f) donc par croissance de I'intégrale,

1 1
N =f0 7| drsfo Noo(f) = Noof).

donc

N1 () <1-Noo(f).

(c) Premiére méthode Si ¢ ouvert de E pour la norme N; et fe@, alors on a r >0 tel que la boule ouverte
B1(f,r) pour N; est incluse dans @. Alors, si Noo(g — f) < r. VU la question précédente, Ni(g— ) <r
donc ge Bi(f,r)cE.

On a donc r >0 tel que B (f,r) c E (boule ouverte pour Ny) : ‘ O est ouvert pour Neo.

Deuxieme méthode |a question précédente nous dit que I'application linéaire idg : (E, Noo) — (E, N7) est
continue.

Alors, | si @ est un ouvert de E pour Np, G = idgl(@) est un ouvert pour Neo.

2. Pour montrer que les normes N; et Ny, ne sont pas équivalentes, il suffit de frouver une suite de fonctions

(fn)nen Telle que (M'o—(f")

ne soit pas bornée.
N () ),ZE]N E

) 1 Noo(fn)
. — n = = — 00
B f,:x— x" convient car pour tout ne IN, Noo(fn) =1 €t Ny (fn) ] donc )

B On peut aussi, de fagon moins miraculeuse, chercher une suite de fonctions (fu),ew+ felles que
(N1(fi) pepy+ €T bomée et non (Noo(fn)) e+ Cela peut se construire manuellement est imposant la
norme infinie & valoir n tandis que |'aire sous la courbe vaut % par exemple. Il suffit que f;, soit affine de

(0,n) & (%,0) et nulle ensuite (I'intégrale de f, est I'aire d"un triangle rectangle valant %).
Noo(fn) _ 2

=n+1— +oo.

Alors, sin>1,
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Exercice 38 : Analyse - Continuité d’applications linéaires et normes subordonnées
1
1. On se place sur E = ¢ ([0,1],IR), muni de la norme | -||; définie par v f €L, || f|, :f |f(0)ldz.
0

. 15 = I x
Soit u: avec Vx €10,1], g(x):/ fdz.
0

f— ulf)=g
On admet que u est un endomorphisme de E.
Prouver que u est continue et calculer || u||.
Indication : considérer, pour tout entier » non nul, la fonction f;,, définie par f,(z) = ne™"’.

2. Soit ne IN*. Soit (ay,ay, ..., an) € R un n-uplet non nul, fixé.

R" — R

Soit u: n
(X1, %2, Xn)  — Y ai%;
izl

(a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur R”.

(b) On munit R de |- |, ou
L
Vx = (x1,%2,...,xp) ER, |Ixll2 = X
k=1
Calculer || ul|.

3. Déterminer un espace vectoriel E, une norme sur E et un endomorphisme de E non continu pour la norme
choisie. Justifier.

Remarque : Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes.

1. Soit feE.

upl = [ lgwlax= [ |[ reoac

donc u est continue, |lull existe et flull < 1.
Considérons comme proposé, pour tout entier n non nul, la fonction f, définie par f,(t) = ne™"**, quiala bonne
vertu de concentrer son intégrale au voisinage de 0.

dngol(foxl]i(’t—)ldt)dngol(foll]i(,t—)ldt)dx:fol||f||1dx=||f||1

>0 >0

x_

X
Alors pour tout x €[0,1], u(f,) (x) = gn(x) :f ne "dt=[-e ""]j=1-e""*. Donc
0

1

1 —nt -n_
il = [ (-ear=1+ =] =1+
0 0 n
. - Ju(f)ly _ 1+ S5
— nt _1_ n 1= n
Or||f,f,||l_f0 ne”"'dr=1-e"", donc TR —
Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, | llull = sup ||L”‘;JI|)||1 =1l
f#0g 1

2. (o) m L'application u estlinéaire sur R";
m |'espace R est de dimension finie;
B les normes sont toutes équivalentes sur un espace de dimension finie ;
B les applications linéaires définies sur un espace de dimension finie sont automatiquement conti-
nues;
donc‘ u est continue pour toute norme de R”. ‘
(b) Soit x = (x1,...,xp) € R™. Alors, en notant a = (ay,...,a,) et en utilisant le produit scalaire canonique sur R"

n

Z aiXj

i=1

lu(x)| = =|(alx)| < llall2 Ixl2

n
parinégalité de Cauchy-Schwarz, avec égalité si x et a sont colinéaires. On adonc| llull = lalz = | af.
i=1

3. Un tel espace est nécessairement de dimension finie. Posons E = IK[X] muni de la norme || Pllo = r]?%|ak| oules
€

ay. sont les coefficients de P (il n'y en a qu’un nombre fini qui ne sont pas nuls) et I'endomorphisme u: P— P'.

Alorssin>1, )
n n—
4 Xy _ InX" Ny
1X" oo 1 X" loo 1

donc u n’est pas continu sur E : on ne peut avoirde k>0tel que VP e K[X], [[u(P)loo < klIPlloo-
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Exercice 39 : Analyse - Espace ¢ et biorthogonal en dimension infinie
On note ¢2 'ensemble des suites x = (x,),,c;y de nombres réels telles que la série fo, converge.

1. (a) Démontrer que, pour x = (x,) ey € 22 €t y = (yn) e € €2, la série Y x,y, converge.

+00
On pose alors (x|y) = Y xnyn.
n=0

(b) Démontrer que ¢?% est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (-|-) est un produit scalaire dans ¢2.
On suppose que ¢2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée | - |.
2. Soit p e IN. Pour tout x = (x,) € £2, on pose ¢(x) = x,.

Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de ¢2 dans RR.

3. On considére I'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire 'ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer F- (au sens de (). Comparer F et (F1)™.

1. (Q) Soit x = (xp)pe € €2 €t y= (Yn) pen € 0.

Alors, pour fout ne N, |xpyn| < > (x2 +y2) qui est un terme général positif de série convergente.

Donc, par comparaison de termes généraux posi‘rifs,‘ Y xnyn CONverge ‘obsolumenT donc converge.
On peut aussi ufiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout Ne N,

N N N +00 +00
Zl|xn||yn|< Y i Zly%é Y x4, Y yA<+o0
n= n=

n=1 n=1 n=1

donc la suite des sommes partielles est majorée : la série Y x,yn converge absolument donc converge.
(b) ¢2 est une partie non vide (contient la suite nulle) de RN,
Et,si x,ye ¢? et Ae R, pour tout ne N,

(xp + /1yn)2 = x%l + Azy% +2Axnyn

est un terme général de série convergente par combinaison linéaire de termes généraux de séries
convergente, en utfilisant la question précédente.

Donc x+ Ay € £2 qui est un ‘ sous-espace de RN, ‘

2. Soit p e IN. Par linéarité de I’évaluation, six,yel? et LeR, p(x+Ay) = (x+Ay)p = xp + Ayp (C'est
la définition de la somme et de la multiplication par un scalaire de suites).
Puis, si x € ¢2,

+00
lo@)] = |xp| =1/2x5 < | X x5 =lixl
n=0

donc|gpe % (¢2R).

3. Remarguons qu‘on a bien, naturellement, F c ¢2,
Soit xe FL. Alors x est orthogonale aux suites de la base canonique e™ = (o,...,0, 1 ,0,...) de F.
ne

Donc, pour fout ne N, [x)e(”)) =x, =0, ce qui conduit & FL < {0}. Par ailleurs, 0 € FL, donc | F+ = {0}.

. . . 1
Onaalors| FC (Fi)l = {03+ = /2 | (car il y a des suites dans £2 qui ne sont pas presque nulles, comme (2_")
par exemple.)

nelN
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Exercice 40 : Analyse — Séries géométriques et exponentielles dans une algébre normée

Soit A une algébre de dimension finie admettant e pour élément unité et munie d’'une norme notée |-|.

On suppose que
V(u,v) € A%, Ju-vll < llull- vl

1. Soit u un élément de A tel que |u| < 1.

(a) Démontrer que la série )_u” est convergente.
(b) Démontrer que (e - u) est inversible et que

+00
(e—w = Y u
n=0

n
2 P u
2. Démontrer que, pour tout u € 4, la série } | — converge.
n:

1. (a) Lanorme étant sous-multiplicative, on a, par une récurrence facile, que pour fout ne IN,
o< lu| < ™

qui est un ferme général de série géométrique convergente car |lul € [0,1] donc, par comparaison de
séries & termes généraux positifs, ) |u”|| converge, donc ) u” est absolument convergente.

Comme, de plus, A est de dimension finie,
(o) Ona, pour Ne N,

Y u” converge. ‘

N +00 +00 N
(e—wx Yy u"=Y (e—wxu"=) (u”—u"“):e—u
n=0 n=0 n=0

par télescopage. Or uV 04 car Y u" converge, ou car ||uV | < ul¥ — 0, donc

—+00

N
(e—wx Yy u”

n=0

e.
N—oo

Par ailleurs, commme x — (e—u)x est continue sur A car linéaire sur I'espace vectoriel A de dimension finie,

N +oo
(e—wx Yy u” (e—wx Yy u™
n=0 =€ n=0
+00
Par unicité de la limite, (e—u)x ) u" =e.
n=0
+00
On montre de méme que (Z u") x(e—u)=e.
n=0

+00
On a donc que | e—u est inversible et que (e—u)™1 = Z u.
n=0

lul™

n!

u”
!

2. Soitue A.Pourtoutne IN,0 < < qui est un terme général positif de série (exponentielle) convergente

uﬂ

n

convergentes, donc | convergente [car A est de dimension finie.

(vers eltly, donc est absolument convergente par comparaison de terme généraux positifs de séries
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Exercice 41 : Analyse - Extremums liés
Soit f 'application de R? dans R définie par
f:,y) — 4x% + 12xy—y2.
Soit C = {(x,y) e R?, x*>+y* =13}.
1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C.

2. Soit (1, v) € C un point ol f atteint un de ses extremums.
(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel 1 tel que le systéme (S) suivant soit vérifié

4u + 6v
(S):{

6u - v = Av

Au

(b) Montrer que (1-4)(1+1)-36 = 0. En déduire les valeurs possibles de A.
3. Déterminer les valeurs possibles de (i, v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

1. € en tant que sphére euclidienne de centre (0,0) et de rayon V13 est fermée et bornée dans I'espace de di-
mension finie R2, donc compacte, et f est continue car polynomiale sur C. Le thoéréme des bornes atteintes

s’applique et dit que ‘ [y atteint un minimum et un maximum. ‘

2. (@) Onréécrit C={(x,y) eR?, g(x,y) =0} ol g: (x,y) — x* + y* — 13 est différentiable sur R? car polynomiale.
On a, avec (u,v)eC,

Vgu,v) = (O_g(u v) a—g(u l/)) = (2u,2v) #(0,0)
g,—ax,,ay,—, b
car0¢ C. Comme f est aussi différentiable, le théoréme d’optimisation sous contrainte s’applique : on
of of
aAeR telque Vf(u,v) = a(u, v),a(u, V)| = @Bu+12v,12u—2v) = AVg(u, v).

Aprées simplification par 2, on obtient exactement

&
—e
N
<
+
(o]
<
Il
>
<

A-Du - 6v

1]
o

6u - A+v

Comme (u,v) # (0,0) ¢ C, ce systéme n’est pas de Cramer : il a admet plusieurs solutions distinctes, et a
donc un déterminant nul.

On a donc bien\ (A—4)(A+1)—36=0. \Ainsi,

I
o

) Ona(S) < {

2
0:)12—3/1—40:(/1—2) —142:(A—%—?)(A—}g):u—smw)

3. m Pour A=-5,0n obtient & partir de (S) I'éguation 6v =-9u soit v = —gu.

Or (u,v) € C, donc
9 13
13:u2+v2:u2+—u2:—u2,
4 4

ce qui donne | (u,v) = (-2,3) OU (1, v) = (2,-3).
On calcule f(-2,3) = f(-2,3) =16-72-9=79 = —65.

m Pour 1 =8, on obtient & partir de () I'équation 4u =6v soit u= gv.

Avec un calcul similaire au cas précédent, on obfient donc | (1, v) = (=3,-2) ou (i, v) = (3,2).
On calcule f(-3,-2) = f(3,2) =36 +72—4=104.

Or on sait que le minimum et le maximum de f sont parmi ces valeurs.

Ainsi, nécessairement, mcinf =-65ef méle =104.
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Exercice 42 : Analyse - Résolution d’une EDL;
On considére les deux équations différentielles suivantes :

2xy =3y=0 (H)
2xy' -3y=vx (E)
1. Résoudre I'’équation (H) sur I'intervalle 10, +col.

2. Résoudre I'équation (E) sur I'intervalle 10, +ocol.
3. L'équation (F) admet-elle des solutions sur I'intervalle [0, +oo[?

1. Sur]o, +oo[, x — 2x et x— —3 sont continues, le premiére ne s’annulant pas, et (H) s’agit d’une équation différen-
fielle linéaire d’ordre 1 homogéne. Une primitive de x — o étant x— §1n|x| = Elnx’ le théoreme de structure
X
dit que

3|
les solutions de (H) sur 10, +ool sont les fonctions x — Ce2™* = Cxy/x pour C € K.

2. Sur]o,+oo[, ONn a également x — /x continue, et (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 d’équation
homogéne associée (H).

Premiére méthode La forme de I'équation peut inciter & la recherche d’une solution particuliére sous la
A 24 At A2 a
forme fy: x— av/x avec a € K. Une telle fonction est dérivable, de dérivée fj: x— ——. Alors
X

2Vx
fo est solution de (E) sur R} < pour tout x>0, avx-3aVx=vx < a= —%.

X . 0 s
Donc fy:x— —% est solution particuliere.

Deuxiéme méthode Si on ne devine pas la forme d’une solution particuliére, on peut utiliser la méthode de
variation de la constante qui consiste & chercher une solution sous la forme fy : x— A(x)x3/2 avec A une
fonction dérivable sur R .

Une telle fonction est dérivable, de dérivée fj:x— A/ (x)x3/% + %A(x)\/}. Alors

. 1
fo est solution de (E) sur R} < Vx>0, 2x°21/(x) = Vx < Yx>0, A'(x) = 57
X

On peut choisir 1: x — ;—i et obtenir que fy: x— —g est solution particuliere.

v

Par théoreme de structure, | les solutions de (E) sur 10, +oo[ donc les fonctions x— Cxy/x — Tx pour Ce K.

3. Supposons que f soit solution de I"'équation (E) sur I'infervalle [0, +ool.
Il s"agit donc d’une fonction dérivable sur [0, +ool, solution de E sur ]0,00].
R* — K
Onadonc CeKtelque f: Cx\/—_ﬂ Six>0
X — 2
f six=0
JE

. . X .,
Comme 2x0x f'(0)-3£(0) = v0, on a nécessairement £(0) =0 et donc pour fout x >0, f(x) = Cxy/x— —-Quin est
pas dérivable en 0 car x— xy/x = x3/2 I'est et x— /x ne |'est pas.
Un autre argument possible consiste & étudier le taux d’accroissement, pour x>0,
1

— oeGs
2V/X x—0+

f(x);f(O) _cvi-

ce qui contredit une nouvelle fois la dérivabilité en 0.

Bref, | (E) n"admet aucune solution sur [0, +ool. \
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Exercice 43 : Analyse - Suite récurrente et équation fonctionnelle
Soit xo € R. On définit la suite (u,,) par uy = x( et,

VneN, u,+1 =Arctan(uy).

1. (a) Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de x, le sens de
variation de (u;,).
(b) Montrer que (u;,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer 'ensemble des fonctions &, continues sur R, telles que : Vx e R, h(x) = h(Arctan x).

1. (a) Savoir représenter une telle suite récurrente sur un dessin!
Notons que, comme Arctan est définie sur R, la suite (u,) est bien définie sur R.

Posons g: x — Arctan x — x fonction dérivable sur R.
2

1 X
AlorsVnelN, upi)—un=glun) etvxeR, g:x— 5 —1=- 5 <0 nulle seulement en 0.
1+ x 1+x

Ainsi, g est strictement décroissante sur R et on remarque que g(0) =0.
Finalement, g est positive sur R~ et négative sur R*, nulle seulement en 0.
Remarquons enfin que vu la croissance de la fonction Arctan et le fait que Arctan0=0,

R~ et R" sont des intervalles stables par Arctan.

—— y=Arctan(x) 1 /
X —00 0 +00 53
up=-2
/ +00 up=1,7
Arctan(x) 0 0
—o0 -3 =) = 1 2 3
gx) + 0 -
-1
/
Alors

[ ] et par stabilité (et récurrence) de R~ par Arctan, Vrne N, u,eR™.
Comme g est positive sur R,

[ ] et par stabilité (et récurrence) de R* par Arctan, Vne N, u,eR™.
Comme g est négative sur R*,

Remarque : Si xo =0, la suite est en fait constamment nulle. Sinon, les monotonies sont méme strictes car
Arctan est sfrictement croissante.

Autre rédaction possible : commme la fonction Arctan est croissante, la suite (u;) est monotone. En effet,
en composant n fois par Arctan,

uy<up=VnelN, uy=Arctan” (1) < ups1 = Arctan” (1)

et
uy > ug =VnelN, up=Arctan” (ug) > u,,1 = Arctan” (u7).
Or u; — up = Arctan(xp) — xo = g(xo) et I'étude précédente de g permet de retrouver la conclusion.
(b) Dans le premier cas (uy) € RN est une suite croissante majorée par 0, dans le deuxiéme cas, (uy) € IRI}:I
est une suite décroissante minorée par 0.
Dans tous les cas, le théoreme de la limite monotone assure |'existence de sa limite ¢ € R.
Par continuité de la fonction Arctan, le passage & la limite dans la relation de récurrence assure que
¢ = Arctan ¢ soit g(¢) =0.
L'étude de la question précédente donne alors unique point fixe de la fonction Arctan.

2. Analyse Supposons h fonction continue sur R, telle que Vx e R, h(x) = h(Arctan x).
Soit xg € R. En utilisant la suite (1) de la question 1, on obtient par récurrence Vne N, h(xg) = h(uy).
Or u,; — 0 donc, par continuité, h(u,) — h(0) et, par unicité de la limite, h(xg) = h(0).
Comme cela est valable pour tout xg € R, on en déduit que h est une fonction constante sur R.
Synthése Réciproquement, toute fonction h constante est continue sur R et vérifie Vx e R, h(x) = h(Arctan x).

Conclusion | L'ensemble des h continues telles que h = hoArctan est I'ensemble des fonctions constantes.
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Exercice 44 : Analyse - Autour de I'adhérence
Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.
1. (a) Rappeler la caractérisation de I'adhérence d’un ensemble & I'aide des suites.
(b) Monirer que AcB= AcB.
. Montrer que AUB = AUB.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.
3. (a) Montrer que AnBc AnB.

(b) Montrer, a I'aide d’'un exemple, que I'autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra prendre
E=R).

N

1. (Q) ‘erc»El(xn)nelNeA]N, xn—>€.‘

Autrement dit, A est I'ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.
(b) ‘ Supposons Ac B.

B Avec des suites : Soit x € A. Alors x est limite d’une suite d’éléments de A qui est aussi une suite

d’éléments de B, donc x € B. Ainsi,

B On peut aussi revenir & la définition : si x € A, pour tout r >0 @ # B(a,r)nAc B(a,r)nB donc B(a,r)NB # &

donc x e B. Ainsi,

B On peut utiliser la caractérisation de I'adhérence comme étant le plus petit fermé contenant la
partie : comme B est un fermé contenant B donc A, il est plus grand au sens de l'inclusion que A

c’est-a-dire
2. Ona déjat Ac AuB et Bc AuB, donc, avec la question précédente, Ac AUB et Bc AUB donc AUBc AUB.
Puis
m Avecla caracté@on 1 A _uE est un fermé contenant Au B, donc le plus petit ensemble vérifiant cette
propriété vérifie AuB< AuB.
B Avec des suites : si xe AUB, on a une suite (x,) ,e € (AuB)N telle que xp, — x.

Soif les ensembles N4 = {n€ N, u, € A} et Ng ={ne N, u, € B} vérifient N4ulNp = IN. L'un d’enfre eux au
moins est donc infini.

On peut alors, avec un tel ensemble infini, construire une extractrice ¢ dont I'image est exactement cet
ensembile : {p(n),ne N} =IN4 ou {p(n),ne N} =INp.

| N N AUB
On obtient alors (xym) ey €A™ OU (Xpm) ey € BT Telle que x, — x, donc xe AuB.

Donc AuUB c AuB ef, finalement, | AUB=AUB.
3. (0) m Aveclb:AnBcAet AnBcBdonc AnBc Adonc AnBcBdonc|AnBc AnB.

B Avec la définition : si xe AnB, pour tout r >0, B(x,r)nAnB # @ donc B(x,r)NA# o et B(x,r)NnB# @

donc xe AnB etonabien| AnB<c AnB.

B Avec la caractérisation : AnB est un fermé contenant AnB car Ac Aet Bc B, donc| AnB<c AnB.
(b) Prenons E=R, A=[0,1[ et B=]1,2]. Alors AnNB=2 =@ C AnB ={1}.
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Exercice 45 : Analyse - Autour de I'adhérence

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit £ un R-espace vectoriel normé. On note | - || la norme sur E.
Soit A une partie non vide de E. On note A 'adhérence de A.
1. (a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
(b) Prouver que, si A est convexe, alors ‘A est convexe.

2. Onpose Vx€eE, dg(x) = inf | x—all.
acA

(a) Soit x € E. Prouver que d4(x) = 0= x€ A.
(b) On suppose que A est fermée et que V(x,y) € E2, V€ [0,1], da(tx+ (1 - 0y) < td4(x) + (1= Hda(y).
Prouver que A est convexe.

1. (Q) |x€4 = ) pen € AN, xp— 0.

Autrement dit, A est I'ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.
(b) Supposons A est convexe, et donnons-nous x,ye A et e [0,1].

On a donc (xp) yen € AN et (yp) e € AN telles que x, — x et y, — y.

Alors (xn + tyn) ney € AN par convexité de A et x, + ty, — x+ty donc x+tye A.

En résumé, | A est convexe.

2. (a) Soit x€ E tel que d4(x) =0.
B Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure : on a (x,) € AN telle que

[x—xpll — inf [x—all =da(x) =0,
acA

c’est-a-dire x, — x.
Par caractérisation séquentielle de I’adhérence,

B Par caractérisation de la borne inférieure : pour tfout r >0, on a€ A tel que lx—all < r (r n"est pas un
minorant de {|x—all, a€ A}), autrement dit ae AnB(a,r) # @ donc

(b) On suppose que A est fermée et que V(x,y) € E2, V€ [0,1], dg(tx+ 1 - 1) y) < tda(x) + (1 - D d ().
On ase donne x,ye A et te[0,1]. On veut montrer que x+ ry € A.
Comme x,ye A, da(x)=da(y) =0donCc 0<ds(tx+(1—0)y) <t-0+(1—1)-0doncC da(tx+(1—1)y) =0.
On en déduit avec la question précédente que tx+(1-1)ye€ A.
Or A est fermée donc A=A donc tx+(1-1t)ye A.

Finalement, on a bien montré que | A est convexe.
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Exercice 46 : Analyse - Etude d’une série semi-convergente

On considére la série ) cos (n\/ n®+n+ 1).
n>1
1. Prouver que, au voisinage de +co,
T T 1
71\/n2+n+1:n71+—+a—+@(—)
2 n n2
ol «a est un réel que I'on déterminera.

2. En déduire que ) cos(n\/ n?+n+ 1] converge.
n=1

3. ) cos (nv n?+n+ 1) converge-t-elle absolument ?
n>1

1. On utilise le développement limité fort en 0 en & I'ordre 2

| 1 %'(%—1)2 11
(1+x)§:1+§x+Tx +@(x3]:1+§x—§x2+@(x3)

Ona

D=

1 1
avVrl+n+l=nr|l+—+—

n2

1+1(1+1) 1+@(1)
2\n n? n? nd

8n n?

3 1
donc n\/n2+n+1=mt+g+—n+@(—).

2. On en déduit que
3 1 3
/2 j_ —
cos(n n“+n+1 cos(n7r+2+8 +@( )) (=1 cos(2+8n+@

2
== 1)”+1sm( )) n+1( +0 1 )
8n

gl

1
2 2

3
:(_1)n+1_”+@,
8n

Iy
n2

37 3 < &
OrY (-np"1— 3y, converge en vertu du théoréme spécial sur des séries alternées car (8 ) décroit ef tend vers
n

0, et un 6’( ) est un terme général de série absolument convergente donc convergente par comparaison

- " . 1
au terme général positif de série de Riemann convergente — car2>1.
n

L'ensemble des termes généraux de séries convergentes formant un espace vectoriel,

)" cos (n\/ n?+n+ 1) converge.

n=1

o 5 f A 3n 3n 1 B
3. D’apres la question précédente, )cos[m/ n2+n+ 1)‘ = ‘(—1)”“8— +0 = avec — terme gé-
n n n n

néral positif de série de Riemann divergente (série harmonique).

3
n

Par comparaison de séries & termes généraux positifs, | Y cos (n\/ n2+n+ 1) ne converge pas absolument.
n>1
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Exercice 47 : Analyse — Rayon de convergence et somme de séries entiéres

Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de convergence et calculer
la somme de la série entiére sur I'intervalle ouvert de convergence.

3nx2n
1.
n>1 0
app =4"
2. Y apx" avec .
azp+1 =5""

1. La série entiere étant lacunaire, on utilise le critére de d’Alembert général. Pour tout réel x, on pose

n.2n
Up(x) = . Pour x non nul,
Up+1(xX) _ 3nx? . ‘3x2‘
Up(x) n+1|n—+oo
n.2n

converge absolument ef si [3x?| > 1 ¢’est-a-dire si

i b A o 1
Donc, si [3x?| < 1 c’est-a-dire si |x| < — alors Y
\/§ n>1
n,2n

1
|x| > — alors
V3 )3

1
diverge. On en déduit que R= —.
n>1 \/5

1 1 +00 3l’lx21’l +00 3x2 n
——,—[,S(x): >y -y 87
V3 V3 n=1 T n=1 N
+00 (N

Or, d’aprés les développements en séries entiéres usuels, on a Vre]-1,1[, Y — =-In(1-1).
n=1 1

On pose Vx e

Ainsi| Vx e . S(x) = —In(1-3x?).

1 1
V3’ V3
2. Posonsles suites (by) ef (c,) telles que by = azp Sin=2p et 0sinon, et ¢, = azpy1 Si n=2p+1 et 0sinon. Alors les séries

entieres Y b,x" et Y cpx™ ont méme rayon de convergence que Y az,x*" et Y azpi1x2"H! respectivement.
Or

n , , , , 1
B ) 4= Z(4x2) converge si ef seulement si [4x?| < 1 si et seulement si x| < 5 i sonrayon de conver-

1
gence esf Ry = .
n , . . . 1
m ) 5ntlgZntl o Z[sz] converge si ef seulement si |5x?| < 1 si et seulement si |x| < 7 : son rayon de
1
convergence est Ry = —.
V5

Finalement, " a,x™ est la somme des séries entiéres ) b,x" et ) c,x" qui ont des rayons de convergence

. 1
R # Ry donc celuide Y a,x™ vaut| R=min(R;,Ry) = —.

V5

Autre argument possible avec la sommabilité : les séries Zag,,xzn et Zagn+1x2”“ convergent absolument
toutes les deux si et seulement si c’est le cas de Zanx" : c’est un résultat de sommabilité (théoreme de

1
V5
Autre argument possible sans la sommabilité : az, x*™ — 0 et azp41x2"+1 — 0 si et seulement si a, x™ — 0.

D’aprés ce qui précede, on en déduit également que (sommation par paquet ou passage par les sommes
partielles ou en utilisant une sommme de séries entieres)

sommation par paquets avec IN = 2INu 2IN + 1)). On en déduit que R = min(Ry, Ry) =

1 1 +00 +o00 2 n +00 9 n 1 5x
Vxe ——,—[, S(x) |= anx" = (4x) +5x (Sx) S| =—m =5
V5 V5 n;o " n;, ,,go 1-4x2 " 1-5x2
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Exercice 48 : Analyse - Orthogonal de R[X] pour la norme N;
%9 ([0,1],R) désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R.

1
Soit f € 6°((0,1],R) telle que VnelN,f t"f(r)dt=0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
2. Soit (P;;) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0,1] vers f.
(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0,1] vers f2.

1
f 2 de.
0

1
(b) Démontrer que f Pp(0) f(r)dt
0

n—+oo
1

(c) Calculerf Py (1) f(pdt.
0

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0,1].

1. Toute fonction f continue sur un segment [a, b] et & valeurs réelles ou complexes est limife uniforme sur ce
segment d’une suite de fonctions polynomiales.

2. On pose, pour fe€°([0,1],R), fonction continue sur un segment donc bormée, No (f) = sup If(D)I.
te(0,1]

(a) fetp,-fétant continues sur le segment [0,1] donc bornées,
Veelo1], (Pn(r)fm—fz(n):|f(t)|-|Pn(t)—f(t)| < oo 1Pn = £l oo -
On en déduit que
Noo (Pnf = 2) < Noo (£) Neo (Pn - f) M
Or (P,) converge uniformément vers f sur [0,1] doNC Nuo (Py— f) ——— 0.

n—+oo

0.

Donc, d'aprés (1), Neo (Pnf - f?)

n—+oo

Donc‘ (P,.f) converge uniformément sur [0,1] vers f2. ‘

(b) On utilise le théoreme d’intégration d’une limite uniforme de fonctions continues sur un segment :

H1 vneNN, P, f est continue sur [0,1].
H2 D’aprés la question précédente, (P, f) converge uniformément sur le segment [0,1] vers £2.

1
f 20 dt.
0

1
Donc f P () f(ndt
0

n—+oo

1
(c) P Hf P f(ndt et P— 0 sont linéaires et coincident sur la base canonique de R[X] donc elles sont
0

1
égales. Ainsi, f Pu(0)f(ndr=0.
0

1
3. D’apres les questions 2.(b) et 2.(c), on a f f2(1) dr=0. Or f2 est positive et continue sur [0,1], donc f2 est nulle
0

sur [0,1] et donc ’ f est nulle sur [0,1]. ‘
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Exercice 49 : Analyse — Théoréme d’intégration terme & terme

+00
Soit ) " a, une série absolument convergente & termes complexes. On pose M= )" |ayl.
n=0
an tn —t
On pose VrnelN, Vte[0,+o00[, fn(t)= —e "
n:

1. (a) Justifier que la suite (a,) est bornée.
(b) Justifier que la série de fonctions )  f,, converge simplement sur [0, +ool.

+00
On admettra, pour la suite de I'exercice, que f: r1— Y f,(1) est continue sur [0, +ool.
n=0
+00
2. (a) Justifier que, pour tout n €N, la fonction g, : t — t"e~! est intégrable sur [0, +oo[ et calculer f gn(n)dt.
0

+0o
En déduire la convergence et la valeur de f |fn (0] dt.
0

+0o0o

+oo an n ¢ +00
(b) Prouver quef Y ——ef|dr= ) an.
0 n! n=0

n=0

n

X
1. Rappelons que, YxeR, Y ] converge vers e®,

(@) Y a, converge absolument, donc converge simplement; donc la suite (a,) converge vers 0 et donc
\ elle est bornée. \

+00
Autre méthode : On remarque que Yne N |a,|< M=) |ap|.
p=0

n n
(b) Soitt€(0,+00l.OnaVnreNN, |fn(0)] < M%. Orlasérie ) % converge, donc Y_ f,(#) converge absolument,
donc converge. ' '

On a donc vérifié la ‘ convergence simple de )_ f;, sur [0, +oo[. ‘

2. (0) Soit neN. g, est continue sur [0, +ool et 2 gy ()

. 1
0, donc, au voisinage de +oo, gn (1) = 0(—).
t—+o00 t2

Ort— t—lz est intégrable sur [1, +oo[, donc g, est intégrable sur [1,+oo[ donc sur [0, +ool.

+o00o
On pose alors Vne NN, I, =f gn(n)dt.
0

En effectuant une intégration par parties, on prouve que I, = nl,,—;. On en déduit par récurrence que

+00
Iy =nlly=nl. Alors’ r— |fn(t)| est intégrable sur [0, +ool ‘ car |fn(t)| = %gn(t) etona f |fn(t)|dt: lan|.
! 0

(b) On utilise le théoréme d’intégration terme & terme pour les séries de fonctions.

+00
H1 Y f, converge simplement sur [0, +oo[ et a pour somme f= ) f, d'aprés 1.(b) dont on a admis la
n=0
continuité sur [0, +ool.

H2 vreN, f, estintégrable sur [0,+oco[ d’aprés la question 2.(a)
+
H3 Ny (fn) :fo

Alors f estintégrable sur [0,+oo[ et on a

400 [ +00 an tn +00 400 an tl’l +00 an +00 +00 an +00
f Y ——e'|dr|= Zf ——efdr=) — t"e”tdr= Y —tnl=| Y an.
0 n=0 n=070 7 n=0 = Jo n=0 - n=0

(o0}
|fn (0| dt = lan| ferme général de série convergente par hypothése.
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Exercice 50 : Analyse - Etude d’une intégrale & parameétre
. . +00 g=21
On considere la fonction F: x— f —dt.
0 X+t
1. Prouver que F est définie et continue sur ]0; +ool.
2. Prouver que x— xF(x) admet une limite en +co et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oco, de F(x).

10; +oo[x[0;+00] — R
1. Notons f: e—21
(x, 1) —

x+t
On utilise le théoreme de continuité des intégrales & parametres :
-2t

H1 Vi€ [0;+00(, x— f(x,1) = % est continue sur ]0; +ool.

H2 Vx€]0;+ool, t— f(x, ) €st continue par morceaux sur [0; +ool.

H3 Domination sur tout segment Soit [a, b] un segment de ]0; +ool. Vx € [a, b, Yt € [0; +o0],

1
|Fee 0| < ;e‘”zq)m

avec ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur [0; +oo[ car 2> 0.

+00 =21
On en déduit que| F: fo %dt est définie et continue sur 10; +ool.
0

+oo i
2. Yx€]0;+o0[, xF(x) = —~_e72!ds. Posons Vx € 10; +ool, V1 € [0;+00, hy(f) = =X e 21,
b o X+T

On utilise I’'extension du théoréme de convergence dominée appliquée & (hy) xejo;+oof

H1 Vre[0;+00l, hy(t) e 2l = p(p).

X—+00
H2 Toutes les fonctions hy et la fonction h sont continues par morceaux sur [0; +ool.

H3 Domination globale Vx € ]0; +ool, V1 € [0;+00l, |hy(£)| < e72! = k(1) et h est continue par morceaux, positive

et intégrable sur [0; +ool.

+00 +00o +00 2 1
Doncf hy()dt f g(t)dt:f e ldr=-.
0 0 0 2

X—+00

Conclusion : | xF(x) —.
x—+o00 2

3. Etdonc|F(x) ~ S

X—+00 2x'

Auifre méthode (mais qui n’est pas attendue ici) : le changement de variable u = x + t donne F(x) = e?* f

ce qui redonne existence et confinuité.
e 2u+1

) C e -
Puis, la dérivée de u— valant u— -——¢ 2u, on « remarque » que
u

—2u

e 2u+1 _
e 2u

u u—+oo 2y?

’

donc par intégration des équivalents de fonctions positives dans le cas de convergence,

— +00
e 2u 1

2x

T2 +1 _
F(x) ~e2x[ S Ce2Uuqy = e
X

2u? 2u

+00 g—2U

du

X u

Ou dalors on effectue une intégration par parties et on utilise un théoreme d’intégration de o dans le cas de

convergence.
Dot en particulier xF(x)

1
xX—+oo 2 '
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Exercice 51 : Analyse - DSE d’Arcsin et calcul d’une somme de série

!
1. Montrer que la série )" ( @2n)!

——F—F  converge.
n)22412n+1) g

On se propose de calculer la somme de cette série.

2. Donner le développement en série entiére en 0 de ¢ —

1 L .
en précisant le rayon de convergence.
V-t
Remarque : dans I'expression du développement, on utilisera la notation factorielle.
3. En déduire le développement en série entiére en 0 de x— Arcsin x ainsi que son rayon de convergence.

A oo 2n)!
4. En déduire lavaleurde ) —————.
=0 (nh224n2n+1)

1. Onpose YnelN Ci
o n , Up= ——————————
T 2241 2n + 1)
Upns1 _ 2n+2)2n+1)@n+1)  @2n+1)? 1
un  (m+1)2242n+3)  8(n+1)(2n+3) +oo 4
oo 1 Ot 5 ,
Ainsi, 2L T 1. Donc, d'aprés la regle de d Alember’r,’ )" u, converge.
Un —+00

2. D'apres le cours, Ya e R, u— (1+u)® est développable en série entieére en 0 et le rayon de convergence R de
son développement en série entiére vaut 1 si a ¢ IN. De plus,

+00 _ _
Vuel-L1 (+w%=1+ Y al@-1)..(a—n+1) .

n=1 n!
En particulier, pour a = —% etu=-t,R=1etVvre]-1,1|,
1 0 (-1)(-3)--(-2n-1) -
=1+ —1)".
Vi—t ,;1 2"n! =0

En multipliant numérateur et dénominateur par 2-4---2n =2"n!, on obtient

Vi -L1l =14 3 2,
U VI-t = @2

1> et
VI—t ;=0 @"n)?

3. D’aprés la question précédente, en remarquant que xe] -1,1[ < t=x2€[0,1[ et [0,1[c] - 1,1[, il vient

n

Conclusion:|R=1et Vre]-1,1[, n

1 oo 2n)!
Vxel—1,1], = ( )zxz’1
1-x2 n=0@"n)

avec un rayon de convergence R=1.
1

V1-x2 I

D’aprés le cours sur les séries entieres, on peut intégrer terme a ferme le développement en série entiere de

Or Arcsin est dérivable sur]-1,1[ avec Arcsin’ : x —

1 . .
X —— et le rayon de convergence est conservé. On obtient
Il =88

Vxe]-1,1[, Arcsinx =Arcsin0+ Y ———————x*"*
—— Sy "nh2@2n+1)

avec un ‘ rayon de convergence R=1. ‘

4. Prenons x = % €]-1,1[ dans le développement précédent. On en déduit que

T _ arcsi ( 1) Jio 2n)! 1
— =Arcsin = | = .
6 2] =22 (mh2@2n+1) 22n+l
200 2n)! T
Donc| ) 27D ==

o224 2n+1) 3
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Exercice 52 : Analyse - Dérivées partielles et classe ¢! d’une fonction de deux variables
Soit @ € R. On considére I'application définie sur R? par

y4

fy) =1 x2+y2-xy
a si (x,y) =(0,0).

si (x,y) #(0,0)

1
1. Prouver que V(x,y) € R?, x* + y? —xy > > (x2 +y?).

N

(a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur R?.

3. Dans cette question, on suppose que a =0.

- - 0 0
(a) Justifier 'existence de % et % sur R2\{(0,0)} et les calculer.

f f

(b) Justifier 'existence de g—x(o,O) et g—y(o,O) et donner leur valeur.

(c) f est-elle de classe ¢! sur R2?

1. Linégalité & démontrer est équivalente & (x—y)* >0, ce qui est bien vrai.

2. (@) En particulier, si (x,y) # (0,0), x> + y*> — xy >0 donc ‘ f est bien définie sur R2.

(b) f est continue sur R?\{(0,0)} par opération. Pour que f soit continue en (0,0), il faut que a soit la limite de
£ en (0,0).
4 2, .2
22y > < 2x2+y2 = 2y% donc
xXe+y xXe+y

Or, avec I'inégalité de la question 1, si (x,y) # (0,0), 0 < f(x,y) <
pour que f soit continue sur R2.
4

Remarque : on aurait aussi pu utiliser les coordonnées polaires pour calculer la limite de % (< 2r2).
X<+ N4

3. (a) Les dérivées partielles % et % existent sur R2\ {(0,0)} par opérations.

) ———
oy (x,y)—(0,0)

(G 3 (2y? - 3xy +4x?
On trouve aprés calcul, pour (x,y) # (0,0), g(x,y) = sz)z e g(x,y) Sy (2"~ 3xy zx )
0x (x2+y2—xy) oy (x2+y2—xy)

=+

(b) m Lopplication partielle fx:x— f(x,0) vaut 0 que x soit nul ou non, donc fy:x— 0.

of . of
Donc f1(0) = = (0,0) existe et vaut | ==(0,0) = 0.
fx(0) 0x( ) ax( )
B Lapplication partielle fy: y — f(0,y) vaut y? lorsque y #0 et 0 sinon, donc fy:y— ¥
of ) of
Donc f/0) = =(0, te et t| = (0,0)=0.
onc f;(0) 3y (0,0) existe et vau % 0,0)=0
(c) Par opérations, f est-elle de classe €' sur R2\ {(0,0)}.
. 0 0 0 ]
Analysons la continuité de —f et —f en (0,0) : on A vu que —f(0,0) = —f(o, 0)=0.
0x oy 0x oy
On calcule, pour (x,y) # (0,0), avec la question 1,
af ayt|y-2x| _ 4y*(x?+y?)|y -2« 2
— )< < =4 -2
'ax (x y)‘ x2+y2 x2+y2 ¥ ly-2x] (x,)—(0,0)
af 4y3|2y? —3xy+4x?| _ 4y(x?+y?)[2y% - 3xy +4x?] 5 5
= ) g g =4y|2 -3 +4
'ay = y)’ x2+y2 x2+y2 y‘ yomoxywax (x,5)—(0,0)
of of of of
donc —(x,y) ———— 0= —(0,0) et —(x,y) ————— 0=—=(0,0).
0x b0 (x,)—(0,0) 6x( . oy 50 (x,)—(0,0) 6y( )

of

Donc —
0x

et % sont continues en (0,0).

Finalement, ‘ f est de classe ¢! sur R2. ‘

Remarque : on aurait aussi pu utiliser les coordonnées polaires pour calculer les limites de
4y4|y—2x| 7‘4y3|2y2—3xy+4xz|
2

(<12r%) e (<36r3).

¥ +y x? +y?

Banque CCINP — MP — MPI — 2026 - page 53 sur 115 RETOURNER EN PAGE |



Y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

Exercice 53 : Analyse - Etude d’une série de fonctions
On considére, pour tout entier naturel » non nul, la fonction f,, définie sur R par f;,(x) = ﬁ.
n=x
1. (a) Prouver que ) f, converge simplement sur R.
n=1

+00
Onposealors Vxe R, f(x)= ) fu(x).
n=1

(b) Soit (a,b) e R? avec 0<a<b. ). f, converge-t-elle normalement sur [a, b] ? sur [a, +oo[ ?
n>1
(c) > fa converge-t-elle normalement sur [0, +oco[?
n>1
2. Prouver que f est continue sur R*.
3. Déterminer la limite lorsque x — +oco de f(x).

1. (@) OnavneN*, f,(0)=0donc . f,(0) converge.
. | x| 1
Six#0,0< NS ———=——+
# | fn (0] g R s
avec 4 > 1) donc par comparaison de séries & fermes généraux positifs, Y f,(x) converge absolument
donc converge.

qui est un terme général positif de série convergente (série de Riemann

On a bien montré que | ) f, converge simplement sur R.
n=1

(b) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Pour tout x € [a, +oo[, x #0, donc comme dans la premiére question,

W1 1 .
| fn(0)] < g Ry g <~ quine dépend pas de x.

Donc f, est bornée sur [a, +ool &t Nog,(4,+00((fn) < —5—; Qui est un foujours un terme général de série
a’n
convergente comme dans la question précédente.

On a donc bien convergence normale sur [a, +ool, et a fortiori sur [a,b] < [a, +oo[ de Y f.
n>=1

(AVeC Ny 14,b] (fn) < Noo,[a,+00 (fn)-)

(c) Onmontre que| Y  f, ne converge pas normalement sur [0, +ool.
n>1

m |l suffit pour cela de frouver une suite (xp),eN € [0, +0o[N telle que )" fulxn) Ne converge pas
absolument. En effet, comme |, (x1)| < Noo,[0,+00[(fn) daNs [0,+00], on aura alors divergence de

Y Neo, [0, +001 (f)-
Comme le probléme se situe au voisinage de 0, il est naturel de chercher une suite tendant vers 0.
1 1 . L A n
Posons Vne IN*, x,=—.AlorsVneIN*, f,(x,) = T qui est un terme général de série divergente
n

n
(série harmonique) et donc, a fortiori, non absolument convergente.
B On peut aussi conclure en calculant exactement Ny, (0,400 (fiz) €F ©n Vérifiant qu’il s’agit d’un terme
général de série divergente. On a f;,, dérivable sur [0, +ool,

(1+ntx) —x-4n*x®  1-3n%x*  (1+V3r2x?)(1-V3r?x%) (1+v3nr?x?)(1+V3nx)(1- V3nx)

flix— = = -
" (l+n4x4)2 (1+n4x4]2 (1+n4x4)2 (1+n4x4]2
1 1
Donc f,, est positive, croissante sur 0,—] et décroissante sur [—,+oo . Donc
I V3n V3n
1 3]
N = —_— =
oo,[0,+oo[(fn) fn(%n) 4%’1

qui est un ferme général de série divergente (série harmonique).
2. On utilise le théoréme de continuité des séries de fonctions.
Comme les f,, et donc f sont impaires, il suffit de travailler sur R, Or
H1 vnelN*, f,e€’(R}).
H2 Y f, converge uniformément sur tout [a, +oo[ pour a >0 donc au voisinage de tout point de R .
Donc f est continue sur fout [a, +oo[ pour a >0, donc sur R},

Par imparité, ‘ f est continue sur R. ‘

3. On ufilise le théoréme de limite des séries de fonctions.
H1 vnelN*, f,(x) 0 car pour x>0, f,(x)

X—+00 x—»~+oo nax3’
H2 ) f, converge uniformément sur fout [1,+oco[ donc au voisinage de tout point de +co.
+00
Donc | f(0) —— n;o =0.
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Exercice 54 : Analyse - Norme et continuité d’une forme linéaire
Soit F ’ensemble des suites & valeurs réelles qui convergent vers 0.
1. Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites & valeurs réelles.

2. Onpose YV u = (up) e € E, llull = sup |upl.
nelN

(a) Prouver que ||-|| est une norme sur E.

(b) Prouver que Y u = (un)pen €E, Y converge.

Un
2n+1
+00
(c) Onpose Vu=(up)penw €E, f)= Y.

0

n=

Up
on+l’

Prouver que f est continue sur E.

1. m Eestune partie de RN,
B E estnon vide (par exemple la suite nulle est une suite réelle tendant vers 0),

B par propriété de la limite de suite, une combinaison linéaire de suites réelles tendant vers 0 est une suite
tendant vers 0.

Par caractérisation, ‘ E un sous-espace vectoriel de |'espace vectoriel des suites & valeurs réelles.

2. (a) Bonne définition Une suite réelle tendant vers 0 étant bornée, |lull est bien définie pour u € E, & valeurs
réelles (et positives, ce qui est aussi une conségquence de ce qui suit).

Séparation Soit ue &. Si |lull =0, alors pour tout ne N, |uy,| =0 = u; donc u=(0),cN = 0F.
Homogénéité Si ue E et Ae R, comme [A] >0,

[Aull = sup (IAllunl) = (Al sup lupl = 1Al lull.

nelN nelN
Inégalité triangulaire Siu,ve& et ne NN,
lun + vnl <lunl+lvpl < lull + v qui ne dépend pas de n

donc flu+vl < llul+lvl.

on+l 2
métrique convergente car > €]—1,1[. Par comparaison de séries d termes positifs,

n n
(b) Soit u = (un) yei € E. Alors, comme uy, — 0, i o((l) ) avec (%) terme général positif de série géo-

u . n il
Y 2"% est absolument convergente en dimension finie, donc converge.

(¢) Onremargue que f est une forme linéaire de E car pour tout u,ve Eet A e R, f(u+Av) = f(u) + Af(v) par
linéarité de I'évaluation, et f est & valeurs réelles.

Comme E est de dimension infinie, sa linéarité n’est pas automatique : il faut trouver une constante
ceR} telle que YueE, |f(w|<clull.

Or, si ue E, par inégalité triangulaire et définition de |||,

<+Oo |un| o +00 1 _1 1 3
Fe] < 3 oty <| X e |l = 5 x g Nl =

ce qui confirme‘ la continuité de la forme linéaire f. ‘
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Exercice 55 : Analyse - Suites vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2
Soit 2 un nombre complexe. On note E ’ensemble des suites & valeurs complexes telles que

VneNN, upi2 =2aup+1 +4Gia—Duy

avec (ug, u;) € C2.

1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs complexes.
(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.
2. Dans cette question, on considére la suite de E définie par uy=1 et u; =1.
Exprimer, pour tout entier naturel r, le nombre complexe u;, en fonction de n.
Indication : discuter suivant les valeurs de a.

1. (a) m On peut utiliser la caractérisation des sous-espaces vectoriels :

+ E est une partie de I'espace vectoriel CN.
% En‘est pas vide car il contfient la suite nulle.
% E est stable par combinaison linéaire : si u,v e E et 1€ C, on vérifie que pour tout ne N,

(u+A0), 0 = tnpo + AVpiz =2a(u+Av), +4Ga-1)(u+Av),
par linéarité de |I'équation de récurrence.

m  On peut aussi plus élégamment remarquer que

(R
E=Xerf ou f:
u  —  (ups2-2aup —4Ga-Dup),en

c’est-a-dire f = g2 -2ag—4(ia- Didgw linéaire car g: u— (up+1) ey ©Ndomorphisme de N par linéa-
rité de I’évaluation.

On obtient bien que | E est un sous-espace vectoriel de CN, ‘
(b) On considére I'application

E — ¢?
([
u —  (ug, 1)

Elle est linéaire (toujours par linéarité de I'évaluation), bijective car la connaissance du couple (ug, u;)
de complexes détermine entierement et uniquement la suite, vu la relation de récurrence qui définit E.

Il s"agit donc d’un isomorphisme, ce qui justifie que \ dimE =dimC? = 2. \
2. L'éqguation caractéristique associée a la récurrence est

0=r2—2ar-4Ga-1)= (r—a)z—(a2+4ia—4) =(r—a)? - (a+2D)?% = (r—2(a+1)(r +2i).

Soit 2(a +i) # -2iie a # -2i et I’équation possede deux racines distinctes 2(a+i) et —2i. On a alors A,B € C tel
que

’ vneN, u,=A-(2(a+1))"+B-(-2i)".

up=1= A + B (L1)
Les conditions initiales donnent
up=1= 2a+i)A - 2iB (Lp)
Les opérations 2Dt L2 o 2@t DI = T2) ooy jsent | A= 2t L gt p= 24D
2(a+2i) 2(a+2i) 2(a+2i) 2(a+2i)

Soit 2(a+i) = -2iie a=-2i etl’équation posséde une racine double -2i. On a alors A, B € C tel que

\ VneNN, uy=(A+nB)(=2i)"

" I up=1= A (L)
Les conditions initiales donnent

u=1l= -2iA - 2iB ()

Ce quiconduita| A=1 e’rB:%—l.
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Exercice 56 : Analyse — Exiremums d’une fonction de deux variables
Soit f la fonction définie sur R? par V(x,y) € R?, f(x,y) = 2x3 +6xy—3y% + 2.
1. f admet-elle des extrema locaux sur R? ? Si oui, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R?? Justifier.
3. On pose K =[0,1] x [0,1]. Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K puis le déterminer.

1. Comme f est de classe ¢! car polynomiale, et comme R? est ouvert, si elle admet un extremum local, c’est
en un point critique.

0 0
Or on calcule, pour (x,y) € R?, %(x,y) =6x%+6y et a—;c(x,y) =6x—6y.

Les points critiques de f sont les couples (x, y) € R? tels que x = y et 6x2 +6x =0, il s"agit donc des couples (0,0)

et (-1,-1).
Comme f est méme de classe €2, on peut calculer la hessienne en ces points.
Or, pour (x,y) € R? azf(x )=12x il (x,y)=6et aZf(x )=—6

lp ry ’ axz ry - 'dxay ry - ayz vy - '

0 6
B Hy0,0= ( ) a un déterminant strictement négatif, donc (0,0) est un point selle.
6 -6

= 6
B He(-1,-1)= ( ) a un déterminant strictement positif, donc
6

-6

‘ f présente un extremum local en (-1,-1). ‘

Comme, de plus, sa trace est strictement négative, Sp (Hf(—l,—l)) cR! et

‘ il s’agit d’un maximum local, valant f(-1,-1) =3. ‘

De plus, | f n"admet ni minimum local, ni maximum local autre que celui en (-1,-1). ‘

2. Comme f(x,0) =2x% +2 a des limites +oo lorsque x — +oo, | f Ne peut admettre d’extremum globall.

3. K=1[0,1] x [0,1] est un compact de R? en tant que produit cartésien de deux compacts, ou bien encore de
fermé borné en dimension finie.

Comme f est continue sur K, le théoreme des bornes atteintes assure I’existence d’un maximum global de
f sur K.

S'il est atteint en un point de I'ouvert K, ¢’est en un point critique. Or K =]0,1[? donc {(0,0), (-1,-)} nK = 2.
C’est donc sur le bord 0K de K qu’il est atteint.

0K3

Découpons ce bord K en quatre morceaux :

B 0Ky =10,1] x {0} B 0K3=1[0,1]x {1} ks K- |9k

B 0K ={1}x[0,1] B 0Kq={0}x[0,1] R o

Le bord 9Kk; se paramétre en x e [0,1] et y=0. Or, g1 : x — f(x,0) = 2x% + 2 est strictement croissante sur [0,1] et
atfteint un maximum en x =1 valant f(1,0) = 4.

Le bord 9K, se paramétre en x=1et ye[0,11. Or, go:y— f(1,y) =4+6y-3y*>=7-3(y~ 1]2 atteint un maximum
en y=1valant f(1,1) =7. On aurait aussi pu faire I’étude de la fonction g,.

Le bord 0Kz se paramétre en x € [0,1] et y = 1. Or, g3 : x — f(x,1) = 2x3 +6x -1 est dérivable sur [0,1] et
g ix— 6x%+6>0, donc gz est strictement croissante sur [0,1] et atteint un maximum en 1 valant £(1,1) =7.

Le bord 0K, se paramétre en x=0 et ye[0,1]. Or, g4 : y— f(0,y) = 2—3y? est strictement décroissante sur [0,1] et
atteint un maximum en 0 valant f(0,0) = 2.

Finalement, | le maximum global de f sur K vaut 7 | (et il atteint un un point unique : (1,1)).

[On obtient aussi le minimum global de f sur K valant 2, atteint en un point unique : (0,0).]
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Exercice 57 : Analyse - Différentiabilité et classe <! d’une fonction de deux variables
1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0,0).
(b) Donner la définition de « f différentiable en (0,0) ».

2. On considére I'application définie sur R? par
B
XYV yz
fl,y) = xe+y
0 si(x,y) =(0,0)

si(x,y) # (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe ¢! sur R2.

1. (@) [Ve>0, 3n>0, VY (x,y) eR? ||(x,y)||gn:|f(x,y)—f(0,0)|<s‘pourn’imporfequelle norme ||| sur R2.

(b) f différentiable en (0,0) si et seulement si

il existe £ e £ (R?,R) telle que f(h,k) = £(0,0)+£((h, k) + - (I B]).
2. On considére I'application définie sur R2 par
22
xy—— Si(x,y) #(0,0)
fap={ T2y Y
0 si(x,y) = (0,0)
() f est continue sur R2\ {(0,0)} par opérations.
. x%+y?

= < = - .
Puis, si (x,) # (0,0), | f(x,») - f(0,0)| < | xy] ) |xy| =00 0 donc f(x,y) — f(0,0)

Donc | f est continue sur R2, ‘

(b) f estde classe ¢! sur R?\{(0,0)} par opérations.
Pour obtenir la classe ¢! en (0,0), il faut montrer que les dérivées partielles existent et sont continues en

(0,0).
2
Remarquons que, si (x,y) # (0,0), f(x,y) = xy(l = %) Alors
X+ y
Of wnoyfio2 ), 4%y yY) raxty?
dx Y=y x2+y2 (x2+y2)2 - (x2+y2)2 .

of

—(0,0) existe et vaut
0x

Par ailleurs, I'application partielle fy: x— f(x,0) =0 que x soit nul ou non, donc
fL0) = 0. Enfin,

of of
=% = =5 <
ox (x,y) ox (0,0)' <

A6 +2) 2+ )+ 422l A2 42T 40242
(x2+ y2)2 = (x2+ y2)2 (x,)—(0,0)

of

— est continue en (0,0).
0x

Donc

On aurait aussi pu utiliser les coordonnées polaires ’a—f (rcos0,rsin0)| <5r
X

of

Par antisymétrie f(y,x) =-f(x,y), on a aussi que 3y existe et est continue en (0,0).

—_— 0
(x,y)—(0,0)

Finalement, | f est de classe ¢! sur R2.

Remarque : cefte fonction due & Péano est célebre pour éfre un confre-exemple du théoreme de
02 2
/ 0,0) = - o°f
0x0y 0yox
signe se voit par I’antisymétrie), ce qui permet de conclure que f n’est pas de classe €% en (0,0).

Schwarz : on vérifie que les dérivées partielles d’ordre 2 existent bien et que 0,0)#0 (le
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Exercice 58 : Analyse - Différentielle d’'une application bilinéaire

1. Soit E et F deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit a € E et soit f: E— F une application.
Donner la définition de « f différentiable en a ».

2. Soit ne IN*. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit e = (e, ey,...,e,) Une base de E.

n
On pose Yx€E, [|x]oo = nax |x;l, oux=) xje;etV(x,y) e ExE, ||(x,] =max(lxlloo, | ¥lloo)-

SIsn i=1
On admet que |||« est une norme sur E et que |.|| est une norme sur E x E.
Soit B: E x E— R une forme bilinéaire sur E.

(a) Prouver que
3CeR", Y(x,y) € ExE, |B(x, )| < Clixllooll¥llco-

(b) Montrer que B est différentiable sur E x F et déterminer sa différentielle en tout (v, vg) € Ex E.

1. f différentiable en a si et seulement si

il existe ¢, € £ (E,F) telle que f(a+h) = f(a)+4(h) + 0 (I=]).
—VE

2. (a) Une premiéere solution consiste a affirmer que B est bilinéaire sur E de dimension finie donc est automa-
tfiquement continue (pour n‘importe quelle norme), ce qui se traduit d’aprés le cours par |'existence
d’une constante Ce R* tel que

¥ (x5,y) € B2, |B(x,y)| < Cllxloo [Vl oo-

Si on veut redémontrer ce résultat du cours et préciser C, on décompose dans la base e les vecteurs

n n
x=) xje; et y=> ye; et on a alors par bilinéarité

i=1 i=1
n on n
1Bl = |3 3 xiyjB(enes)| < X |xi||yj|s(e,-,ej)<( Y )B(ei,ej]))||x||m||y||oo
i=1j=1 i=lj=1 1<i,j<n
donc|C= ‘B(ei,ej]‘ convient.
1<i,j<n

(b) On calcule

B(ug + h, vy + k) = B(ug, vg) + B(h, vg) + B(ug, k) + B(h, k)

avec ¢: (h, k) — B(h, vg) + B(uyg, k) linéaire sur E par bilinéarité de B. En effet,
¢((h )+ A(W,K')) = B+ AW, vo) + B (o, k+AK') = B(h, vo) + AB(H', vo) + B(ut, k) + AB o, k') = ¢((h, k)| + 2¢((, ¥'))

|l reste & montrer que B(h, k) = 0 (1A, )1
(h,k)—(0g,0F)

C’est une conséquence de la question précédente
IB(h, k) < C|| (B, B)||* = ||th, ) || (|| (h, k)
N————r
—0

donc
|B(h, k)|

[(h R (hi—0

Finalement, | B est différentiable en (ug, vg) et d B(ug, vg) : (h, k) — B(h, vy) + B(ug, k).
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m ALGEBRE : EXERCICES 59 A 94

Exercice 59 : Algébre

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Soit E 'espace vectoriel des polynémes a coefficients dans K (KK = R ou K = C) de degré inférieur ou égal a n.
Onpose VPeE, f(P)=P-P'.

1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres :

(a) sans utiliser de matrice de f,
(b) en utilisant une matrice de f.

2. Soit Q € E. Trouver P tel que f (P) = Q.
Indication : si P € E, quel est le polynéme p"+1) 2

3. f est-il diagonalisable ?

1. (0) f=idg-D ouU D: P~ P’ est linéaire car D I'est et si P e E=K,[X], deg(f(P)) < max(degP, degP") < n donc
feZLE).
Comme E est de dimension finie, il suffit de démontrer que f est injectif.
OrPeKerf < P=P'. Comme
degP' = {degP—l Si degP >1
-0 sinon

onadonc PeKerf < degP=-oco < P=0g.

Donc f estinjective, donc | f est bijectif | car E est de dimension finie.

(b) Calculons la matrice de f dans la base canonique % = (1,X,...,X") de E. On a f(1) =1 et pour tout
ke[1,n], f[Xk] =—kx*14+ x* . Donc

I =1 Q:eevveveeneens 0
M =Matg(f) =
' 0

0) 1 -(n-1)
1

est une matrice tfriangulaire supérieure sans coefficient nul sur la diagonale : elle est inversible et

f est bijectif.

2. Soit Qe E. Pour Pe E et ke N, on a (f(P))F) = pk) _ p(k+D),

n
Comme P+D =0, Y () * = @ - p(*D = p par télescopage.
k=0

n
Ainsi, I'unique antécédent de Q par f est| P= Y Q¥
k=0

3. Vula matrice de f calculée précédemment, Sp(f) = {1}.
Si f était diagonalisable, elle serait représentée par la matrice identité, ce qui contredit le fait que f #idg.

Autre argument possible, si f était diagonalisable, on aurait dim E; (f) = dimEy (M) = n—-1g(M — I,;) = 0 ce quii
contredit le fait que rg(M -1,) = n—-1 (OU que M - I, n"est pas inversible, plus simplement, car sa premiere
colonne est nulle).

Ainsi, | f n“est pas diagonalisable. ‘
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Exercice 60 : Algébre

1 2
Soit la matrice A= ( ) et f 'endomorphisme de ./, (R) défini par f (M) = AM.
2 4

1. Déterminer une base de Ker f.
2. f est-il surjectif?

3. Déterminer une base de Im f.
4. A-t-on /> (R)=KerfoImf?

x+2z=0
Xy +2t=0 S =757
M= eKerf < AM=0; < U —
z ot 2x+4z=0 y=-2t
2y+4r=0

-2z -2t -2 0| o -2
doncKer f = , (2, 1) € R? } = Vect ) et
z t 1 0 0 1

-2 0 0o -2
, est une base de Ker f.
1 0)\0 1
libre car non colinéaires

2. Comme fe % (s (R)) et comme ./, (R) est de dimension finie, la surjectivité de f équivaut & son injectivité.
Or, d’apres la question précédente, f n'est pas injectif. ‘ Il n"est donc pas surjectif non plus. ‘

3. D’aprés le théoréme du rang, dimIm f =rg f = dim.4> (R) — dimKer f = 4 -2 = 2. |l suffit donc de connaitre deux
vecteurs (matrices) non colinéaires de Im f pour en avoir une base.

1 0 10 0 1 0 1
= et f = ne sont pas colinéaires, donc
0 0 2 0 0 0 0 2

1 0)(0 1
, est une base de Im f.
2 0)J\0 2
Autre rédaction possible :

x+2z y+2t 4 1 0 0 1 4 1 0)(0 1
Imf= , (1,2, ) eR™ p =1 (x+22) +(y+21) , (x,3,2,1) e R™ » =Vect ,
2x+4z 2y+4t 2 0 0 2 2 0)\0 2

libre car non colinéaires

Or f

4. On a déja, par le théoréme du rang (ou les questions précédentes), dim.#» (R) = dimKer f + dimIm f.
On s’intéresse alors A Ker fnIm f. Or, si a,b,c,d € R,

-2a=c

-2 0 0 -2 1 0 0 1 a=2c
a +b =1 +d — <~ a=b=c=d=0
1 0 0 1 2 0 0 2 -2b=d

b=2d

eKer f €lm f

donc Im f nKer f = {02} et finalement, ‘ Mo (R)=Ker feIm f. ‘
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Exercice 61 : Algébre

On note ./, (C) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients complexes.
Pour A= (ai,]’] 1<i<n E ./ﬂn (C), on pose
1<j<n
Al = max

1<ign
ISjsn

ai_j‘.

1. Prouver que |-| est une norme sur .#;, (C).

2. Démontrer que
V (A, B) € (Mn (C)?, IABI < n|lAllIBI.

Puis, démontrer que, pour tout entier p > 1,

A7 || < nP~hiAIP.

. . L. AP
3. Démontrer que, pour toute matrice Ac .4, (C), la série Z ? est absolument convergente.

Est-elle convergente ?

1. lIs"agit de la norme infini sur R™.

Bonne définition Le maximum étant pris sur un ensemble fini, il N’y a pas de probléme de définition. Il est &
valeur réelle (et positive, ce qui est aussi une conséquence des propriétés suivantes).

Séparation Soit Ae .4, (C). Si | Al =0, alors pour fout (i, j) € [1, nﬂz, |aiyj| =0=ay,; donc A=0y,.
Homogénéité Si Ae.#,(C) et 1e R, comme |A| >0,

104l = max (141 ;) =121 max |a; ;| =121-141.
1<i<n 1<isn
1<j<n 1<j<n

Inégalité triangulaire Si A, B e .4, (C) et (i, j) € [1,n]?,
‘“i,j +bi,j| < (ai,j( + ‘bi,j‘ <IAI+IBI  quine dépend pas de (i, /)

donc |A+ Bl < Al + Bl
2. Si A,Be.#y(C) et (i,j)e[1,n]?,

n n
<Y lail-|bis| < X (1a1-1B1) = ni4l- 18]
k=1

lLaBy; | <
k=1

n
Y aikbi,j
k=1

donc | I4BI < nllAl- 1Bl |

On montre que pour tout entier p > 1,‘ | AP]| < nP=14|P ‘ par récurrence (si I'inferrogateur insiste pour qu’elle
soit posée) :

Initialisation Pour p=1.iln’y arien & faire. Le cas p =2 découle de ce qui précede avec A= B.
Hérédité Soit p >1 fel que | AP|| < nP~L|AlIP. Alors, en utilisant I'inégalité précédente avec B = AP,

[441] = ax A7) < mh Al | 4P < P p 1P

par hypothése de récurrence, ce qui établit la récurrence.
1 AlDP
<L (n |l All)

<5 ol qui est un terme général positif de série (exponen-

p
3. On en déduit que pour fout pe N, 0 < “%

exp(n | Al)

. AP )
fielle) convergente (vers ). donc | )’ — est absolument convergente | par comparaison de terme
p:

généraux positifs de séries convergentes.

On peut aussi utiliser une norme d’algebre, par exemple une norme subordonnée, pour laquelle
N (AP) < N(A)P pour conclure.

. . - . , .. AP
Comme .4, (C) est de dimension finie, | la converge absolue implique la convergence de la série Z —
p!
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Exercice 62 : Algébre
Soit £ un espace vectoriel sur IR ou C.
Soit f € £(E) tel que f% - f—2Id=0.
1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E =Ker(f +1d) @ Ker (f —21d)

(a) en utilisant le lemme des noyaux.
(b) sans utiliser le lemme des noyaux.

3. Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie. Prouver que Im (f +1d) = Ker (f - 21d).

1. Comme f%2 - f-2idg =0, on a fo(%f—%idg) =1idg = (%f—%idE)Of donc [ est bijectif de réciproque

1
frh=5(f-idp).

2. (0) Comme P=X?-X-2=(X+1)(X-2) est un polyndbme annulateur de f, avec (X +1) A (X -2) =1 donc, par
le lemmme de décomposition des noyaux,

| E=KerP(f) = Ker(f +idg) @ Ker (f -2idg). |

(b) Raisonnons par analyse-synthése pour obtenir I'unicité puis I'existence de tout vecteur de x € E en
somme d'un vecteur de Ker (f +idg) et d’un vecteur de Ker(f - 2idg).

Analyse Supposons que x s’ écrive effectivement
X=X+ X2 (1)

avec xj € Ker (f +idg) = E-1(f). c’est-a-dire f(x) = —x, et x; eKer(f —2idg) = E2(f), c’est-O-dire f(x) =2x.
Alors
F@) = flxn)+ fx2) = —x1 +2x2 2

T 1 1 .
On obtient, & I'aide de g[z- - (2)) et 5((1) + (2)) :
1
x =2 (2x- ()

1
X =3 (x+f(x)
d’ou 'unicité de |'écriture, sous réserve d’existence.

Synthése Réciprogquement, posons xj = % (2x-f) et xp = % (x+ f(x)). Alors
B X1+Xx2=X

1 1
B flx) = §(2f(x)—f2(x)) = 5(f(x)—Zx) = —x; car f2(x) - f(x) - 2x
X1 (—:Ker(f+idE).

0 par hypothése, donc

B flx) = % (f+f2) = % (2f(x)+2x) = 2xp car f2(x) - f(x) - 2x = 0 par hypothése, donc
x € Ker (f - 2idg).
D’ou I'existence
Conclusion On a donc montré que VxeE, 3!(x1,x2) € Ker(f+idg) xKer(f —2idg), x=x;+x, C'est-a-dire

| E=Ker(f +idg) o Ker(f -2idg). |

3. Comme E est de dimension finie, d’apres la formule du rang puis en utilisant le résultat de la question précé-
dente,
dimIm (f +idg) = dim E — dimKer (f + idg) = dimKer (f - 2idg)).
Il suffit donc de démontrer une seule inclusion pour obtenir I'égalité des deux sous-espaces.
Fixons y e Im(f +idg). On a xe E tel que y = f(x) + x.
Alors f(y) = f2(x) + f(x) = 2f (x) + 2x = 2y car, par hypoth&se, f2(x) - f(x) —2x=0g.
Ainsi, y € Ex (f) =Ker (f - 2idg).

On a donc Im(f +idg) = Ker(f —2idg) et donc ‘ Im (f +idg) =Ker(f —2idg). ‘
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Exercice 63 : Algébre

Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté (-|-). On pose Vx € E, |x| = y/(x|x).
Pour tout endomorphisme u de E, on note u* I'adjoint de u.

1. Un endomorphisme u de E vérifiant Vx € E, (u(x)|x) = 0 est-il nécessairement 'endomorphisme nul ?
2. Soit ue £(E). Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i. uou*=u*ou.

ii. V(x,p) € B2, (u)|u@)) = (u* @©)|u* ().

iii. VxeE, lu@)|=|u*0].

1. |La réponse est négative. ‘

m |l suffit de considérer la rotation plane de centre (0,0) et d’angle g C’est, par définition, un endomor-

phisme fel que pour tout (x,y) € R?, u(x,y) L (x,y) : une rotation d’angle % fransforme un vecteur en un
vecteur qui lui est orthogonal.

B Si on préfére faire des calculs, on peut se placer dans le plan complexe. Alors I'écriture d’une telle
rotation est, en notant (x',y') = u(x, ).

x'+iy':ei%(x+iy) =i(x+iy) =-y+ix

X' =-y
y'=x

ce qui redonne la linéarité de u et le fait que (u(x,y)|(x,y) =x'x+y'y =—xy+xy=0.
m Sion préféere utiliser des matrices, on représente u dans la base canonique par la matrice de rotation

cosZ —sinZ 0 -1
R = 2 2 _
2 sinf  cos% 1 0
x 0 -1|[x -y
y 1 oly x

et on a de nouveau (u(x,y)|(x, ) =x'x+y y=-xy+xy=0.
2. Le plus efficace consiste & démontrer le cycle d’implications

Donc

On retrouve alors le fait que

i, = i, = ii. = i.|

i. = iii. Onsuppose uou™ =u*ou. Soit x€E.

lu()l? = (u)|u) = (xlu*(u(x)))i=(x|u(u*(x))) (u* (0)|u* ) = | u* >

définition définition
de u* de u*
iii. = ii. Onsuppose VxeE, |u)ll = ||u* ). Soit (x,y) € E2. En utilisant les identités de polarisation et la linéarité
de u et u*, on peut écrire

1 1
(ue|u) = 7 (luco + um|? = fuco - um|?) = 5 (Juce+ [> - fuc- )
1
i, 4

1
=1 (|| u* 0+ ur | - |t ) - u* (y)||2) = (u* W)|u* )

(I et ol = u* o= ?)

ii.=i. Onsuppose Y(x,y) € E2, (u(x)|u®y)) = (u* @)|u* 1))
Soit xe E.Ona

woux)=uou(x) & u*oulx)—uou*(x)=0p <> u*ou(x)—uou*(x)e{0g=E".
Calculons donc, pour y € E,

(u*oux)—uou*X)|y) = (u" cu@|y)-(uou*@|y) = (u@u@)-(u"@|u*@)=0r
de(;lnlhon ii.
e u*

Remarque : lorsque c’est le cas, on dit que u est un endomorphisme normal.
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Exercice 64 : Algébre
Soit / un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie .
1. Démontrer que E =1Im f & Ker f = Im f = Im f2.
2. (a) Démontrer que Im f =Im f?> < Ker f = Ker f2.
(b) Démontrer que Im f =Im 2 = E =Im f @ Ker f.

1. ® Notons que sans aucune hypothése, on a déjd Im f2 cIm f.
En effet, si yeIm f2, on a xe E tel que y = f2(x) = f(f(x)) eIm f.
B Supposons désormais que E =1Im f @ Ker f et montrons |I'autre inclusion.
Soit yeIm f. On a xe E tel que y = f(x).
Comme xe E=ImfeKerf,ond x'eKerf et y eIm f tel que x=x'+y'. Alors
y=f@=f)+f ()=o)
~——

=0g
Mais comme y' eIm f, on a x” € E tel que y' = f(x”). Ainsi,

y=f(f(&") =r*(x")emf>.

On a donc bien
2. (o) m On adéjavu gqu’on avait foujours sans hypothése parficuliere.
Vérifions qu’on a aussi

En effet, si xeKer f, f2(x) = f(0p) = 0 donc x € Ker f2.
m  Comme E est de dimension finie, I'égalité de deux sous-espaces pour lesquels on a déja une inclu-
sion est équivalente a I’'égalité de leurs dimensions.

Par ailleurs, le théoreme du rang nous dit que
dimIm f =rg f = n—dimKer f

dimImf2 = rgf2 = n—dimKerf2
Ainsi,

Imf:Imf2 — rgf:rgf2
— dimKerf:dimKerf2

— Kerf:Kerf2

(b) Supposons Im f =Im f2. D’aprés la question précédente, on a aussi Ker f = Ker f2.
Par théoreme du rang, on a déja ‘ dim E = dimIm f + dimKer f. ‘

Premiére méthode Vérifions que ‘ Im f nKer f = {0g}. ‘ L'inclusion réciproque est directe.

Prenons yeIm fnKerf : on a xe E tel que y = f(x) et f(y) = f2(x) =0g.
Donc x € Ker f2 =Ker f puis y = f(x) = 0.

Deuxiéme méthode Vérifions que | E=1Im f +Ker f. | L'inclusion réciproque est directe.

Prenons x € E. Alors f(x) € Im f = Im f2 donc on a x’ € E tel que f(x) = f2 (x').
Posons alors ' = f(x') eIm f et x" =x—y'.
On aalors x=x"+y" avec
fE)=r@-ry)=r@-r2(x)=o0
donc x" eKer f et y eIm f et on a bien montré que E=1Im f +Ker f.

Dans tous les cas, on conclut que | E=1Im f & Ker f.
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Exercice 65 : Algébre

Soit z un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (= R ou C). On note K[X] 'ensemble des
polyndémes & coefficients dans K.

1. Démontrer que
V(P Q) € K[X] x K[X], (PQ)(w) = P(u) o Q(u).
2. (a) Démontrer que
V(P Q) e K[X] x K[X], P(u)oQ(u) =Q(u)oP(u).

(b) Démontrer que, pour tout (P,Q) € K[X] x K[X],

(P polynéme annulateur de u) = (PQ polynéme annulateur de u)

-1 -2 a
3. Soit A = ( ) Ecrire le polyndbme caractéristique de A, puis en déduire que le polynébme

1 2
R=X*+2X3+ X2 -4X est un polynédme annulateur de A.

n
1. Posons P = x* et notons Q=Y b, X’. Alors, u étant linéaire,
=0

n n n
PO = (Z ngkM) w=)y bou*tt = uko ( Y b;u[) =P(u) o Q(u).
=0 =0 /=0

Les applications linéaires P — (PQ)(u) et P— P(u) o Q(u) coincident donc sur la base canonique de K[X], elles
sont donc égales : | V(P Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(uw). ‘

m n
Les plus téméraires peunt faire le calcul direct pour P et Q quelconques: P= ) aka etQ=)" ngZ, toujours
k=0 =0

par linéarité de u,

m n m n
PQM) |=| ). agbe X [ () = Y agbpuk*t = Zak(z bgukoug):(z akuk)o(z boul | =] P(u) o Q(w)
=0

0<k<m 0<k<m k=0 \r=0 k=0
0<l<n 0</<n
2. (Q) | P(w)oQ(u) |= (PQ)(u) = (QP)(w) =| Q(u) o P(u) | en ufilisant la question précédente et la commutativité sur

KI[X].
(o) Si P(u)=0g g, alors (PQ)(u) = (QP) (1) = Q(u) o P(u) = Q(u) 00 (k) = 0.2(E).

3. OnO‘)(AzXZ—(trA)X2+detA:X2—X:X(X—1).‘

Or 0 et 1 sont racines de R= x*+2X3 + X% —4X donc y 4 = X(X - 1) divise R.
En outre, d'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, y 4 est un polyndme annulateur de A.

D’aprés la question précédente, | c’est aussi le cas de R.
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Exercice 66 : Algébre
1. Soit A€ S, (R). Prouver que A€ S} (R) < SpAc|0,+oo.
2. Prouver que V A€ S, (R), A% € S}, (R).
3. Soit A€ S}, (R). Prouver qu’il existe B € S;; (R) telle que A= B2.

1. W Supposons A€ S} (R) et donnons-nous A € Sp A (le théoreéme spectral assure que toutes les valeurs propres
de A sont réelles) et X #0 un vecteur propre associé.

Alors 0< XTAX =AXTX = 1|1 X|I2 avec | X|? >0, donc

B Supposons A € S, (R) et SpA « R*. Par théoréme spectral, on a P € 6(n) et D = diag(1y,...,A,) OU
SpA=iA1,...,An}cR* telles que A= PDP~! = PDPT,

N
Soit X € #y,,1(IK). On pose Y:PTX:( : )
Yn

Mo @\ (1) n
XTAX=XT(PDPT)X=(PTX)TD(PTX)=YTDY = ()1 - _Vn)( )( : ): Aiyr=0
i=1

0) An) \Vn
donc| A€ S/ (R).

2. Supposons A € S,(R) et SpA < R*. Par théoréme spectral, on a P € 6(n) et D = diag(Ay,...,An) OU
SpA={A1,...,An} cR* telles que A= PDP~1=pPDPT. Alors

20 VERN ()
A2=pl .. |pl=p| .. |PT
0 A% © A%

est | symétrique | gr@ce & la deuxieme forme et | positive | graice & la premiere car ses valeurs propres sont les

A2>0.
3. Supposons A€ S;, (R). Par théoréme spectral, on a P e G(n) et D =diag(Ay,...,A1,) OU SpA={Ay,...,An} < R* telles

que A=PDP 1 =ppPT,
V2T () VAL ()
B=P pl=p pT

(0) VA (0) Vn

est| symétrique | grace & la deuxieme forme et | positive | gréce & la premiére car ses valeurs propres sont les
VA >0, et vérifie
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Exercice 67 : Algébre
0 a c
Soit la matrice M=|b 0 c¢| ol a,b,c sont des réels.

b —-a 0
M est-elle diagonalisable dans /3 (R)? M est-elle diagonalisable dans ./ (C) ?

Calculons le polyndme caractéristique y s de la matrice M. Si 1 e K,

A a ¢ A a c
1AW =b A c|=|b-12 A-a 0
b -a A A+Db 0 A+c
en effectuant les opérations Ly — Ly — Ly €t Ly — L3+ L;.

En développant par rapport & la derniére ligne (c’est un peu brutal, mais il n"est pas facile de faire apparaitre
une factorisation, ici), on obtient

XA =-A+B)e(h - @) + A+ YA - @) - ab—A)) = abe + c(a—b)A - cA* + (A + ) (A% - ab) = 2% + (ac— be - ab)A

Finalement, ‘ x4 =X(X?-(ab+bc-ac)). ‘

Casol ab+bc—ac>0
Dans ce cas, M posséde tfrois valeurs propres réelles : —vab+bc—ac, 0, Vab+ bc—ac en dimension 3. Donc
‘ M est diagonalisable dans .#3(R) et, a fortiori, dans .#3(C).

Casol ab+bc—ac=0

Dans ce cas, M possede une unique valeur propre : 0. Si elle est diagonalisable dans .#3(IR) ou dans .#3(C),
elle est semblable & la matrice nulle, donc elle est nulle. Ainsi, dans ce cas,

‘ M est diagonalisable que dans .43 (RR) (respectivement .#3(C)) si et seulement sia=b=c=0.

Casol ab+bc—ac<0
Dans ce cas, M posséde tfrois valeurs propres complexes : —ivac—ab - bc, 0,ivac — ab - bc en dimension 3. Donc
‘ M est diagonalisable dans .#3(C). ‘

‘ Elle ne I'est pas dans dans .3 (IR) ‘ pour plusieurs raisons :

B soit parce qu’elle a des valeurs propres complexes non réelles : si elle était diagonalisable dans .#3(R),
cefte diagonalisation serait aussi dans .#3(C) et les valeurs propres complexes sont les mémes que les
valeurs propres réelles;

B soit parce que y n'est pas scindé dans R[X];
B soit parce que 0 est sa seule valeur propre et elle n’est pas nulle (voir cas précédent) par exemple.
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Exercice 68 : Algébre
1 -1 1
Soit la matrice A=|-1 1 -1].

1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre maniéres :
(a) sans calcul,
(b) en déterminant le polynéme caractéristique et les sous-espaces propres,
(¢) en calculant A2,
2. Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 est A.
Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est diagonale.

1. (a) A étant symétrique réelle, ‘ elle est (ortho)diagonalisable ‘ par théoréme spectral.

(b) Al'cide des opérations Cj «— Cy — Cy + C3 puis (L — Ly + L1 et Ly — L3 — L1), on obtient

A-31 -1

A-1 1 -1 A-3 1 -1 2
XA =1 2-1 1 |={3-24-1 1 [=| 0 A 0|=A°(1-3)
A-1] |A-3 1 A-1 00 A
donc Sp A = {0,3} et 3 est une valeur propre simple, donc le sous-espace propre associé est une droite

vectorielle.
La diagonalisabilité est donc équivalente au fait que le sous-espace propre Ey(A) soit de dimension 2.
On remarque que rgA=1car0# C; =—-Cp = C3 donc dimEp(A) =3-1=2.

Ainsi, dim Ey(A) + dim E3(A) =2+1 =3 donc ‘ A est diagonalisable. \

On pourrait s"arréter I& mais le sujet demande de déterminer completement les sous-espaces propres.
0 1 =l A2l
Reprenons : dimEg(A)=2et C;+Cr=-C1+C3 = (8) donc [(1)] et ( (1) ) sont deux vecteurs non colinéaires de

Eo(A) donc EO(A):Vect([i],(_?l)).

Une solution alternative consiste & résoudre
x 0
X=(y)eBoa) = AX:(g) = x-y+z=0 = x=y-z
V4

ce qui permet de retrouver la base.
. . . . =2 =i 1 0
Puis E3(A) est de dimension 1 car la valeur propre 3 est simple et A-315 = (31 7% 7%) etdonc C;-Cy+C3 = (8)

1 1
donne un vecteur non nul (—11) € E3(A) donc | E3(A) =Vect(—11).

Une solutfion alternative consiste a résoudre avec un pivot de GauB

x-y-2z=0

—2x-y+z=0
{—3y—3z:0

X:@)eEg(A) = (A-31)X=(0) = {~x-2y-2=0 =

ooo

x—-y—-2z=0

ce qui permet de refrouver la base.
(c) Oncalcule A%2=3Adonc P =X%2-3X = X(X-3) est un polyndme simplement scindé annulateur de A donc
A est diagonalisable. ‘

2. D’apres le théoréme spectral, les sous-espaces propres étant deux & deux orthogonaux, il suffit de choisir une
base orthonormale de chaque sous-espace propre. Pour E3(A), c’est facile, il suffit de normer le seul vecteur

de base tfrouvé et on obtient| e; = (\/%—\/% \/Lg)

On peut ensuite normer un premier vecteur de Ey(A) : puis

«=r )

B obfenir un vecteur (directement) orthogonal aux deux premiers (donc toujours dans Eg(A)) et normé en

calculant ey Aep =| e3 = (—\/Lé, \/Lé, \/Lé) (Rappel : le produit vectoriel est au programme en Physique )

B obfenir un deuxiéme vecteur de Ey(A) formant une base orthonormale de Ey(A) en utilisant Gram-
Schmidt : on pose e = (1,1,0) puis e3 = (~1,0,1)+Ae, Avec A fel que 3 L g5. Ontrouve A = 1 puis 3 = (—% 1, 1)
et on retrouve ey et e3 en normant les vecteurs.

Banque CCINP — MP — MPI — 2026 - page 69 sur 115 RETOURNER EN PAGE

p—



Y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Exercice 69 : Algébre
0 a 1
On considére la matrice A=|a 0 1| ouaestunréel
a 1 0

1. Déterminer le rang de A.
2. Pour quelles valeurs de «a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

1. On peut déterminer le rang de a par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

a+l a 1 a+1 a 1 a+1 0 a a+1 a 0
rgA = rgla+1 0 1 = I 0 —a = r 0 - = T -1 1-a
& C1—C1+Cr+C3 & ILge=Ilg=ll; & Cr—Cs 8 Lo—L3 8

a+1 1 0 0 l-a -1 0 -1 1-a 0 0 —-a

o 2 Ssiae{-1,0} . ) .
Ainsi, | rg A= 3 sinon car, pour a € {-1,0}, on obtient une matrice avec une ligne ou une colonne nulle,
|

et les deux autres indépendantes.
Remarque : on aurait aussi pu calculer det A= a(1+ a) (Ce que I'on refrouve avec les mémes opérations qu’ici,
les signes sortis par les deux échanges de colonnes se compensant) et calculer directement le rang de A
pour a e {-1,0}.

2. Calculons le polyndme caractéristique de A avec les mémes opérations. Soit 1 € K.

A —a -1 A—a-1 -a -1 A—a-1 —-a -1

XA =|-a A -1 A-a-1 A -1 = 0 A+a 0

Cy <—C1:C2+C3

Rg=itg=ity
-a -1 A A—a-1 -1 A 0 a-1 A+1
A—a-1 0 —-a A—a-1 -a 0
= - 0 0 A+al = 0 A+1 a-1=A-a-1DA+1)(A+a)
Cr—Cs Ly—L3
0 A+1 a-1 0 0 A+a

donC ya=X-a-1)(X+1D)(X+a) et SpA={a+1,-1,—a}. Remarquons que

1
a+l=-1 << a=-2 a+1:—a<:>a:—§ —l=—a<< a=1

[ | ‘ Sia¢{1,-1/2,-2}, ‘ A possede trois valeurs propres distinctes en dimension 3 donc | A est diagonalisable.

[ ] 2 est valeur propre simple et —1 est valeur propre double. Alors A est diagonalisable si et seule-
ment si le sous-espace propres E—;(A) est de dimension 2, car dim Ez(A) =1 comme 2 est valeur propre
simple.

OrA+I3= @ % i] est derang 1 donc dimE_; (A) =3 -rg(A+ I3) =2 par la formule du rang.

. . . 111\(x 0 o,
Remarque : on aurait aussi pu frouver dim E—1 (A) en remarquant que (% % %] (y] = (8) < x+y+z=0décrit
Z

un plan de R3.
Donc ‘ A est diagonalisable. ‘

Remarque : c’estimmédiat en remarquant que dans ce cas A est symétrique réelle.

[ ] -1 est valeur propre simple et % est valeur propre double. Alors A est diagonalisable si et
seulement si le sous-espace propres Ey,(A) est de dimension 2, car dimE_; (A) = 1.
—1/2 =1/2 1

Or A- %13 = (—1/2 -1/2 1 ) n’est pas de rang 1 car ses deux premiéres colonnes ne sont pas colinéaires.
-1/2 1 =12

On conclut que‘ A n’est pas diagonalisable.

[ ] 2 est valeur propre simple et —1 est valeur propre double. Alors A est diagonalisable si et
seulement si le sous-espace propres E_; (A) est de dimension 2, car dimE» (A) = 1.

121y , . Co
OrA+1I3= (—g % %) n‘est pas de rang 1 car ses deux premiéres colonnes ne sont pas colinéaires.

On conclut comme dans le cas précédent que ’ An’est pas diagonalisable.

Finalement, ‘ A est diagonalisable si et seulement si a ¢ {-1/2,-2}. ‘
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Exercice 70 : Algébre
0 0 1
Soit A=[1 0 o0fe.u5(0).
0 1 0
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle diagonalisable ?

2. Soit (a,b,c) € C3 et B =alz +bA+cA2, ol I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
Déduire de la question 1. les éléments propres de B.

1. Il s’agit du cas classique d'une matrice compagne (ou compagnon). C’est aussi une matrice de permuta-
fion.

Soit A e C. On calcule le polyndme caractéristique en annulant les coefficients de la premiére ligne gréce a
I'opération Ly — Li + ALy + A2L3 puis un développement par rapport & la premiére ligne.

A 0 -1 |o 0o A3-1
ya=|-1 2 o|=]-1 2 0 |=A3-1

Comme | SpA=TUs= {1,j,1T =j2} contient trois valeurs propres distinctes en dimension 3,‘ A est diagonalisable. ‘

Les sous-espaces propres sont des droites vectorielles, il suffit donc de connaitre un vecteur propre associé &
chacune des valeurs propres pour les connaftre tous.
) # (5)

Or on remarque en en faisant la somme des colonnes que A(

bt et

= % . Comme, de plus,
)= (1

ot bt et
ocoo

EI(A):Vect@).

. -0 1 . . 0 0 Lo
Puis A-jI3 = ( 1-j0 ) On remargue que, dans cette matrice, C; +jCo +jC3 = C1 +j2Ca +jC3 = (1—j3) = (8) et (]) # (8)
01 —j 0 j

. —jx+z=0 z=jx -
1 ) ) ) 50 1y, @ =iz
donc Ej(A):Vect(j). Onouroﬂous&puresoudre(1 -j 0)(¥):(8)© x-jy=0 elx={Px=x o .
j 01— . . z=)x
y-jz=0 y=ix

1
Comme A est réelle, ET(A) est le conjugué de E;j(4), donc E(A) :Vect(j).
j

2. Notons Q= a+bX +cX3, donc B=Q(A).
Q1 0 0
0 QG O

o 0 qff

111
ljj).AlorsB:Q(A):P
1jj

100
Par la question 1, A= PDP~! avec D= (0 j 9) etp=
007

pL

On a déja|spB={m,Q(),Q(j)} = QWs).

1
1 = e L2 S
Notfons C; = (%) G = (1) et C; = Cj les colonnes de P (et vecteurs propres de A associés a chacune de ses
j

valeurs propres.)

B SiQW)=0() = Q(]),‘ SpB={a+b+ctet Egpo(B)=.45,(C). ‘

B SiQQ). Q. Q(f] sont deux & deux disjoints,

VAeUs, Eggy(B)=VectCy =E(A). ‘

= SiQM =0 #Q(i). |spB={em,Q(j)} |et| Equ) = Vect(C1,G) = Er(4) @ Ej(4) o EQ(j):VectC}:Ej(A).

Les cas suivant sont similaires (ne pas les détailler a I'oral) :

= SiQm #Q0) =), ‘ SpB={Q),Q(j)} ‘ et| Equ) = VectCy = Ey(4) et Eq) :Vect(Cj,CJf) = Ej(A) @ E(4).

B SiQ)= Q(J’) # Q). ‘ SpB={Q),Q(j)} ‘ et| Eouy =Vect(C1,C]f) = E1(4) @ E;(4) ef Egq) = G = Ej(A).
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Exercice 71 : Algébre

Soit P le plan d’équation x+y+z =0 et D la droite d’équation x = % =

1. Vérifier que R3=PoD.

2. Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallélement & D. Soit u = (x, y, z) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de RR3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

1. Une premiére solution consiste & remarquer que 3 = dimR3 = 2+1 = dimP +dimD et PnD = {(0,0,0)} car
D =Vect(1,2,3) est engendrée par (1,2,3) ¢ P.

Mais une autre maniére de procéder consiste & raisonner par analyse synthése, ce qui aura la vertu de nous
donner la décomposition explicitement, utile pour la suite.

Analyse Si u = (x,y,2) € R? se décompose comme somme d’un vecteur de P et d'un vecteur de D, on @
(«,y,Z)e P et AeR tel que
x. 32 =(x,y,2')+10,2,3)
—_—

€p eD
X +A=x
donciy +20=y etx'+y +z' =0
Z+31=2z
En remplacant, on obtient (x—A) + (y—214) + (z—34) =0, donc

_X+y+z
T 6

1
A ,puBLﬂyﬂi)zgﬁx—y—z—x+5y—z—x—y+5d

d’ou I'unicité sous réserve d’existence.

N . L oip 1 xX+y+z
Synthése Réciproquement, on vérifie que g(5x—y—z,—2x+4y—22,—3x—3y+3z) € P, Eadla

1,2,3) € D et

x+y+z

1 . o 4 .
(x,y,2) = A (5x-—y-z-2x+4y-2z,—-3x-3y+3z)+ (1,2,3), ce qui assure |'existence de la décomposi-

tion.

On a donc bien

o . 1
2. D’apres le calcul précédent, | p(u) = s (5x—y-z,—-2x+4y—-2z,-3x-3y+3z).

5 -1 -1

) . 1
On a donc comme matrice de P dans la base canonique 5 -2 4 =2
-3 -3 3

3. I suffit classiguement de choisir une base adaptée & R3 = Pe D = Ker(p — id) @ Ker p pour obtenir une matrice
de p diagonale.

On a déja vu que D est engendrée par (1,2,3). I suffit de frouver deux vecteurs non colinéaires de P pour la
compléter.

1 0

0
Ainsi, par exemple,‘ (1,-1,0),(1,0,-1),(1,2,3)) ‘esT une base de R3 dans laquelle lamatricede pest|o 1 o].
0

0 0
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Exercice 72: Algébre

Soit n un entier naturel non nul.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension r, et soit e = (e1,...,e,) une base de E.
On suppose que f(e;) = f(ex) =---= f(en) = v, OU v est un vecteur donné de E.

1. Donner le rang de f.
2. f est-il diagonalisable? (discuter en fonction du vecteur v)

1. Comme e est une base de E, rg f =rg(f (e1),..., f (en)) =rg(v), donc rgf:{1 Stv#0g

2. m |Siv=0g, dlors f =0 est diagonalisable. ‘

B Siv#0p, commergf=1=n-dimKerf, 0 est valeur propre d'ordre au moins n—1.
Alors f est diagonalisable si et seulement si f admet une autre valeur propre, nécessairement simple.
Notons que le fait que 0 soit racine de y y d’ordre au moins n—1 assure que ce polyndme est scindé.

On peut alors s'intéresser & la trace de f, égale & la somme des valeurs propres comptées avec multi-
plicité dans ce cas.

Pour cela, onreprésente f danslabase e et on obtient une matrice dont toutes les colonnes contiennent

141 P cooooo V1
P 1% V2 ...... U2

les coordonnées de v dans e. Notons-les (vy, ..., v,). Alors Mat, f = o
Un Up.oououn. Un

n
Onendéduitque trf= ) v;.
i=1

Finalement, | si v #0, f est diagonalisable si et seulement sitrf= ) v; #0.
i=1

En effet,

n
# sic’estlecas,onatwf=) v; quiestvaleur propre de f, nécessairement simple et 0 valeur propre
i=1
d’ordre nécessairement n—1, donc f est diagonalisable.

* Etfsicen’est pasle cas, 0 est la seule valeur propre, et comme f # 0. f Ne peut étre diagonali-
sable.
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Exercice 73 : Algébre
2 1
On pose A= .
4 -1
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

3 0
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice ( )
0o -2

En déduire que I'ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect (15, A).

1. On a directement le polyndme caractéristique de A: ya=X? - (trA)X +detA= X?> - X -6 = (X +2)(X —3).
Donc |SpA={-2,3} | Comme il y a deux valeurs propres distinctes en dimension 2, A est diagonalisable et les
sous-espaces propres sont des droites.

4 1 1 1
OrA+2I = ( ) donc ( ) € E_»(A) =Ker(A+2I) et comme ce vecteur n'est pas nul, | E_»(A) :Vect( )
4 1 =]l =]l

-1 1 1 1
) donc ( ) € E3(A) =Ker(A—-31p) et comme ce vecteur n'est pas nul, | E3(A) =Vect( )
4 -4 1 1

0
=7

3 0l[la b 3a 3b a b|[3 0 3a -2b
= et = (il est utile de rappeler que multiplier a
0 -2f\c d —-2c -2d c dj\o =2 3¢ -2d

gauche, respectivement a droite, par une matrice diagonale revient & multiplier les lignes, respectivement
les colonnes, par les coefficients diagonaux correspondants.)

Donc les matrices commutent donc si et seulement si b=c=0 et ainsi

3
2. On peut déterminer directement les matrices qui commutent avec ( ) en calculant
0

3 0
I’'ensemble des matrices commutant avec ( ) est 2, (K).
0 -2

Un autre point de vue, sans calcul mais plus élaboré, consiste & remarquer que si une matrice commute avec
0

3 0 1
( ) alors les sous-espaces propres de celle-ci, ¢’ est-d-dire ]K( ) et ]K(
0 -2 0 1

) sont stables par la premiere, ce

qui revient & dire qu’elle est diagonale, la réciproque étant immédiate.
0

3
Soit P telle que A=P
0 -2

1 1
P71 parexemple P = .
1 -1
On en déduit que I'espace vectoriel ComA des matrices qui commutent avec A est {PDP~!, De 2,(K)}. En
effet,

3 0| L3 0
MA=AM < plap=p7lap

— P lAPe2»(K).
0 -2

0 -2
Comme dim 2, (K) = 2 et comme M — PMP~! est un isomorphisme de . (IK), dim ComA = 2.

Enfin, I, et A commutent avec A et ne sont pas colinéaires, donc Vect (I, A) est un sous-espace vectoriel de
ComA de dimension 2.

Finalement, | ComA = Vect(I, A).
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Exercice 74 : Algébre
1 0 2
1. On considére la matrice A=|0 1 0].
2 0 1

(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.

' =x+2z
2. On considére le systeme différentiel { /=y , X, ),z désignant trois fonctions de la variable 7, dérivables
2 =2x+z

sur R.
En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

1. (a) A étant symétrique et & coefficients réels,‘ le théoreme spectral assure son (ortho-)diagonalisabilité. ‘

(o) Premiéere méthode On remarque que A((i)) =3 ((1)) en faisant la somme de la premiére et de la derniére

0 0 s
colonne de A et que A((l)) = ((1)) en analysant la deuxiéme colonne de A.

1 . 0
Donc 3 est valeur propre, ((1)) en est un vecteur propre associé et 1 est valeur propre, ((1)) en est un
vecteur propre associé.

La derniére valeur propre s'obtient en calculant la frace de A qui est égale & la somme des valeurs
propres car y 4 est scindé puisque A est diagonalisable. Comme la trace vaut 3, la derniére valeur
propre est —1.
Comme A+ I3 = (
la valeur propre —1.

Deuxieme méthode Le polyndme caractéristique de A se calcule facilement par développement par
rapport a sa deuxieme ligne :

nNon

02 0 1 na S
(2) (2)] on remargue que C; - C3 = (8) donc ( 01] en est un vecteur propre associé a

ra=l 0 A-1 0 |=+A-1 :(A—l)((A—l)Z—ZZ):(A—l)(A—S)(7L+1).

-2 A-1

Donc A possede 3 valeurs propres distinctes en dimension 3 (ce qui redonne la diagonalisabilité : -1,
1et3.

Comme A+ I3 = (
valeur propre —1.

nNon

0
2
0

nNon

0 1 N
), on remarque que Cy —C3 = (8J donc [ 01J est un vecteur propre associé a la

Comme A-1I3 = (
propre 1.

Nvoo
[=]=Y=}

2 0 0 s
8), on remarque que Cy = (8) donc ((1)) est un vecteur propre associé a la valeur

=2
0
2

[=]\N)

) est un vecteur propre associé a

Comme A-3I3 = (
la valeur propre 3.

Troisieme méthode Aprés avoir calculé le polyndme caractéristique et obtenu les valeurs propres, on
peut obtenir des vecteurs propres en résolvant des systeme linéaires.

[=Y N}

), on remarque que C; +C3 = (§) donc (

—

2)

X X x+z=0 1 Lo
On trouve A(y) =- (y] — 0 donc ( 01) est un vecteur propre associé & la valeur propre
Z Z y = -

-1.
) X X 0 Lo
Puis A(y) = [y) <~ x=z=0donc ((1)) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.
V4 Z

. X X x—z=0 1 N
Enfin, A(y] =3 (y) — 0 donc [?) est un vecteur propre associé a la valeur propre 3.
z V4 y:

Ainsi, | SpA={-1,1,3} et (( (1)1] , (g)((i))] est une base .31 (R) constituée de vecteurs propres associés

La diagonalisabilité de A ou le fait que les sous-espaces propres soient toujours en somme directe as-
surent I'indépendance linéaire de ces vecteurs.
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x(1)
2. Le systeme différentiel se réécrit Vre R, X'(1) = AX(1) oU X (1) = y(1) |.

z(t)

1 0 1 -1 0 0
On diagonalise A=PDP 'avecP=(0 1 o|etD=[0 1 ol
-1 0 1 0 0 3
Premiére méthode : directement, par changement de fonctions inconnues On a X' = AX < X' =PDP7 !X,
J1
Onpose Y =P 1X=|y|
V3

Comme |'application C— P~1C est linéaire sur 31(R), on a Y dérivable et v/ = p71X'.
On résout alors

/ t

Nn=-n y:t—ae”
X'=AX < P!X'=DP7'X <= Y/ =Dy = yé:yz = 3Ja,6,veR, {yr:t— Pel
Y3=313 ysit—yedt
X=y1+y3
Il reste & voir que X =PY donc{ y= 1y, donc les solutions du systeme différentiel sont les fonctions
Z=-)Y1+)3

x:t—ae l+yedt
y:t— Bel avec (a,B,y) € R3.
z:t——ae L 4yed!

Deuxiéme méthode : avec des exponentielles de matrices Comme le systéme est & coefficients constants,
le cours nous dit que les solutions sont les fonctions sous la forme

t—exp(tA)Xo
ol Xo € .43, (R). Or A= PDP~!, donc
et 0 o0
exp(tA):exp[tPDP_l):Pexp(tD)P_l:P 0o e o |P7L
0o o €%
Les solutions du systeme différentiel sont donc sous la forme
et 0 o0 et 0 0)fa ae” !
t—Pl o e 0[P 'Xo=P| 0 e 0 ]||p|=P| pe!
0o o e 0o o &fly ye3t
a
ol P 1Xo=|p|et31(R).

Y
Finalement, vu les colonnes de P, les solutions sont les fonctions

X 1 0 1
y ct—ae | 0 |+Bel|1 +aedt| o],
z =l 0 1

ce qui redonne bien

X: tHae_t+ye3t
y:t— el avec (a,B,7) € R3.
z:t——ae l+yed!
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Exercice 75 : Algébre
L . -1 -4
On considére la matrice A= ( )
1 3

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.
2. On note f 'endomorphisme de R? canoniquement associé & A.

a b
Trouver une base (1, 12) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme ( )
0 ¢

On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.

x'=-x-4
3. En déduire la résolution du systéme différentiel { Y

¥ =x+3y

1. Le polyndme caractéristique de A est y4 = X2 - (trA)X +detA = X2 -2X+1 = (X - 1)2 donc 1 est la seulement
valeur propre de A. Or A#P x I, x P~ = [, donc ’ A n’est pas diagonalisable.

a b
2. Dans une matrice de f est de la forme ( ) les coefficients diagonaux sont nécessairement les valeurs
0 ¢

propres, donc on va trouver a=c=1.
Le premier vecteur v; € R? doit &tre un vecteur propre de f associé & son unique valeur propre 1.

2
) est vecteur propre de A et m

1 2

OrA—IZZ(
=]l

0
. On voit que 2C; -G, = ( ) donc le vecteur (
0

convient,

Pour le vecteur vy, il N’y a pas de contrainte autre que le fait que (v, v2) soit une base de R2. On peut par
exemple choisir| v, = (1,0) | Qui n"est pas colinéaire a v;.

On a alors, par construction, f(vy) = v1 (vecteur propre associé & la valeur propre 1) et en utilisant la matrice
A, f(v2) = (-1,1) (premiére colonne de A), qu'il faut exprimer dans la nouvelle base (vy, v2). On remarque que
(-L,1)=-2,-D+(1,0)=-v1 +v2.

1 -1
Donc, par définition, | Mat(y, ,,) (f) = ( )
0 1

x(1)
3. Le systeme différentiel se réécrit Ve R, X'(1) = AX(1) oU X(1) = ( )
(0

2 1 1 -1
On trigonalise A=PTP~! avec P= ( ) et T= ( )
-1 0 0 1

Premiére méthode : directement, par changement de fonctions inconnues On a X’ = AX < X'=PTP!X.

Onpose V=P lx= .
y2

Comme I'application € — P~1C est linéaire sur .4, 1 (R), on a Y dérivable et Y/ = p~1x’.
On résout alors

VieR, yj() =y (1)-pe’
y2:t— et

Vi=V1-Y2
!

X=AX = P X =TP X = YV =TY = {
Vo=D2

— J1peR, {

Pour résoudre la premiéere équation différentielle, on a besoin d’une solution particuliere, les solutions de
I’équation homogéne associée étant les ¢ — ae’.

B Comme le second membre est de la forme - ge’ avec 1 racine simple de I'équation caractéristique
r—1=0de y] -y =0, on peut chercher une solution particuliére sous la forme ¢— Cre’ avec Ce K.
En réinjectant dans I’équation, on trouve C = -, d’ou la solution particuliere yg : t — —pre’.

m  Sinon, on peut utiliser la méthode de variation de la constante en cherchant une solution particuliére
de la forme yp: t— A()e’ avec A dérivable sur R.
On obtient yq solution si et seulement sivie R, A (el = —pe’ si et seulementsivieR, A'(t)=-p et
on peut choisir A: t— —Bt ce qui conduit & la solution particuliére yq : t— —Btel.
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B Une derniére méthode donnant directement y; consiste & voir que
Vi =y1(0-pe’ = yj(e -y (e ' =-p

et dreconnaitre dans le membre de gauche la dérivée d’un produit (méthode du facteur intégrant).
Ainsi,
VieR, yi(t) =y -Pe’ = FaeR, y1(Ne '=-Pt+a = JaeR, yi(1)=ae - pre’

Finalement,
y1:t— ael - Bre’

X'= AX < 3a,B€R, ,
y2:t—Pe

xX=2y1+Y2
y==-n

Il reste & voir que X = PY donc { donc les solutions du systeme différentiel sont les fonctions

avec (a,p) € R3.

x:t— a+ pel —2ptel
y:t— —ae + Bret

Deuxieme méthode : avec des exponentielles de matrices Comme le systéme est & coefficients constants,
le cours nous dit que les solutions sont les fonctions sous la forme

t— exp(tA) Xo

ol Xg € .4,1(R). Or A=PTP~!, donc

exp(tA) = exp (tPTP_l) = Pexp(tT)P™!

0 -1
Mais T:12+NOUN:(
0 0

) est nilpotente. C'est aussi le cas de tN et, comme ¢, et tN commutent,
, el —rel
exp(tT) =exp(tlr)exp(tN)=e"Ip (I + tN) = .t
0 e
Les solutions du systeme différentiel sont donc sous la forme

el —re') | el —rel||a ae! — Bret
{—P P lxy=p -p
0 e 0o e [\B Bel

a
ou P lxy= ( )eﬂz_l(]}{).
p

Finalement, vu les colonnes de P, les solutions sont les fonctions

X 2 1
( ):b—»(aet—ﬁtet)( )+,Bet( ),
y =il 0

{x: t— (2a+ﬁ)et—2ﬁtet

ce qui redonne bien

avec (a,B) € R3.
y:t— —ael + pre’ p
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Exercice 76 : Algébre
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (- |-).
On pose Vx e E, [x] =1/(x|x).

1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.

2. Soit E={fe€(la,b],R),V x€a,b] f(x)>0}. Prouver que I'ensemble

{fabf(t)dtxfab]%dt,feE}

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

1. (d) Onmontre que|pour tout (x,y) € E2, |(x|y)| < Ixll | y]| ie (x]y)? < (x]x)(y]y)-

Soit A un nombre réel. On pose P(A) = (x+ Ay |x+Ay) = |x+Ay|* : on a que P(A) >0 par positivité. Or, par
bilinéarité (ou identité remarquable sur la norme)

P(A) = (x1x) + Ax]y) + Ay1x) + A2 (y1y)
= (x1x) + 2A(xly) + A2 (y1y)
= I1xI? +2A(x1y) + A2 | y|?

P est un polyndme de degré au plus 2 & coefficients réels.

Cas 1 Si ||y||2 = (yly) = 0, alors on doit avoir, pour tout 1 € R, (x|x) +2A(x|y) >0, ce qui n’est possible que si
(x]y) =0 (en effet, cela se voit en faisant tendre 1 — +oo §i (x]y) # 0 ce qui aboutit & une contradiction
ou en reconnaissant une équation de droite dont les ordonnées seraient toutes positive, elle est
donc horizontale et de coefficient directeur nul) et I'inégalité est vraie. Cette preuve a I’avantage
d’étre valable pour une forme bilinéaire symétrique seulement positive.

On peut aussi plus simplement utiliser la défini-positivité du produit scalaire : y = 0g et donc I'inégalité
s'écrit 0=0.
Cas 2 Sinon, le polyndme en A est de degré 2 de signe constant donc son discriminant réduit est négatif

A = (x13)? = (x]x) (y1y) <O

et on obtient I'inégalité recherchée.
Si on n’est pas familier avec le discriminant réduit, on peut utiliser le discriminant classique

A= 4(xly)2 —4(x|x)(yly) 0.

) llya ’ égalité si et seulement si (x, y) est une famille liée.
En effet
B Siy=0g, ilyaégalité.
m Siy#0g il y aégalté si et seulement si P(A) admet une racine (double) si et seulement si
IAeR, (x+Ay|x+Ay)=0,ce quiéquivaut d3IAeR, x+1y=0etdonc x et y sont liés.

b
2. (f,® ~f f(®g(r)dr est bien un produit scalaire sur € ([a, b, R).
a

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, si f € E, /7, L €€(la,b],R) et

VF
(b—a)zz(fubldt)zz(fub\/ﬂx \/]%dt)zéfabf(t)dtxfab%dt

b b 1
donc (b-a)? est un minorant de {f ndt f —dr, E} atteint pour f =1, donc | m = (b- a)? ui est
0= " fodex [ 2 e oten pour 121, 0onc [m=0-a7] @
méme un minimum en plus d’une borne inférieure.)
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Exercice 77 : Algébre
Soit £ un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que (Al)L =4k
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)* = FLnG*t.
(b) Démontrer que (FnG)* = FL +GL.

1. Sixeal et ae A, dlors (x|a) =0, donc Ac ()",
Comme 4 et AL sont de dimension finie, Ae AL = E et At e (a+)" = E donc

1
dim (AJ') — dimE — dim A+ = dim A

Finalement, | (a4)" =

2. (0) m CommeFcF+GetGcF+G,onadéd (F+G+cFl et (F+GLtcGl donc (F+GtcF-nGth.
B SixeF-nGl. yeFetzeG,alors

) rxa)sle ) 2 J+le )=t
eFLNGL eF+G eFL ¢F eGL €G

donc FfnGtc(F+G)*t.
B Finalement,| (F+G)* =FtnGt. ‘

Remarque : Cette égalité et cette démonstration sont encore valables en dimension infinie.

(b) En appliquant la question précédente & F+ et GL et en utilisant la premiére question,

(Fl + Gi)l = (Fl)l n (Gi)L =FnG

donc, en prenant I'orthogonal et en réutilisant la premiére question, ‘ FnGt=Ft+ct

Remarque : Une seule inclusion reste vraie en dimension infinie.
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Exercice 78 : Algébre

Soit £ un espace euclidien de dimension » et u un endomorphisme de E.
On note (x|y) le produit scalaire de x et de y et || la norme euclidienne associée.

1. Soit u un endomorphisme de E, tel que Vxe E, ||u(x)|| = ||x|].
(a) Démontrer que V(x, y) € E?, (u(x)|u(y)) = (x|y).
(b) Démontrer que u est bijectif.
2. Démontrer que I'ensemble ¢ (E) des isométries vectorielles de E , muni de la loi o, est un groupe.

3. Soit ue £(E). Soit e = (e, e2,...,e;) UNe base orthonormée de E.
Prouver que ue G (E) < (u(e1),uley), ..., u(ey)) est une base orthonormée de E.

1. (a) Siu estune isométrie vectorielle, alors pour fout vecteurs x et y de E,

(uo]ut) = & (o + u ) | - o - un )
= i Jue+ PP - utx-9])
= All (||x+ J’”Z —|lx- y||2] (car u conserve la norme)
= (xl)

(b) Comme E est de dimension finie, il suffit de vérifier que u est injectif pour obtenir automatiquement que
u est bijectif. Or
xeKeru < u(x)=0, < |ux)[|=0 < |lx[=0 < x=0g
car u conserve la norme, ce qui donne Keru = {0g} donc u injectif, donc u bijectif.
2. On montre que @(E) est un sous-groupe de (Y. £ (E),o).
m  D’aprés la question précédente, G (E) c £ (E).
B O(E) #2 caridg est un endomorphisme qui conserve la norme.
B Soit u,ve@(E). Alors uov™1 € £(E) et pour tout x € E,

oot <o) o710 5 70 <12

donc uov~le@(E).

3. W Supposons ue G(E). Alors pour tout (i, j) € [1, ]2, la conservation du produit scalaire donnée en 1.a per-
met d’écrire
(u(e,)|u(e])] = (e,-|ej) = 51',]'
donc la famille (u(ey), u(ez), ..., uley)) est orthonormale donc libre et contient n = dim E vecteurs : c’est une
base orthonormée de E.
B Supposons que la famille (u(ey), u(ey), ..., uley)) est une base orthonormée de E.

n n
Alors, pour fout x € E, en décomposant x = ) x;e; donc u(x) = Y x;ule;), comme (uler), u(ez), ..., ulen)) est
i=1 i=1
une base orthonormée de E,
n
2 _ 2
lux)l® = _lei
=

et comme (e, ey,..., en) €5t Une base orthonormée de E,
2 2 2
lx)® = lel-.
1=

Donc |u(x)|l = ||x|| et on a bien ue G (E).

Banque CCINP — MP - MPI — 2026 - page 81 sur 115 RETOURNER EN PAGE |



V LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE

Exercice 79 : Algébre
Soit a et b deux réels tels que a < b.

b

1. Soit  une fonction continue et positive de [a, b] dans R. Démontrer que f h(x)dx=0= h=0.
a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans RR.

b
On pose Y (f,g) € E?, (f|g) = f f(x)g(x)dx. Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
a

1
3. Majorer f vxe *dx en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

b
1. Supposons f h(x)dx = 0. Soit H une primitive de la fonction continue k. Alors H' = h > 0 donc H est croissante
a

b
et H(b) - H(a) :f h(x)dx =0 donc H est constante sur [a,b] : Vx€ [a,b]l, H(a) < H(x) < H()=H(a).
a

Alors, sur [a,b], h=H'=0.

b
Donc f h(x)dx=0= h=0.
a

2. Bonne définition Si f,g € E, le réel (f|g) est bien défini.
Symétrie Si f,g<E. (f|g) = (g|f) par commutativité du produit réel.
Bilinéarité Si fi, 2, gc Eet AR, (fi+Af2|g) = (f1|g) +A(f2|g) parlinéarité de I'intégrale, ce qui donne la linéarité
& gauche. Lalinéarité a droite en découle par symétrie.
Défini-positivité
B SifeE, (g|f) =0 par positivité de I'intégrale ;

m etsi(g]f) =0, alors, comme f? est continue, positive, d’intégrale nulle sur [a, b, elle y est nulle et
donc f=0g.

Dono‘ (+]+) est un produit scalaire sur E. ‘

3. Parinégalité de Cauchy-Schwarz, en notant f =,/ et g: x— e™* fonctions continues sur [0,1],

1—e2

[ Ve sax=(rle) <l sl - ¢ folw [ eerax= 2

V1-e2
TR

1
donc f Vxe *dx <
0
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Exercice 80 : Algébre
Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2z-périodiques de R dans R.

2m
1. Démontrer que (f|g) = %f f (1) g (©)dr définit un produit scalaire sur E.
0

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f: x— cosx et g: x— cos (2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u: x — sin? x.

1. Bonne définition Si f, g € E, elles sont continues sur [0,27] et le réel (f|g) est bien défini.
Symétrie Si f,geE. (f|g) = (g|f) par commutativité du produit réel.

Bilinéarité Si fi, >, gc Eet A e R, (fi+Af2|g) = (f1|g) +A(f2|g) par linéarité de I'intégrale, ce qui donne la linéarité
& gauche. La linéarité & droite en découle par symétrie.

Défini-positivité
B SifeE, (g|f) >0 par positivité de I'intégrale;

m etsi(g|f) =0, alors, comme f? est continue, positive, d’intégrale nulle sur [0,2x], elle y est nulle et
donc, par 2z-périodicité, f =0g.

2. F=Vect(f:x— cosx,g:x— cos(2x)) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie donc le projeté ortho-
gonal sur F de la fonction u: x — sin? x est bien défini.

Il s’agit de I'unique fonction he F telle que u—he FL,
Or, par une célebre formule de trigonométrie

1—-cos2x
VxeRR, cos(2x)=1—2sin2x ie sinzsz,

1
donc u= _§ +-.
2 2

€F

L . 1
Vérifions alors que la fonction constante 5 est dans FL.

1 1 [2m 1 21
(—‘f):—f costdt:—[sint] =0
2 4 Jo am 0

1 1 [27 1 [sin27]%7
—‘g =— cos2tdt=—
2 41 Jo 4w 2

0

Doncu=-2+ - et pF(h):—g.
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Exercice 81 : Algébre

On définit dans ., (R) x ./, (R) 'application ¢ par : ¢ (A, A') = tr(ATA’), ol tr (AT A’) désigne la trace du produit
de la matrice AT par la matrice A’. On admet que ¢ est un produit scalaire sur ./, (R).

a b
On note & = , (a,b)e R? Y.
-b a

1. Démontrer que % est un sous-espace vectoriel de ./ (R).
2. Déterminer une base de .

1 1
3. Déterminer la projection orthogonale de j = ( ) sur 71 .
1 1

4. Calculer la distance de j a &.

, a b\[d VP
On a classiguement ¢ , =aa' +bb' +cc’ +dd'.
c d|\c d

0 1
1. & =Vect (IZ,K: ( )) est bien un sous-espace vectoriel de - (R).
-1 0

2. Comme & est un sous-espace de dimension 2 (I, et K sont non colinéaires) en dimension 4, 1 est aussi de
dimension 2.

a b
A= ( ) e F1 siet seulement si p(4, I,) = p(A,K) =0 si et seulement sia+d=0=b—c.
c d

a b 1 0 0 1
Donc &+ = { ( ) (a,b) € IRZ} :Vect(M: ( ),N: ( )) et comme M et N ne sont pas colinéaires,
b -a 1 0

=il
1 0 0 1
M= N = est une base de F1.
0 -1 1 0

0 1
3. Comme j=L+Navec LeZ et Ne 1, pgl(]):N:( )
1 0

(=)

4. D’aprés le cours (et le théoréeme de Pythagore), dUJ, %) = |J - pz || = |pg1 D] = INI = V02 +12 + 12 + 02 donc

dUJ, %) = V2.

Banque CCINP — MP — MPI — 2026 - page 84 sur 115 RETOURNER EN PAGE |


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 18 NOVEMBRE 2025 Il Algebre : exercices 59 & 94

Exercice 82: Algébre

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie » > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique y, de F tel que x - y; soit orthogonal & F et que la
distance de x & F soit égale & ||x - yo|.

a b a b
Pour A= ( ) etA'= ( , ) on pose (A|A')=ad + bl +cc’' +dd'.
c d c

dl

1. Démontrer que (-|-) est un produit scalaire sur ./ (R).

1 0
2. Cadlculer la distance de la matrice A= ( ) au sous-espace vectoriel F des matrices triangulaires supé-
-1 2

rieures.

1. Remarque : On sait bien que (4|A’) = tr (ATA')!
Bonne définition Si A, A’ € .4, (R), le réel (A|A’) est bien défini sans probléme.
Symétrie Si A, A’ e i, R). (A|A') = (A'|A) par commutativité du produit réel.
Bilinéarité Si A}, Ay, A" e 4o (R) et A€ R, (A1 + AA42]A") = (A1|A') + A1(A2|A') en remplagant directement dans |'ex-
pression (ou en utilisant I’expression avec la trace et la transposée). D’oula linéarité & gauche, lalinéarité
A droite en découle par symétrie.

Défini-positivité
B SiAedr), (A|A)=a?+b?+c?+d? >0;

B etsi(A|A)=0, alors, comme il s’agit d’une somme nulle de termes réels positifs, a? = b? = ¢ = d* =0 et
donc A=0;.

1 0 10 0 0 1 0 0 0
2. Onécrit A= ( ) = ( )+ ( ou ( ) eFet ( ) e F* car elle est orthogonale & toute matrice
-1 2 0 2 -1 0

friangulaire supérieure.

oy

Alors | d(A,F) =
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Exercice 83 : Algébre

Soit u et v deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel E.

1.
2.

Soit A un réel non nul. Prouver que si A est valeur propre de uo v, alors A est valeur propre de vou.

X
On consideére, sur E = R [X] les endomorphismes u et v définis par u: P —»f Petv:P—P.
1

Déterminer Ker(u o v) et Ker(vou). Le résultat de la question 1. reste-t-il vrai pour 1 =0?

. Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiére question reste vrai pour 1 = 0.

Indication : penser a utiliser le déterminant.

. On suppose que A #0 et que A est valeur propre de uov. On a donc x # 0 tel que u(v(x)) = Ax. Alors

vou(v(x)) =Av(x).

Or v(x) #0g. sinon on aurait 05 = u(v(x)) = Ax alors que A # 0 et x #0g.
On a donc bien | A valeur propre de vou.

. La notation est trés mauvaise, mais on comprend que u(P) désigne I'unique polyndme de R[X] nul en 1 dont

la dérivée vaut P. On a donc
uov:P— P—-P(1) et Uou:idR[X]:PHP.

Alors‘ Kervou={0kx} ‘ et ensemble des polyndbmes constants.

Donc 0 est valeur propre de uo v mais n’est pas valeur propre de vo u.

‘ Le résultat de la premiere question n’est pas valable pour A =0 sur un espace de dimension infinie.

Supposons E de dimension finie. Alors

0eSpucv < uov¢9YL(E) < 0=detuov=detudetv=detvou < vou¢tG¢L(E) < 0eSpvou.

Le résultat de la premiere question est valable pour A =0 sur un espace de dimension finie.
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Exercice 84 : Algébre
1. Donner la définition d’'un argument d’'un nombre complexe non nul (on ne demande ni 'interprétation géo-
métrique, ni la démonstration de I'existence d’un tel nombre).

2. Soit ne IN*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation 2z = 1 et préciser leur nombre.
3. En déduire, pour n € IN*, les solutions dans C de I'’équation (z+i)"" = (z—i)" et démontrer que ce sont des
nombres réels.

1. Un argument d’un nombre complexe non nul z es’r‘ un réel 6 tel que z=|zlel?.

2. Soit ne IN*, Désignons un nombre complexe z sous sa forme trigonométrique z = rel? ol r = |zl e R*. Alors

=1 e 1l = 1610
=l = 1
=
PRUT RS
T | (car r >0)
=
no = 0 [2m]

r=V¥1=1 (carr>0)

—
2
JkeZ, 9:%

i 2km
— JkeZ, z=¢'"n .

- 2km N s 2km q . q
Remarquons que, pour ke [0,n—1], les e’ » sont deux & deux distincts car — € [0,2n[ et 6 — el est injective
n

sur [0,27x].
Comme le polyndme X —1 de degré n ne saurait avoir plus de racines que son degré, on les a toutes.
Et donc I’'équation z =1 possede exactement n solutions qui forment I'ensemble

Un:{e¥, ke[[O,n—l}]}.

3. Soit ne IN*. On remarque que i n"est pas solution de (z+1)" = (z—i)". Alors

z+i)”
2 =

(z+)"=(z-1)" = -
Z—1

— Jke[0o,n-1], —=e n
V4

< Jke[0,n—-1], z+i=e n (z—1)

= 3kefon-1], (e -1)z=i(e™ +1)
2ik. S~ 2 . . . q .
Or, pour ke [[O,n—l]],e% =1 < k=0.Dans ce cas-ld, I'équation devient 0 = 2i donc ne fournit pas de solution.
Par ailleurs, on réécrit
2ikn ikn ( ikm  _ikm km) ikz
n +1=en (en +e n):Zcos —|en
n

et, de méme,

[l vient

CoS|—

— cot (kn)
kﬂ)—coan e

(z+D)"=(z-1)" < Jke[l,n-1], z=
sin(—
n

ce qui définit | n—1 solutions de I'équation, toutes réelles, ‘ distinctes par injectivité de cotan sur 10, z[.

Remarque : (X +1)" — (X -1)" est un polyndme de C[X] de degré n—1.
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Exercice 85 : Algébre
1. Soient neIN*, Pe R, [X] et aeR.
(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(LX-aX-a? -, (X-a").
(b) Soit r ¢ IN*. En déduire que a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P (a) # 0 et
vke[o,r-1], PP (@ =0
2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polyndme P = X° + aX? + bX et factoriser alors
ce polynébme dans R [X].

) i P(’“J(a) k
1. (a) Comme P est de degré au plus n, Z )~

(b) Soit r e [0,n]. On a donc, avec la question précédente,

‘P(r)(a);ﬁ() et Vke[o,r-1], PR (@) =0

si et seulement si

p(k) (a) . —r

=X-a'Q ou Q= Z et Q@=P7(@#0

Sic’estle ccs,\ a est racine de P d’ordre r. \

Si, réciproguement, \aes’r racine de P d’ordre r,\ alors P s'écrit P = (X-a)"Q avec Q(a) # 0, et les

i (i+1)
ceefficients de Q dans la base ((X_“)l)ie[u ner] sont nécessairement, par unicité, les %, donc
n— rp(z+r) n (k) , '
(a) Z (a) X—akT.
(i+n)! -

i=0

D’aprés ce qui précéde, on a alors bien ‘ P(@)#0 et Vke[0,r—1], P®(a)=0

2. 1 est racine double du polyndme P = X5 + aX? + bX si et seulement si P(1) = P'(1) =0 et P"(1) #£0.
a+b=-1 (1)
OrP(l)=a+b+1,P'1)=5+2a+b et P"(1)=20+2a. On cherche donc a et btelsque { 2a+b=-5 (2
a#10

Ontrouve|a=-4#10etb=3 \ par exemple avec (2) — (1) et 2 x (1) — (2).

On factorise alors P par X(X-1)2 [ P|= X (X* —4X+3)= X(X -1 (X3 + X2+ X -3) = ‘ X(X-1?(X2+2X +3) ‘ qui est
bien une forme irréductible car X2 +2X +3 = (X +1)2 +2 n’a pas de racine réelle.
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Exercice 86 : Algébre : Petit théoréme de Fermat
1. Soit (a, b, p) € Z3. Prouver que si pra=1et pab=1, alors p A (ab) = 1.
2. Soit p un nombre premier.

(a) Prouver que Vke[1,p-1], p divise (Z) k! puis en déduire que p divise (Z)

(b) Prouver que VnelN, n”=n [p].
Indication : procéder par récurrence.
(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que p ne divise pas n= n”~'=1 [p].

1. Supposons pra=1et pab=1.
On a alors des entiers de Bézout u, v, u',v' € Z tels que pu+av=1=pu'+bv'. En multipliant, on obtient

1= (pu+av)(pu' +bv')=px (puu’ + buv' +au'v) +abx (vv')

donc, d'apres le théoréme de Bézout, | p A (ab) = 1.

p
k

2. (a) Soit ke[1,p—-1]. Alors

kKl'=p(p-1)---(p—k+1) est divisible par p.

Or p est premier avec chacun des entiers entre 1 et k < p car aucun de ces entiers n’est divisible par le
nombre premier p, donc, avec la question précédente, p est premier avec leur produit k!, et le lemme

de GauB nous dit que | p divise (’Z)

(b) Montrons par récurrence que‘ vnelN, 2n): n=n [p]. ‘

Initialisation On a bien 0”7 =0=0([p] car p > 2.
Hérédité Soit ne N tel que n” =n [p]. Alors

p p-1
(n+l)p=Z pnkznp+z pnk+15np+l[p]
k=o\k =1 \k

car, d’aprés la question précédente, pour fout ke [1,p—1]. (Z) =0 [p].

En utilisant I'hypothése de récurrence, on arrive bien & (n+1)” = n+1 [p]. ce qui établit la récurrence.

(c) Soit n entier naturel non divisible par p premier, donc tel que nap =1.
D’aprés la question précédente, n? = n [p] donc p divise nP —n=nnP=1-1).

Comme nAp=1, parlemme de GauB, p divise n?~1 -1, donc m
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Exercice 87 : Algébre - Interpolation de Lagrange
Soient ag,ay, -, a, , n+1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si by, b;,---, b, sont n+1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant
degP<n et Vie[o,n], P(a;)=b;.
2. Soit k€ [0, n]. Expliciter ce polyndme P, que I'on notera L;, lorsque

0 si i#k
ViE[[O,n]], b; =

1 si i=k

n
3. Prouver que Vpe[0,n], ) afL;=X".
k=0

1. Le plus simple est d’introduire le morphisme

]Rn[X] N Rn+1
P —  (P(ag),...,P(an))

qui est bien linéaire par linéarité de I'évaluation P — P(a) pour tout a € R, entre deux espaces vectoriels de
méme dimension finie valant n+1.

Sa bijectivité est alors équivalente & son injectivité.

Or P e Ker® < ay,...,ap sont n+1 racines deux & deux distinctes du polyndbme P de degré au plus
n< P= OR[X]'

Ainsi, ® est injectif, donc | ® est bijectif, | ce qui répond & la question.

Autre méthode : le déterminant de ¢ dans les bases canoniques est le déterminant de Vandermonde de
(ap,...,an), NoON nul car les a; sont deux & deux distincts. Ce qui prouve la bijectivité de @.

Une autre maniére de le formuler est d'écrire P = ¢y + c1 X +---+ ¢, X" et de traduire les conditions sur P par le
systeme de Vandermonde
co+apcy +...+alcp=by

Co+anpcy+...+ahcn=by

d’inconnue (¢, ...,cn). Comme les a; sont deux & deux distincts, ce systeme a bien une unique solution.

X—aj]
jel1,n] ik}
[1 (ak - aj)
Jjell1,n] ik}
bj en chaqgue a;, qui convient donc par unicité.

En cas de trou de mémoaire, voir que les a; pour j # k en sont nracines distinctes. Comme Ly doit étre de degré
1

2. Soit k € [0, n]. Classiquement, | Ly = qui est bien de degré n < n et qui prend bien la valeur

auplus n,ils’écrit Ly=1  [] X—a,-) avec 1e R et le fait que Li(ag) =1redonne 1= .
jelLn]\ik) M (%-a)
je[1,n]\ik}

n
3. Soit p € [0,n]. Alors les polynébmes Y “iLk et XP sont de degré au plus n et valent, en chaque ay, tous les
k=0
P

deux a.

n
Par unicité, on adonc| Y aj Ly = XP.
k=0
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Exercice 88 : Algébre
1. Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C). Soit u € £ (E). Soit P € K[X].
Prouver que si P annule u alors toute valeur propre de u est racine de P.
2. Soit ne IN tel que n > 2. On pose E = ./, (R).

L osii=j
Soit A= (ﬂi,j)lgign la matrice de E définie par a; ; = - ]
INJAL Isli#j

Soit u e £ (E) défini par : V M€ E, u(M) = M + tr(M) A.
(a) Prouver que le polynéme X2 - 2X +1 est annulateur de u.
(b) u est-il diagonalisable ?
Justifier votre réponse en utilisant deux méthodes (I'une avec, I'autre sans I'aide de la question 1.).

n
1. Notons P= )’ aka tel que P(u) =0 ). SOit A un valeur propre de u, x # 0 vecteur propre associé. Alors
k=0

n n n
0 =P =Y qu*=Y a (/lkx) = (Z apA | x=P)x.

k=0 k=0 k=0

Comme x #0,

Remarque : u(x) =Ax =Y ke N, u¥(x) =Akx se prouve facilement par récurrence.
2. (a) Soit M€ E=nR).

uz(M) —2uM)+M=u(M+ ({trM)A)-2(M+ (trM)A)+ M
=u(M)+ (trM)u(A) — M —2(tr M) A
=M+ ({trM)A+(trM)A-M-2(tr M)A CartrA=0
:OVL

Donc ‘ X2 -2X+1 est annulateur de u. ‘
(o) m D’apres les deux questions précédentes, la seule valeur propre possible de u est 1.

Si u était diagonalisable, on aurait alors E = Ej (u) = Ker(u —idg) donc u =idg. On peut aussi le voir en
1 (0

représentant u matriciellement : B = P( ) pl=pr,pl=1p,.

© 1
Ce n’est pas le cas par exemple parce que u(l,) = I, + nA# I.

B Onpeutaussisintéresser au polyndme minimal de u : il divise X2-2X+1 = (X-1)2 et n’est pas constant,
il vaut donc X—1 ou (X - 1)2.

Mais comme u #idg, il ne peut valoir X —1.
Donc my, = (X —1)2 nest pas simplement scindé et 1 n“est pas diagonalisable.
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Exercice 89 : Algébre

Soit n e IN tel que > 2. On pose z=¢l .

1.

On suppose ke [1,n—1]. Déterminer le module et un argument du complexe z* - 1.

n-1
2. Onpose S= ) ‘zk—l‘.Montrerque S= =0
k=0 tanﬂ
1. Soit ke [1,n-1]. On factorise
com K 2ik ik ik ik k ik k ik x
(elTn) -1 :eTn —1:eTn (eTH —ean) :2isin(—n)e7n :2sin(—n)el( z +2).
n n
k k
Oro< idl <m donc 2sin(—n) >0.
n n
. o . (km kn =w
Ainsi, | le module de z* -1 vaut 2sin|— | et — + > en est un argument.
n n
2. On calcule

s\ R
n-1 km n=l . 4q n=1. .k 1- elﬁ 2 Ze_iZL
s=3 25in(—)=21m(2 eln) =21m(z (elﬁ) =2Im (—ﬂ) =2Im|——————|=2Im —nn )
k=0 1 k=0 =0 1—eln i J —2isin g%
- . /4 i
calcul rendu licite par le fait que 0 < = <z donc eln #1.
n

On termine la simplification

Im(ie_i%) Im (i T _isin & 7

m (i(cos 75 —isin %)) cosze

S=2 =) =2
T A A
smﬁ smﬁ smﬂ

donc|S=
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Exercice 90 : Algébre - Interpolation de Lagrange
KK désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient a;, ay, as trois scalaires distincts donnés de K.

Kp[X] — IK3 . . ,
1. Montirer que @: est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
P —  (P(a1),P(ay),P(a3))

2. On note (e, e0,e3) la base canonique de K3 et on pose Ve {1,2,3}, Ly = 1 (ep).

(a) Justifier que (L, Ly, L3) est une base de K[ X].
(b) Exprimer les polynébmes L}, L, et L3 en fonction de a;, a, et as.

3. Soit P € K,[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L;, Ly, L3).

4. Application : on se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les trois points A(0,1), B(1,3),
C(2,1). Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

1. | @ est bien linéaire | par linéarité de I'évaluation P — P(a) pour tout a € K, entre deux espaces vectoriels de
méme dimension finie valant n+1.
Sa bijectivité est alors équivalente & son injectivité.
OrPeKer® < ay,az, ag sont 3 racines deux & deux distinctes du polyndme P de degré au plus 2 <= P =0Rx.

Ainsi, ® est injectif, donc | @ est bijectif, | ce qui répond & la question.

Autre méthode : le déterminant de ¢ dans les bases canoniques est le déterminant de Vandermonde de
(ay, ap,as),valant (ax—ay)(ag—az)(a3—ay), non nul carles a; sont deux & deux distincts. Ce qui prouve la bijectivité
de .

Une autre maniére de le formuler est d’écrire P = ¢y + c1 X + ¢, X2 et de traduire la condition sur ®(P) = (by, by, bs)
par le systéeme de Vandermonde

coptaycy+ a%cz =b
co+ascy + a%cl =by
co+ascy + a%cl =Dbs

d’inconnue (cy, ¢1,c2). Comme les a; sont deux & deux distincts, ce systéme a bien une unique solution, ce
qui correspond & la bijectivité de @.

2. On note (ey, e, e3) la base canonique de K3 et on pose Yke {1,2,3}, Ly =0 (ep).

(@) (L1,Ly,L3) estI'image par I'isomorphisme @1 de la base (e, es, e3) de K3,

il s’agit donc d'une base de Ky [X].

_ X-a)(X-as) _ X-a)(X-as) _ X-a)(X-ap)

(a1 - ap)(ar —az)’ 2 (az —ay)(az — a3) 3 (a3 —a1)(az—az)’
Ce sont en effet des polyndmes de degré au plus 2 dont les images par ® sont respectivement (1,0,0) = ey,
(0,1,0) = e> 1 (0,0,1) = e3.

(b) On a classiquement | Ly

3. Soit P e Ky [X].

B P estl'unique polyndme de degré au plus 2 prenant comme valeurs P(ay), P(ap) €t P(as) en ay. az et as,
donc P=®71 (P(ay),P(az), P(a3)) = P(a1)® L(e1) + P(az)® L(e2) + Plaz)® 1 (e3). On a donc

P =P(a)L1 +Plap) Lo + Plag) 3. |

m  On aurait pu voir que ce dernier polyndme est de degré au plus 2, prend comme valeurs P(ay), P(ay) et
P(as) en a1, ay et ag, et conclure par I'injectivité de @ (unicité).
B On aurait pu décomposer P =1Ly + Ay Ly + A3L3 €t frouver 11,12,13 en évaluant en ay, as et as.
4. On chercher Pe Ry[X] tel que P(0)=1, P(1)=3 et P(2) =1.
D’apres ce qui précede,

X-D(X-2) . X(X-2) X(X-1) 1 1
[Pl=1 0= ¥ Taos " e :5(X2—3X+2)—3(X2—2X)+E(XZ—X):
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Exercice 91 : Algébre
0 2 -1
On considére la matrice A=|-1 3 -1|e.43R).
-1 2 0
1. Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que I'on déterminera.
2. La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer, en justifiant, le polynédme minimal de A.
4. Soit n e IN. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X - 1)? et en déduire la valeur de A”.

. ! . R
1. On remargue que la somme des colonnes de A est égale & (%) on devine que la seule valeur propre va étre
1.
On peut répéter cette opération dans le calcul de y 4 :

A =2 1 A-1 =2 1 A-1 =2 1
xaA)={1 A-3 1|=|]A-1 A-3 1|=| 0 A-1 0

1 -2 A |[A-1 -2 A 0 0 A-1

en ayant ensuite retranché la premiére ligne aux deux autres.

On en déduit que y4 = (x-1)3 et

On peut aussi conclure en remarquant que A2 = 24— 1,, et que les valeurs propres sont alors racines de
X2-2X+1=(X-1)2

2. Comme 0¢Sp A, | A estinversible. \

Si elle était diagonalisable, elle serait égale & PI3P~! = I3 donc | elle n'est pas diagonalisable.

3. Si on a déja vu dans la premiére question que (X - 1)2 est un polyndme annulateur, on dit que 74 est un
polynédme unitaire non constant divisant (X - 1)2 et qu’il ne peut valoir X -1 car A # I3 ce qui permet de

conclure |, = (X - 1)2.

Sinon, on utilise le théoreme de Cayley-Hamilton : y 4 annule A donc est divisible par 4 qui peut alors valoir
X-1,(X-1)? ou (X-1)3. On élimine comme X—1 car A # I3 et on calcule (A-I3)? = 03 ce qui permet de conclure

4. Par division euclidienne, X = (X -1)2Q+R ol degR <2 donc R=aX+b avec a,be R.
En évaluanten1,ontire 1" =1=R(A) =a+b.
En dérivant puis évaluant en 1 - 1 est racine double de (X - 1)2 — on obtient n1%~1 = R'(1) = b.
Doncb=n,a=1-netR=1-nX+n.

En évaluant la division euclidienne en A, on tire = 7 A(A)Q(A) + R(A) = R(A) =
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Exercice 92 : Algébre
Soit ne IN*. On considére E = .4, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose V(A B) € E2, (A, B) = tr (AT B) ol tr désigne la frace et AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que (.,-) est un produit scalaire sur E.
2. On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque AT = —A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(a) Prouver que E=S,(R)e Ay (R).
(b) Prouver que A,(R)* = S,(R).
3. Soit F 'ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F.

1. On peut soit utiliser les propriétés de la frace sur la premiére forme (A, By = tr (AT B), soit écrire une deuxieme
forme

n = n
(A,B) =j; 4 B]j,j =];

n
l; [AT]j,ibi’j) = Z a,-,jb,',j

1<i,j<n
P N . . 2
et rédiger comme avec le produit scalaire canonique de R™".

Bonne définition Quelle que soit le forme de (A, B), si A, Be .4, (R), le réel (A, B) est bien défini sans probléme.
Symétrie Si A,B e 4, (R), (A B) = (B, A) par commutativité du produit réel avec la deuxiéme forme. Avec la
premiére forme, on peut écrire

(A,B)=tr(ATB)=tr((ATB)T) =tr (BT A) =(B, A).

Bilinéarité Si A,B,B € .4, (R) et 1 € R, avec la premiére forme, la linéarité & droite découle de celle de la
frace :
(A,B+AB'y =tr(AT(B+AB")) =tr (ATB) + Atr (ATB') = (A, B) + A(A, B').

Avec la seconde forme,

<A,B+AB’) = Z a,-yj (bi,j+lb;"j) = Z aiyjbiyj+/l Z ai,jb;-'j = (A,B>+/1<A,B,).
1<i,j<n 1<, j<n 1<i,j<n
Ensuite, comme toujours, la linéarité & gauche en découle par symétrie.
Défini-positivité Cette fois, difficile de se passer de la seconde forme. Soit A e .4y, (R).

_ 2 .

B (AM= )} a;;>0;
1<i,j<n
B etfsi(A,A) =0, alors, comme il s’agit d"une somme nulle de termes réels positifs, ¥ (i, j) € [1, n]?, al?j =0
et donc A=0y.

Donc ‘ (-,-y est un produit scalaire sur E.

2. (a) Remarquons que le résultat découle de la question suivante (car A, (R) est de dimension finie) mais ce
n’est pas la logique de I'énoncé.
Le plus rapide pour obtenir cette supplémentarité classique est d’utiliser une symétrie.
T:M— MT est involutive (ToT =idg) et linéaire : il s'agit donc d’une symétrie sur Ker (T —idg) = Sp(RR)
parallélement & Ker (T +idg) = A, (R). On a donc| E = $,(R) ® A, (R). \
Remarque : On peut aussi raisonner par analyse-synthése pour trouver explicitement I'unique décom-
position d’une matrice en partie symétrique et partie antisymétrique, ou alors utiliser un argument de
dimension et le fait que I'intersection soit réduite & la matrice nulle, mais ¢ ’est (un peu) plus long et moins
élégant. De plus, notre argument justifie aussi le fait qu’on ait des sev méme si ¢’est admis par I’énoncé.

(b) Soit Se€ S, (R) et Ae A,(R). Alors (S, A) =tr (ST A) =tr (SA) d’une part, et, d'autre part

(S,A)=(A,S) =tr(ATS) = —tr (AS) = —tr (SA) = — (S, A)

donc (S, A) =0 et, par suite, S,(R) < Ap(R)*.
On conclut avec les dimensions : dim S, (R) = dim E — dim A, (R) = dim A, (R)* par la question précédente
et la supplémentarité de A, (R) et A, (R)L.

Donc \ Ap@R)* =S, (R).
3. En utilisant une base de F constituée de matrices élémentaires et la deuxieme forme,

MeFt < vie[L,n], (M,E;;) < Vie[l,n], m;;=0

Donc ‘ Fl est I'ensemble des matrices de ., (R) & diagonale nulle.
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Exercice 93 : Algébre

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u ¢ £ (E) tel que 1+ u?+u = 0. On notera Id 'application
identité sur E.

1. Montrer que Imu® Keru = E.
2. (a) Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynémes.
(b) En déduire que Im u = Ker (u? + u +1d).
3. On suppose que u est non bijectif.
Déterminer les valeurs propres de u. Justifier la réponse.
Remarque : les questions 1., 2. et 3. peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

1. La formule du rang donne déja dim (Im u) + dim (Ker «) = dim E.
Prenons y e ImunKeru. Alors on a x € E fel que y = u(x) et u(y) = u?(x) = 0g, donc u3(x) = u(u?(x)) = 0.
Ainsi, 05 = 13 (x) + 12 (x) + u(x) = u(x) = y.
Donc ImunKeru = {0g}.

Finclernent, [mus Keru =]

2. (a) Si P et Qsont deux polyndmes premiers entre eux, alors

‘ Ker(PQ)(u) = Ker P(u) ® Ker Q(u). ‘

(b) Onremarque que X3+ X2+ X =X(X?>+X+1) avec XA (X?+X+1)=1.
Donc, par le lemme de décomposition des noyaux, E = Ker (u® + u? + u) = Keru @ Ker (u? + u +1d).
En passant aux dimensions, dimKer (2 + u +1d) = dim E - dimKer u = diimIm u.
Il reste & montrer une inclusion pour conclure.
Or, si yeImu, on a x€ E tel que y = u(x) et alors

(u2 + u+Id) (u(x) = [uz e+ u) (x)=0g

donc x € Ker (u? + u +1d)

donc Im u < Ker (u? + u+1d) et ils sont méme dimension : | ils sont égaux.

3. Comme u est non bijectif, 0 € Sp u.
On sait par ailleurs que les valeurs propres sont parmi les racines réelles — K = R ici — du polyndme annulateur

X3+X2+X=X(X2+X+1).

Mais (X2 + X +1) n'a pas de racine réelle. Donc | Sp(u) = {0}.

Remarque : on a aussi Spg (u) {O,jj}.
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Exercice 94 : Algébre

. . x = 5 [6] . .
1. En raisonnant par I’absurde, montrer que le systeme (S): { n’a pas de solution appartenant a

x = 4 [8]
Z.
2. (a) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.
(b) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Soit c € IN.
Prouver que (alcetb|c) < ablc.

x = 6 [17]

3. On considére le systéme (S) : { x 5 [16] danslequel I'inconnue x appartient a Z.

X

4 [15]

(a) Déterminer une solution particuliére x, de (S) dans Z.
(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme ().

1. Soit x un entier tel que x=5 [6] et x=4 [8].
On aalors k, ¢ € Z tels que x =5+6k =4+ 8k ce qui imposerait que x soit & la fois pair et impair. C’est absurde.

= 4 [8]

= 5 [6]
(S) :{ * n’a pas de solution appartenant & Z.
X

2. (9) ‘ Des entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe u, v e Z tels que au+ bv =1.

(b) On a déja que ablc = alc et blc par définition de la divisibilité (et sans utiliser I'hypothése de primalité
relative de a et b.)
Réciproquement, supposons que alc et blc. Donnons-nous deux entiers de Bézout u et v tels que
au+bv=1. Alors
c=acu+cbhv

avec b|c donc ablacu et alc donc ab|cbv, et, finalement, ablc.

Ona mon‘rré‘ (alcetblc) < ablc ‘ et c’est encore valable pour ce Z.

3. (a) On«remarque » que ‘ xo = —11 est solution particuliere.

)

x = -11 [17]
()= x = -11 [16]
x = -11 [15]

< x+11 est simultanément divisible par 15,16 et 17

avec 15, 16 et 17 deux & deux premiers entfre eux. Par une extension de la question 2. & tfrois entiers (ou
une double utilisation de cette question en remarquant qu’on a aussi 15x 16 A17 = 1 pour la deuxiéme),
on en déduit que

(S) < 15x 16 x 17 = 4080 divise x+11.

Les solutions sont donc les| x = —-11 [4080].

Remarque : le théoréme des restes chinois du cours permet directement d’écrire (S) < x=—11 [4080]
connaissant —11 solution particuliére et car 15, 16, 17 sont deux & deux premiers entre eux. On nous
demande de le redémontrer ici.
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m PROBABILITES : EXERCICES 95 A 112

Exercice 95 : Probabilités
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.
1. Un joueur tire successivement, avec remise, cing boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.
(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que I'on tire simultanément 5 boules dans I'urne.
(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loide Y.

Am AT 5 af . . 5 2 1. .
1. (9) lIs’agit d'une répétition d’expériences de Bernoulli de méme paramétre p = ol indépendantes dont

N s 4
on cherche le nombre de succés. D'aprés le cours, | X ~24(5,p), E(X)=5p=1et V(X) =npl-p) = =

(o) Y=2X-3(5-X)=5X-15. Donc’ Y(Q) ={5k-15,ke[0,5]} ‘e’r, si ke[o,5],

k/\5) \5 k| 55 °

s T

De plus, par linéarité, | B(Y) =5EX) -15=-10 | e’r\ V(Y) =52V (X) = 20. \

2. (9) | X =[0,2] | et en prenant comme modéle Q = 25(%4) (parties A 5 éléments) ou 4 est I'ensemble des

) 10 10!
boules, « = 2(Q) et P uniforme, avec |Q| = ) :

(5h2
B (X=0) estlecasouilny aque desboules noires (5 parmi 8) donc

8 8
5.8 4.5 |2
Pa—ol- -6 58 45 j2
(10) (150] 31-100  9-10 |9

5

5 _

B (X=1) estlecasouiln’y aqgu’une seule boule blanche parmi 2 et 4 boules noires parmi 8 donc
8
B 2-(5)%-81 2.25 |5
P(X=1)|= lf;*): OY” 8 =[=
(D) @h2-100 9-10 |9
B (X=2) estlecasouiln’y ales deux boules blanches, iln"y a donc & choisir que 3 boules noires parmi

8 donc N
(3) 2
]P(XZZ) ZWZ]P(X:O): 5

5)

oudlors P(X=2)=1-P(X=0)-P(X =1).
(b) On afoujours Y =5X —15. Donc| Y () = {-15,-10,-5} | et

IP(Y:—15)=IP(X:0)=§ IP(Y=—10):IP(X=1)=3 IP(Y=—5):IP(X:2):§
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Exercice 96
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN, de loi de probabilité donnée par : vne IN, P(X = n) = p,. La

+00
fonction génératrice de X est notée Gy et elle est définie par Gx (1) =E [tX] = Y p,t".
n=0

1. Prouver que l'intervalle | - 1,1[ est inclus dans I'ensemble de définition de Gy.
2. Soit X; et X, deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans IN. On pose S = X; + X».
Démontrer que Vrel-1,1[, Gs(t) = Gx, (1)Gx, (1)
(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres.
(b) en utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice par Gy (t) = E[tX].

Remarque : on admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable & » variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans IN.

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une boule numérotée
2. Soit n e IN*. On effectue n tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans ce sac.
On note S, la somme des numéros tirés.
Soit r €] -1,1[. Déterminer G, (1) puis en déduire la loi de ;.

+00
1. Comme )’ p, converge (vers 1), le rayon de convergence de la série entiere ) p, " est au moins égal & 1,
n=0

donc‘ I'intfervalle 1 -1,1[ estinclus dans I'ensemble de définition de Gy. ‘

2. (a) Lesséries entieres ayant foute un rayon de convergence au moins égal a 1, on peut effectuer un produit
de Cauchy (de rayon de convergence au moins égal a 1 aussi) et écrire, pour re] - 1,1,

+oo [ n 18
=Z(ZIP(X1=k,X2=n—k))t” S=m=|]X1=kXo=n-k
n=0\k=0 k=0
+00 n
=% (Z PX =kbPX2=n- k)) " par indépendance
n=0\k=0
+00 +00
= ( Y P(X;=n) t”) ( Y PX2=n) t”) par produit de Cauchy de séries entiéres
n=0 n=0

=| Gx, ()Gx, (1)

(b) Comme X; et X, sont indépendantes, c’est aussi le cas, pour re]-1,1[, de X1 et X2, On a donc

(G- B[] [ %] B[ B[ | G0

3. Soit, pour i € [0,n], X; la variable aléatoire du numéro de la boule tirée au i® tirage.

. . L 1 1 1
Alors les X; sont des vaiid de fonction génératrice r— 173 r+ 1 2.

n
D’aprés ce qui précéde, S, = ) X; est de fonction génératrice
i=1

+ =+

1 1 1.\ (1+2t+2)" | a+p2n
‘GSn = (GXl‘)n:t'_’ ‘( —tz) = ( ) = 0

472 4 an 4n
2n (21?)
Par la formule du binéme de Newton, Gs, : t— Y 4—ntk.
k=0
G (2n) (1)K (1)2n-k 1
Donc S, () =[0,2n] et pour tout ke [0,2n], P(S, =k) = 2 ezl 3 | Sn~%B|2n, 3/
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Exercice 97 : Probabilités
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans IN? dont la loi est donnée par

1 j+k
(j+k —)

Y(j, k) eIN?, P((X,Y)=(j,k)= i

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
2. Prouver que T [2X+Y] existe et la calculer.

1. D'apres I’'énonceé, \ X(Q)=Y(Q)=N.

Soit j € IN. Par application de la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements
(Y = k) e . ON calcule

P(x= ')—ioIP(X— j Y—k)—JioM
! k=0 : f=oej'ki2itk
+00 +00
= .1 , (j Y L+ Y _ en reconnaissant des séries exponentielles donc
ejt2/ " jZo K2k 5 (k- 1r2k convergentes et en démarrant I'indice de la
1 (. 1\t q/k deuxieme somme & 1 pour ne pas écrire de facto-
= 2 ( 5) L rielle de nombre strictement négatif, le terme pour
. =0 8 Py
k=0 étant nul.
_2i+l
= —€
ejl2j+1
o 2j+1
 Vejt2i+l
T ans A 2j+1 2k+1
Ainsi, par symétrie des roles, | V (j, k) € [1,n]?, P(X=j)= W etP(Y=k)= W
: (S,

On remarque que P((X,Y) =(0,0)) =0 # P(X =0)IP(Y =0) donc ‘ X et Y ne sont pas indépendantes.

2. L'espérance E[2X*Y] de la variable aléatoire 2X+Y réelle positive existe toujours dans [0, +ool.
Montrons qu’elle est finie et calculons sa valeur.
Par la formule de transfert puis symétrie des roles, dans [0, +oo],
Jtk 1

. T J k1_2 J
E[2X*Y|= ¥ P@x =@ 2itt=c ¥ o=l Y e ¥ =2 Y
[ ] (j,l)e N2 € (j,kpeN? Jjlk! e (j,})eIN? j'k! (j,l)e N2 J'k! € jeme jlk!

Par théoreme sur le sommes doubles produits dans le cas positif,

E[wa]:g(f;‘)(f%):%

€\j=o0 i k=0

+00 1 +001
Z —(j—l)!) Z E =2e< +00

j=1 k=0

Donc | 2X*Y est d’espérance finie égale & 2e. ‘
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Exercice 98 : Probabilités

Un secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.
On admet que les 1 appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (ot p €10,1]).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.
1. Donner la loi de X. Justifier.
2. Le secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n - X correspondants qu’il

n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i € [0,n]. Déterminer, pour ke IN, P(Y =k | X =1).
(b) Prouver que 7 = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.
.. - )z P n—i\ln k\[n
Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, I’égalité suivante : eilli 1= e )
(c) Déterminer I'espérance et la variance de 7.

1. Il s'agit d'une répétition de n expériences de Bernoulli de méme paramétre p indépendantes dont on

cherche le nombre de succes. D'apres le cours, | X ~ B(n, p).

2. (a) Ensupposant I'événement (X = i) réalisé, on se retrouve de nouveau dans une situation de nombre de
succes de n—i expériences de Bernoullide méme parameétre p indépendantes. Donc, pour la probabilité
conditionnelle Px-;, Y suit une loi binomiale de parameétre (n—i, p).

n—i

Ainsi,| pour ke N, P(Y =k | X =) :( )pk(l—p)n_i_k (qui est nul si k> n—1i).

k
(b) Z correspondant au nombre total de correspondant ayant répondu, | Z(Q) = [0, n]). | Soit k € [0, n].
En utilisant la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ((X = i))iE[[Ln]
associé d X,
n k
P(Zz=k) = ZIP(X:i)lP(Z:klxzi): ZIP(X:i)IP(Y:k—i | X=1i) Onao<Xx<kety=2-X.
i=0 i=0
_&(n i1 pyn=i n—i k=i _ pyn-Fk
P23 U] LA Y p
k(k\(n) 2n—i—k
= |[; pr-p T Formule admise.
izo\i)\k
_ [Pk p)Zn_ki k ( 1 ) =
k —o\ij\1-p
=|"|pka - p2n-k (1 + L)k Binome de Newton
k 1-p '
-k
= Z) (p-pn¥(a-pr)"

avec p2-p)+(1-p)?=1. Donc ] Z~%B(n,p2-p)). ‘
(c) D’aprés le cours, | E(X) =np2-p) | et ’ V(X)=np2-pQa-p?. ‘

Remarque : pour prouver la formule admise imaginons devoir choisir dans une ville de n habitants, k conseillers
municipaux et, parmi ces conseillers, i adjoints.

B On peut choisir d’abord les k conseillers parmi n habitants de Z maniéres différentes puis i adjoints parmi

les k conseillers de (I;) maniéres différentes ce qui laisse au fotal (lf) (Z) choix possibles.

B On peut aussi choisir d’abord les i adjoints parmi n habitants de ’: maniéres différentes puis k — i autres

conseillers parmi les n—i habitants restant de (Z: ;) maniéres différentes ce qui laisse au total (Z - l) (n) choix

possibles.
On a compté deux fois la méme chose, d’ou la formule.
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Exercice 99 : Probabilités

1.
2.

Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Soit (¥,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et et telle que Vne N, Y, € I2.
n

Onpose S, = Y Y;.
=il

Prouver que
Vi(Yy)

na2

YV a€]0,+oo], IP(

ﬁ—E(Yn'w)s
n

. Application

On effectue des tirages successifs, avec remise, d’une boule dans une urne contenant 2 boules rouges et 3
boules noires.

A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir & plus de 95% que la proportion de boules rouges obte-
nues restera comprise entre 0,35 et 0,45?

Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure I'issue du ie tirage.

. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X € L? une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre 2, a > 0.

V(X)

P(X-EX)>a)< —5
a

c’est-O-dire, en notant m I’'espérance de X et ¢ son écart-type,

o2
]P(IX—m|>tl)<?

Loi faible des grands nombres
On remarque que, comme les Y, sont identiquement distribuées,

B parlinéarité, E(S—") =EM);
n

B parindépendance, V(S—") = V(SZ") _ Yo
n n n

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,

V(Y1)

2By —
na

S
J
n
Application
On considére la suite (Y;,) de variables aléatoires de Bernoulli ou Y, mesure Iissue du ne tirage : Y, (w) =1 si la

>a)<

n® boule tirée est rouge, 0 sinon. Ainsi, dans notre contexte, v, ~ 4 (5) est les v, sont indépendantes car les

2 2 6

tirages le sont, E(Y,)==-=04etV(Y,)==-—= —.

g (Yn) 5 (Yn) N
> 0,05) <0,05.

S
On cherche n tel que IP( 7" -04

, . ) L. ) ) - 6/25 , <
D’aprés la question précédente, il suffit de choisir n tel que 0052 <0,05 c’est-a-dire
n-v,

6/25
n>
(1/20)3

=6-42.20=1920.
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Exercice 100 : Probabilités
Soit A €10, +oo[. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans IN*. On suppose que

VneN*, P(X=n)= #
nn+1)(n+2)
1

x(x+Dx+2)"

—

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle r définie par R(x) =

2. Calculer A.
3. Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.
4. X admet-elle une variance ? Justifier.
. . a b c 1 1 1
1. Par la méthode habituelle, on trouve R(x) = -+ —+ —aveCa= ———=—, b= ———— =1 et
) . x x+1 x+2 0+1)(0+2) 2 -D(-1+2)
T2y 2
2. 0 R o
. On cherche A tel que ———— =1. Or, par télescopage,
g n; nn+1)(n+2) P Pag
uED 1 TED M 1l 1 1 too (1 1 1 1 1 1(1 1 1
e e e e e e e
— nn+1)(n+2) =\2n n+1 2(n+2) =\2\n n+l 2\n+1 n+2 211 1+1 4

Donc .

3. Comme X est & valeurs réelles positives, elle admet une espérance dans [0, +oco]. On va montrer qu’elle est
finie et la calculer.

Dans [0, +o0], On calcule par décomposition en éléments simples et télescopage

+00 an +00 1 +00 1 1 1
IE(X)ZZ—=4Z—:4Z( - ):4 — 0| <+o0
=1 nn+1)(n+2) =1 (n+D(n+2) pm\n+l n+2 1+1

Donc | X est d’espérance finie égale & 2. ‘

4. On cherche & savoir si X € L2 ¢’est-a-dire, par théoréme de transfert, si (P(X = n)n?) .+ €st sommable ¢’est-
a-dire si la série de terme général P(X = n)n? = ————— est absolument convergente.
(n+1)(n+2)

4n 4 A A 1 , :
— est un ferme général de série divergente, donc | X n’‘admet pas de variance.

oro ——~
(n+1)(n+2) n
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Exercice 101 : Probabilités

Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.

A linstant =0, il se trouve au point A.

Quand il a épuisé I'’eau du point ol il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux autres points
d’eau.

Leau du point qu’il vient de quitter se régénére alors.

Soit n e IN.

On note 4, I'événement «I’animal est en A aprés son r® trajet».
On note B,, 'événement «I’animal est en B aprés son 1€ trajet».
On note C,, I'événement «I’animal est en C aprés son € trajet».

On pose P(Ay,) = an, P(By) = by, et P(Cy) =cp.

1. (a) Exprimer, en le justifiant, a,.; en fonction de a;, b, et c;.
(b) Exprimer, de méme, b, et ¢+ en fonction de a,, b, et ¢,.

0 12 1/2
2. On considére lamatrice A=| 112 0o 12

/2 12 0

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.
1 . . >
(b) Prouver que > est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de ./ (R) telles que D =P~ AP.
Remarque : le calcul de P~! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a;,, b, et ¢, en fonction de
n.
Remarque : aucune expression finalisée de a;,, b, et ¢, N’est demandée.

1. (Q) (Apn, By, Cp) est un systeme complet d’événements donc d’aprés la formule des probabilités totales

P(Ap+1) =P(An+1 | An)P(An) + P(Ans1 | Bu)PBn) +P(Aps1 | Cu)P(Cp)

1 1 , . 1 1
donc a1 =0a, + Eb” + EC" c'est-a-dire | a1 = Eb” + EC”'

~ 1 1 1 1
(b) De méme, bn+1:§an+§cn et cn+1:§an+§bn.

2. (a) Aestsymétrique a coefficients réels, donc | elle est (ortho)diagonalisable ‘ par théoréme spectral.

(b) rg(A+ %13) = rg(% @ i i)) =1, donc | -1 est valeur propre de A et dimE_y/,(4) =2.

) s 0 0 1 0
Comme dans cette matrice, les colonnes vérifient C; — C3 = (8) etC,-C3= (8], ( 01) [ 11] € E_y/,(A) ef sont

indépendants donc | E_y/,(A) :Vect((_(l)lj (_(1]1))

oo . 0
Remarque : On peut aussi résoudre le systeme (A— %Ig) (f] = (8) = X+y+z=0<= z=-x-}y.
Z

N 1 P . .
(c) Puisque -5 et valeur propre double de A ef tr(A) =0, on en déduit que 1 est une valeur propre simple de
-11/21/2 Lo 0 1
A Or A—Ig=|12 -112| vérifie C1 + Co + C3 = (o) donc [1] € E1(A).

1/2 1/2 -1 0 1

; . o 1 1 . .
On aurait aussi pu voir directement sur A que A(%) = (%) ce qui donne directement la valeur propre 1 et
un vecteur propre associée.

Ainsi (@)(_(I)IJ( ? )) est une base diagonalisante de A : on pose | P =(

Yt e

10 10 0
0 1Je’rD= 0-12 0 |,|etona
-1-1 0 0 -1/2

alors D= P~ AP.

an an
3. D’apres la question 1., pour tout ne N, (bnil) = A(bn) et donc, par récurrence (suite géométrique),

Cn+1 Cn

an ag 1 0 0 1
vneN, [ b, |=A" b |=Pl0 u2n o [PYo
cn co 0 0 (-1/2)" 0
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Exercice 102 : Probabilités

Soit N e IN*. Soit p€]0,1[. On pose g=1-p.

On considére N variables aléatoires X1, X,,---, Xy définies sur un méme espace probabilisé (Q,«,P), indépen-
dantes et de méme loi géométrique de paramétre p.

1. Soit i € [1, N]. Soit ne IN*. Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
2. On considére la variable aléatoire Y définie par v = ) én-iEN(Xi) c’est-a-dire Yo € Q, Y (w) = min (X3 (w), -+, Xy (W),
\l\
min désignant « le plus petit élément de ».

(a) Soit ne IN*. Calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnditre la loi de Y. En déduire E(Y).

1. Soit i € [1, N]. Soit ne IN*.
En inferprétant X; comme loi d’un premier succées dans la répétition d’expériences de Bernoulli indépen-

dantes de paramétre p ce quine nuit pas a la généralité car les probabilités demandées ne dépendant que
de laloi de X;, I'événement (X; > n) correspond & avoir n échecs sur les n premieres répétitions donc

PX;>m=q"etPX;<n)=1-P(X;>n)=1-q".

Notons que les résultats restent valables pour n = 0.
Cela se retrouve par le calcul :

n n 1 n—1 k 1_qn
PXi<m=) PX;i=k=) pq =p) q =p—-=1-4"
k=1 k=1 k=0 q

puis P(X; >n)=1-P(X; <n)=q".
2. (a) Soit ne N*. Par indépendance et avec la question précédente,

N N
=IP(i(:]1(Xi>n))=lHl]P(Xi>n)=

Donc : 1-P(Y>n) : puis
:IP(Y> n-1)-P(Y>n)= q(nfl)N_qu:‘ q(n_l)N(l—qN). ‘

(Calcul encore valable sin=1.)

(b) Avec Y(Q) =IN*, on reconnait m

N 1
D’apres le cours, IE(Y)=1

N
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Exercice 103 : Probabilités
Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (Q, <7,1P) un espace probabilisé.
1. (a) Soit (A;,12) € (10, +ooD?.
Soit X; et X, deux variables aléatoires définies sur (Q, <7, P).

On suppose que X; et X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de parameétres respectifs 1;
et 1,.

Déterminer la loi de X; + X».
(b) En déduire I'espérance et la variance de X; + X».
2. Soit p€10,1]. Soit 1 €10, +ool.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, o7, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de parameétre A.

On suppose que X(Q) = IN et que, pour tout m € IN, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi
binomiale de parameétre (m, p).

Déterminer la loi de X.

1. (@) Ona (X1 +X2)(Q) =N et pour fout ne N,

n n
PXi+Xo=n=) PXi=kXp=n-k _=_ Y PX1=bPCL=n-k
k=0 XXz (2o
k -k
_ i 6—11’1_16—12 Ay
= k! (n—k)!
—(

B e A+A2) n n Akﬁn—k B e—(ﬂ,l +12) (/’ll +12)l’l
- n! k7172 T n!
! =0 !

par la formule du bindme de Newton. Donc \ X+ Xo ~ P(A1 +A2).

(b) D'aprées le cours, | E(X; +X2) = V(X1 + X2) = A1 + A2 ‘ (ce qui se retrouve linéarité de I'espérance et indé-
pendance, respectivement.)

2. On a déja X(Q) =IN. soit ne IN.
En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Y = m)) ,,,en 9ssOCié O

Y,
+00
PX=m=) P(X=n|Y=m)-PY=m)
m=0
+00 /lm
=) (m)p”(l —p)re A probabilité nulle si > m
m=n\n m!

_ AR A Aa-pym

B n =, (m-n)

—eh Ap)™ 2 Aq-pH™
n!

série exponentielle
m=0 m!

—eh Ap)" A=p)
n!
n
- e—ﬂp%
n!
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Exercice 104 : Probabilités

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’'une boite formée de trois compartiments identiques égale-
ment numérotés de 1 & 3.

On lance simultanément les » boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui @ chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de comparti-
ments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.
2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

3. (a) Calculer E(X).
(b) Déterminer la limite de E(X) lorsque n — +co. Interpréter ce résultat.

1. | X(Q) =1{0,1,2}.

2. Premiére méthode

(a) On modélise I'expérience avec Q=11,2,3}", o = 2(Q) et P probabilité uniforme.

X=2 3 1
AlOTS (X =2) = {(1,..., 1), 2,...,2), B,...,3)} 6t [P(X =2 |= 1 = ) =37 7| gat-

(b) Alors (X =1) contient tous les n-uplets composés d’exactement 2 valeurs. Il y a

B 3 choix possibles pour la valeur qui n’apparaft pas,

B puis 2" -2 choix possibles pour toutes les composantes : 2 pour chacune mais il faut enlever les 2 cas
ou il n"y aurait qu’une seule des deux valeurs, comptée dans le cas (X = 2).

o (X=1| 3(2"-2) |2"-2 3n-l_2m 4]
Ainsl, [P(X=1) |= o = g | gt O [P =0 1-PX=1)-PX =25 ——5—.

Deuxiéme méthode

(a) Notons, pour i € [1,n]. B; la variable aléatoire du huméro du compartiment dans lequel se trouve la
boule numéro i. Les B; sont des vaiid de loi uniforme sur {1,2,3}. Alors

P(X=2=P®B;=1,...,Bp=1)+PB;=2,...,B,=2)+P(B; =3,...,B, =3)

n
PB;=2)+[[PB;=3) indépendance

n
IP(Bl' =1+
=il 1 i=1

n

1

1

1 n
=8 (5) le 3 correspond aussi au choix du compartiment non vide

1
donc PX=2)= 3}1——1

(b) Pourlecas (X>1)=X=1)u(X=2),ily aftrois choix possibles pour le compartiment restant vide.
On peut faire une disjonction de cas suivant le nombre k € [1, n—1] de boules allant dans le compartiment

non vide de numéro minimal. La compartiment vide étant fixé, il y (Z choix possibles des boules dans

le premier compartiment non vide. Ainsi

vaeosE L Gl

1" comp. 2° comp.

2n_2 3n-1_pn 4
donc|P(xX=1)= e et PX=0)=1-P(X=1)-P(X=2)= T

n n
3. (@) [EQ)F0-P(X=0)+1P(X=1+2-P(X=2)= 2 =3(%).

(b) et donc|E(X) 0.

n—+oo

Lorsque le nombre de boule devient trés grand, en moyenne, aucun comparfiment ne restera vide.
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Exercice 105 : Probabilités
1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).

Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut %

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés.

On lance ce dé et on obtient le chiffre 6. Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?
(b) Soit ne IN*. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés.

On lance ce dé r fois et on obtient # fois le chiffre 6.

Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé ?
(c) Déterminer la limite de (p;). Interpréter ce résultat.

1. Soit (Q,«/,P) un espace probabilisé.

Si B est un événement non négligeable et si (4;);¢; (U I est fini ou dénombrable) est un systéme complet ou
quasi-complet d’événements non négligeables, on a

Viel P(A; | B) = L B1ADPA)
' l Z P(B | Ak)IP(Ak)'
kel

Preuve : Soitie I.
P4, | B) = P(A;NB) _ P(B | A)P(Ay) _ P(B | A)IP(Ay)
! P(B) P(B) Y P(B | AP(Ay)
kel
en appliquant au dénominateur la formule des probabilités totales avec le systeme complet ou quasi-

complet d’événements (4;)e;.

2. (a) Notons T I'événement «le dé choisi est pipé » et A I'événement « On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».

On demande de calculer P(T | A).

o = o 0,803 P 25 1
Le systéme (T, T) est un systéme complet d’événements non négligeables, avec P(T) = o et donc

- 3 .
lP[T) =7 Alors, d’apreés la formule de Bayes, on a

P(T | A) = P(A| T)IP(T) _

PA| T)P(T)+IP(A | T]IP(T]

N |~
=N | =
O [ | =
X
W
N |~

1
donc |P(T | A) = >
n

(b) Pour ke[1,n], on note A I'événement «on obtient le chiffre 6 au k© lancer » et on pose B = [ Ay.
k=1
On cherche & calculer p, =P(T | B).

Toujours avec le systéeme complet d’événements (T,T), d’apres la formule de Bayes,

[2) >3
2 x=
pn=P(T | B)= PB| NPT _ 2 4 _ 1

PB | T)P(T)+P (B | T)P(T) (l)"xi%é)"xz “3”-1.

Donc|VneIN*, p, = 7

1+ )

(c) Donc| pn

1. | Cela signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n‘obtient que

n—+oo

des 6 sur ces lancers alors il y a de trés fortes chances que le dé firé au hasard au départ soit pipé.
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Exercice 106 : Probabilités

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et & valeurs dans IN.

Elles suivent la méme loi définie par

VkeN, P(X=k =P(Y =k = pg*

oupelol[etg=1-p.

On considére alors les variables U et v définies par U =sup(X,Y) et V = inf(X, ).

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Déterminer la loi marginale de U.

On admet que V(Q) =IN et que Vne N, P(V = n) = pg?"(1 + ).
3. Prouver que W =V +1 suit une loi géométrique. En déduire 'espérance de V.
4. U et vV sont-elles indépendantes ?

1. Onal| (U, V)Q =1, /) eN?, 0< j < il

Soit (i, j) e IN2 tel que 0 < j < i. Alors
PU, V)=, )=PU=i,V=)=PX=i,Y=)+PX=jY=1)

par disjonction de cas, le fait que i # j assure que ces cas sont bien disjoints.
Par indépendance, symétrie des roles et définition des lois de X et v,

P(U,V) = (G, ) =2(pa') (pa?) = 2p?q™

Lorsque i =j,
) X
P(U,V) = (0,i) =P(X =i,V =) = (pq') = p*q*

Finalement,

2p2qi+j sio<j<i;
P(U, V)= (i, ) =4 p?q*  sii=j;
0 sinon.

2. Ona|U@Q) =IN|et, siielN, en utilisant la formule des probabilités fotales avec le systeme complet d’événe-
ments (V= j) jew associe a V,

. i-1 . )
PWU=i=) PWU=iV=j=Y 2p°q"" +p*q*
j=0 j=0

-1 .
:szql Z q]+p2q21
j=0
l—qi
I-q

—2p2q + P2
—2pq' (1 _qi) 2
=(2-24"+ pa') pd’

=(2-24'+0- 94| pq’

donc|P(WU=1i)= (2_2qi +pqi)pqi = pq (2_ g+ qi+1)l

3. Ona W Q) =IN* et si ne N*,

PW=m=PWV=n-D=pP" Va+q =) a-pa+a=(1-(1-4))"" (1-2)

2

. 1
donc | W ~%4(1-q?). |D'aprés le cours, E(W) = 2 =E(W)+1 etdonc|E(V) = N 4 =
q

4. P((U,V)=(0,1))=0#PU =0)P(V =1) donc
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Exercice 107 : Probabilités
On dispose de deux urnes U; et U,.
® L'urne U, contient deux boules blanches et trois boules noires.
m L'urne U, contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :
B On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisie.
m On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ol elle provient.
m Sila boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.
m Sinon le tirage suivant se fait dans 'urne Us.
Pour tout ne IN*, on note B, 'événement « la boule tirée au »€ tirage est blanche » et on pose p,, = P(Bp).

1. Calculer p;.
. 6 4
2. Prouver que VnelN ,pn+1:—£pn+;.

3. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, la valeur de p,,.

1. Notons A I’événement «le premier tirage se fait dans I'urne U; ».
Alors A est I’événement « le premier tirage se fait dans I'urne U ».

(A,Z] est un systeme complet d’événements, donc, d’apres la formule des probabilités totales,

17

oy 2 4 1
p1=PB)=P(B | A)PA)+P(B | A)IP(A): Sxstoxg=o

DN =

17

On adonc =—,
P1 35

2. Soit ne IN*. (Bn,B_n] est un systéeme complet d’événements. Donc, d’aprés la formule des probabilités totales,

—_— (=) 2 4
P(Bu+1) = P(Bys1 | Bn)P(Bn) + P(Bust | Ba)P (Bu) = Zpn+ = (1 pn).

6 4
Donc,|VYneIN*, =——pp+-.
Pn+1 35Pn 7

3. Donc (pn)en+ €St une suite arithmético-géométrique.
On cherche une solution particuliere constante

6 4 20
C=——C+—-— & c=—.
35 7 41

. » , X . 6 , B . , 6
Les solutions de I'équation homogéne associée w41 = ~ 35 Un sont les suites géométriques de raison =

6\"7 20
On a donc une constante 1 e R felle que |V ne IN*, p, = )L(—%) + o
Remarque : si on ne reconnait pas une équation linéaire (ou plutét affine), on peut poser (up)n = (pn —c),, et
vérifier que c’est une suife geométrique.
17 61 20 B 35(17 20)_ 1

—_ =4 = —_———_— = —
35 35 41 6 82

Or p1 =
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Exercice 108 : Probabilités
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (), «#,IP) et & valeurs dans IN.

On suppose que la loi du couple (X, Y) est donnée par v (i, j) e N2, P(X=i)n(Y = j)) = el
e J!

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer I'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et v sont-elles indépendantes?
4. Calculer P(X =Y).

1. Ona|X(@=Y@Q) =N |etsiieN, comme ((Y = j))jE]N est un systeme complet d’événements (associé a Y),
par la formule des probabilités totales

+00 +00 1 1
PX=i)=) PX=iY=j)= - = —
];0 J ];0 eZH'lj! 2i+1
en reconnaissant une série exponentielle. Donc | P(X = i) = i

De méme, pour j e IN, comme ((X = i) ;e €St un systéme complet d’événements (associé a X), par la formule
des probabilités totales

P(Y=j)=Y PX=iY=j)=Y — L 3
=Jj)= =,Y=))= - =S>8 =c
i=0 ime2itljl ejl 13

1J

. 2 2 P o =il . -
en reconnaissant une série géométrique. Donc P(Y = j) =e T Y ~22(1).
122 1

2. (o) Onabien 1+X)(Q) =N* eTsineN*,IP(HX:n):IP(X:n—l):zin:(1——) Edonc 1+X~<£( )

1
2 2
Alors E(X) =B+ X)—1= ~ -1 donce‘rV(X):V(1+X): § donc
(b) D'aprésle cours, | E(Y)=V(Y)=1.

3. Avec les résultats précédents, pour fout (i, j) e IN2, P(X =i,V = j) = P(X = HIP(Y = j) donc

ol |
‘NI»—A

—_—
D=
—_—

+00 +00 1 1 . . .
4. PX=Y)=) PX=nY=n=) e z—e”2 en reconnaissant de nouveau une série exponentielle, donc
n=0 n=0€ n: €
1
PX=Y)=——.
2\/e
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Exercice 109 : Probabilités

Soit n e IN*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminerlaloide Y.

1. Ona X(©Q) =[1,3] cariln’y a que deux boules noires. Notons 8 I'ensemble des n +2 boules.

Premiére méthode On peut n‘observer que les deux premiers tirages pour conclure. L'univers Q = o, (B) est
I’ensemble des 2-arrangements (couples de 2 éléments distincts) des n+2 boules, de cardinal (n+2)(n+1),
la tribu est toujours 22(Q) et la probabilité est foujours uniforme.

B PX=1= IX = 1) = s 1 =" _|cardansun couple de (X = 1), il faut placer I'une des n
[9]] (n+2)(n+1) n+2
boules blanches, I'une des n+ 1 autres boules ensuite.
X=2 2
B P(X=2)= I ) = n car dans un couple de (X = 2), il faut placer I'une des 2 boules
Q] (n+2)(n+1)
noires, puis I'une des n boules blanches.
X=2 2
B P(X=3)= I ) = car dans un couple de (X = 3), il faut placer I'une des 2 boules
[9]] (n+1)(n+2)

noires d’abord puis la deuxieme (pour lagquelle il Ny a plus de choix).

Deuxiéme méthode On note B; I'événement «Tirer une boule blanche au je tirage ». Alors, avec la formule
des probabilité composées, (on tire respectivement 0, 1 ou 2 noires puis une blanche)

[P [=P@En= nZZ [Box=2)]=P(BinE) =P (B) P(B; | B1) = niZ.nZI
[PX=3)]=P(BinE;) =P (B) (B | Br)=| — —

n+2.n+1

Troisieme méthode On observe fout le firage : Q = &,,,, de cardinal (n+2)!, un tirage est une permutation
des n+2 boules. La tribu est 22(Q) (univers au plus dénombrable) et la probabilité est uniforme vu la
description de |'expérience.

B Une permutation de (X =1) est une permutation commencgant par une des n boules blanches, puis
permutant les n+1 autres ensuite. On frouve |(X =1)| = n(n+ 1)! et on retrouve P(X =1).

B Une permutation de (X = 2) est une permutation commengant par une des 2 boules noires, puis une
des n boules blanches, puis permutant les n autres ensuite. On frouve [(X =2)| =2-n-n! et on retrouve
P(X=2).

B Une permutation de (X = 3) permute d’abord les 2 boules noires, puis permute les n boules blanches.
On frouve |(X =3)| =2!-n! et on retrouve P(X =3).

3
Vérification On calcule ) P(Y = k) = 1. On peut aussi foujours déduire I'une des probabilités des autres.
k=1

2. On a Y(Q) =[1,n+1] car au mieux on a une boule n°1 au premier firage, au pire, les deux boules n° 1 sont
firées a la fin.
Premiére méthode On peut n‘observer que les positions des boules rn° 1, sans ordre. L'univers est I'ensemble
Q=22([1,n+2]) des paires d’indices, de cardinal (";2) = mﬂ)# la tribu est toujours 2(Q) et la probo-
bilité est toujours uniforme. Dans une paire de (Y = k), on a k et un autre entier entre k+1 et n+2.

) n+2—-(k+1)+1 2(n+2-k)
On obtient | P(Y =k) |= (n+1)2(n+2) DD
Deuxiéme méthode On note A; I'événement «Tirer une boule qui ne porte pas le n°1 au je tirage ». Alors,
avec la formule des probabilité composées, en regardant I'état de I'urne & chaque tirage,

k-1 _ k-2 J k-1 k=2 n—1i 2 1 AT _
— j n! (n+2-Kk)! 2(n+2-k)
[Py =k |=P[M AjnA| =P []P|Aj1 | 4 |P|Ac| N 4 | = ]] : =2 - =
[Pv=n)] R (A1) P A L4 Ol jeon+2-j n+3-k " (n+1-R! (n+2) (n+1)(n+2)

Troisieme méthode On peut reprendre I'univers Q = &,,42. Soit k€ [1,n+ 1] d’observation de tous les tirages.

Pour décrie une permutation de (Y = k), il faut choisir d’abord k-1 des n boules ne portant pas le n°1,
les permuter, puis une de 2 boules n° 1 puis permuter les n + 2 — k boules restantes.

. (I)Ek=-D1-2-(n+2-k)!  2p(n+2- k) 2(n+2-k)
O el = 19| (n+2)! T m-k+D)!n+2)! | (n+D(n+2)’

n+1
Vérification On calcule ) P(Y = k) =1 avec le changement d’indice j=n+2-k.
k=1
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Exercice 110 : Probabilités
Soit (Q, «,P) un espace probabilisé.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (Q,«/,P) et & valeurs dans IN.
On considére la série entiére ) :"P(X = n) de variable réelle :.
On note Ry son rayon de convergence.

(a) Prouver que Rx > 1.

On pose Gx (1) = +io t"IP(X = n) et on note D¢, I'ensemble de définition de Gx.
n=0
Justifier que [-1,1] c Dg,.
Pour tout réel ¢ fixé de [-1,1], exprimer Gx(r) sous forme d’une espérance.
(b) Soit k € IN. Exprimer, en justifiant la réponse, P(X = k) en fonction de Ggf) (0).
2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre 1.
Déterminer D¢, et, pour tout 1€ D¢, calculer Gx ().

(b) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes et suivant
des lois de Poisson de parameétres respectifs 1; et 1,.

Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X + Y.

+o00
1. (a) Comme Y P(X=n) converge (vers 1),

n=0

Le méme argument dit que Y P(X = n)¢"" converge absolument pour = +1 donc

D’aprés la formule de transfert, pour tout réel ¢ fixé de [-1,11, | Gx (1) = E (¢X).

(k)
Gy’ (0)
(b) D’apréslathéorie des séries entiére, Gy est de classe €°° sur]-1,1[ et| pour tout ke IN, P(X = k) = Xk' .
+00 AAI’! A+oo (At)ﬂ N . .
2. (0) Gx:t=) e~ Ft” =e” —= On reconnait une série exponentielle donc
n=0 : n=0 .

‘ Ry =+00, Dy =R €t Gy : t — e Aet =erD),

(b) Comme X et Y sont indépendantes, pour tout re R, tX et ¢¥ le sont et

Gxay:t—T ([X+Y) - (IX] E ([Y] — ME-D A2 (t=1) _ (1 +A2)(t=D)

donc| X+Y ~2(A1 +Ay). |
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Exercice 111 : Probabilités
. k| r oo k| e 1
On admet, dans cet exercice, que: VgelN, ) | |x* 9 convergeetvxel-1,1[, ) | |x* 9= —nm.
k>q\4d k=g \4q (1-x)a+*
Soit p €10, 1[. Soit (Q, «,P) un espace probabilisé.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, «/,IP) et & valeurs dans IN.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X, Y) est donnée par

n
v (k,m e N2, P(X = k)N (Y = n)) = (k)(i) B
0 sinon
1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. (a) Déterminer laloi de Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer I'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

1. On montre qu’on a une distribution de probabilité : pour tout (k, n) € IN? tel que k < n,

1 n
Z) (5) pd-p">o0et

n l)n n +00 l_pn n n +00 l_pl’l n +00 - p
=| pi-p=p (—) =p (—) 2"=p) (-p)' =F——=1
ogkgn(k)(z n=o\ 2 I;O k nz::O 2 ngo 1-(1-p)
& I'aide de la formule du bindme de Newton puis en reconnaissant une série géométrique.

2. (@) Ona efsine N, comme (X = k) e €St uUn systeme complet d’événements (associé a X), par
la formule des probabilités totales,

+00 n n 1 n n n 1n
P(Y =n) :ZIP(sz,an)zz( )(—) pu—m"=(z( ))(—) pa-p)"=|pa-p)"
oLz o)z

k=0

comme dans la question précédente.
(b) Alors 1+ Y)(Q) =IN* et sine IN*, IP(1+Y:n):IP(Y:n—l):p(l—p)”*1 donc|1+Y ~¥%(p).

© |EY)=E1+Y)-1= % —1|d’aprés le cours.

3. Ona et si ke N, comme ((Y = n)) e €St un systéme complet d’événements (associé a Y), par la
formule des probabilités totales,

n=k

1-p k
+00 +o00o n 1 n +00 n l—p n—k l—p k p( 2 ) Zp(l—p)k
PX=k|=) PX=kY=n= (—) (1- )”:( ( (—) )( ) = =
11;0 ,,Z_:k(k) z) P )3 k 2 2 P )k+1 1+ p)k+1

d’apres la formule donnée en préambule.

2p

l—_p)’“z_v_(l_z_n)k 2p 2p
1+p

Remarque : on peut continuer P(X = k) = ( = ——, obtenirque 1+ X ~ fg(
1+p) 1+p 1+p) 1-p

déduire E(X) ef V(X).

)ef en
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Exercice 112 : Probabilités
Soit ne IN* et E un ensemble possédant n éléments. On désigne par 2(E) I'ensemble des parties de E.
1. Déterminer le nombre a de couples (4, B) € ((E))? tels que Ac B.
2. Déterminer le nombre b de couples (4, B) € (#(E))? tels que AnB=o.

3. Déterminer le nombre ¢ de triplets (4, B, C) € (22(E))? tels que A, B et C soient deux & deux disjoints et vérifient
AUBUC=E.

On propose plusieurs arguments pour chaque question.

1. Premiére méthode On peut effectuer le dénombrement en réalisant une disjonction de cas selon la valeur
de k=Bl €[0,n]. Sachant que k= |B|, choisir A, B € 2 (E) tel que Ac B, c'est choisir

B BePL(E):

n TRL2
k) possibilités
® puis Ae 2(B) : 2¥ possibilités.

n
Onadonclal= Y (Z 2k =2+ 1)”
k=0

Deuxiéme méthode (A visualiser sur un dessin.) Se donner des parties A, B de E telles que Ac B, c’est, pour
chaque x € E, choisir (exclusivement) si cet élément

m estdans A;
m estdans B\ A;
m n’est pas dans B.

Cela donne 3" choix possible en tout et donc
Remarque : plus formellement, cela revient & construire une bijection {A, B € (E), Ac B} —{0,1, 2)F,
2. Premiére méthode

b= H(A,B)EQ’(E)Z, AnB:@H: H(A,B)EQ?’(E)Z, AcBCH: H(A,C)e,@(E)Z, ACCH —a
donc

Deuxiéme méthode On peut effectuer le dénombrement en réalisant une disjonction de cas selon la valeur
de k=Bl €[0,n]. Sachant que k =|B|, choisir A,Be 2(E) tel que AnB =g, c’est choisir

® BeZL(E): (Z) possibilités
m puis Ae 2 (B°) : 2"k possibilités.

Onadonc|bl= i (Z 2"k =142y =3m.]
k=0

Troisieme méthode (A visualiser sur un dessin.) Se donner des parties A, B de E felles que AnB =@, c’est, pour
chaqgue x € E, choisir (exclusivement) si cet élément
m estdans A;
m estdans B;
m n'est pas dans AuB.

Cela donne 3" choix possible en tout et donc
3. Premiére méthode (A visualiser sur un dessin.)

e H(A,B,C) c P(E)?, A|_|Bl_|C=EH = H(A,B) c P(E)?, AnBz@}’ =b

car C = E\ (Au B) est uniguement déterminé connaissant A et B. Donc
Deuxiéme méthode On peut effectuer le dénombrement en réalisant une disjonction de cas selon la valeur
de k=Bl €[0,n]. Sachant que k =|B|, choisir A,B,C e 2(E) tel que AuBL C = E, c’est choisir

B BeZ(BE): (:) possibilités

m puis Ae 2 (B°): 2"k possibilités.
m puis C=E\(AuB) : 1 possibilité.

n
Onadonccl= Y (Z)z"‘k =( +2)”
k=0

Troisiéme méthode (A visualiser sur un dessin.) Se donner des parties A, B, C de E telles que ALBLC = E, C’est,
pour chaque x € E, choisir (exclusivement) si cet élément
m estdans A;
m estdans B;
m est dans C.

Cela donne 3" choix possible en tout et donc
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