Dans tout le chapitre, E et F désignent des R-espaces vectoriels normés de dimension finie
nulle, % désigne un ouvert de E.

u DIFFERENTIELLE

n Différentielle en un point

Rappel : si I estintervalle de R, f: 1 — F est dérivable en ae€ I si et seulement si f admet un
développement limité & I'ordre 1 en a si et seulement si on a un vecteur be F tel que

fla+h)=f@+hb+ o (h)
h—0R

(et, dans ce cas, b= f'(a).
Nous allons généraliser cette idée aux fonctions définies sur une espace vectoriel normé de
dimension finie E.

Définition 1 : Application différentiable en un point

Soit f définie sur un ouvert  de E, & valeurs dans F. Soit a un point de 2. On dit
que f est différentiable en a lorsqu’il existe une application linéaire ¢, de E dans F
felle que, au voisinage de 0g,

fla+h) =
Ou encore, au voisinage de a,
fx)=
Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique et appelée différentielle de f au

point a ou encore application linéaire tangente & f en a, notée d f(a) € Z(E, F). On
adonc

fla+h) =
Remarque
R1- On rappelle qu’un \ 00 (h) est un N o0 (lkllg). c’est-a-dire de la forme |[lhlge(h)
=AU =AU
ou e(h) S 0g. Ainsi, pour montrer que ¢(h) = 2% (0 h., il suffit de montrer que
=AYy 1—Up
le@lle

Al h—og

Calcul différentiel et optimisation

e N E — Z(EF
R2— Lorsque cela a du sens, on définit donc une application d f : ap-
a — df(a)
pelée différentielle de f.
R3— On note parfois d f(a) - h ou d f,(h) au lieu de d f(a)(h).

R4 — L'unicité vient du

Lemme 1

Sipe L(E,F) est felle que ¢(h) = 2 O(h), alors ¢ est I’'application nulle.

Démonstration

@(h) = | hlle(h) avec e(h) 0.

h—0g
Alors pour tout x € E, t € R},
@(x) = llxl e(tx) P OF.

Donc pour fout x€ E, ¢(x) =0p. [ |

Propriété 1 : différentiable = continue

Si f est différentiable en a, alors f est confinue en a.

tp(x) = @(tx) = tlxlle(tx) donc

Démonstration

Par continuité de I’application linéaire en dimension finie (celle de E suffit) d f(a). en
passant & la limite dans le développement limité, f(a+ h) - f(a) P Of. [ |

B

E Cas particuliers

Propriété 2 : Cas d’une fonction d’une variable réelle

Dans le cas d’une fonction f:1—F, f est dérivable en a si et seulement si elle
est différentiable en a.
Dans ce cas,
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Propriété 3 : Cas d’une fonction constante

Si f:% < E — F est constante, elle est différentiable en fout point de % et pour
foutaeu,

Démonstration

fla+h) = f(a)+0p+0F avec h— 0 linéaire et 0z = o (h).
Donc f est différentiable en a et df(a) =04 & F). |

Propriété 4 : Cas d’une fonction linéaire

Si f:a < E— F est la restriction & % d’une application linéaire f € £(E,F), elle
est différentiable en tout point de % et pour fout a€ u,

En particulier, f est différentiable sur E etV acE, df(a)=f.

Démonstration

fla+h) =fla+h) = f(@+ f(h)+0F avec f linéaire et 0g = o (h).
Donc f est différentiable en a et d f(a) = f (donc d f est constante.) [ |

) est différentiable en toute Ac .« (R)
M

Exercice 1: Montrer que f:

—

et calculer d f(A).

est différentiable
x —  xl

Exercice 2: Montrer que, si E est un espace euclidien f:

en toute a € E et calculer d f(a).

— R
est
x —  (xlu)

différentiable en toute a € E et calculer d f(a). Que se passe-t-il si, de plus, u
est symétrique ?

Exercice 3 : Montrer que, si E est un espace euclidien, ue Z(E), f:
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Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Le fait de travailler sur un ouvert % assure, pour a point de % et v vecteur de E, |'existence
d’un 6 >0 («distance de sécurité ») tel que pour tout t €] -6,6[, a+ tv e % (on s'éloigne de a dans
la direction de v), cela permet de définir I'application ¢ : t — f(a+ tv) d’une variable réelle au
voisinage de 0.

Définition 2 : Dérivée selon un vecteur

On dit que f:% < E — F est dérivable selon le vecteur v € E au point a € %,
lorsque

On note alors

Exemple

2
E1- Lafonction f:(x,y) e R? —

Zx 7 S (x, ) #(0,0) et (0,0) sinon admet des dérivées selon
x“+y

tout vecteur en (0,0) et si v =(a,8) : D, f((0,0)) =

Définition 3 : Dérivées partielles

Soient = (ey,...,ep) unebase de E, f: % cE—F, ac . j€1,p].
On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe, la dérivée de f
selon le vecteur e; de base en a :

of
0jfla)= 0_xj(a) =De; f(a) e F.
Remarque

R5— Les dérivées partielles vues pour les fonctions définies sur un ouvert de R” sont les
dérivées partielles dans la base canonique de R”.

Bien sar la nofion générale de dérivée partielle dépend de la base choisie. En ce
sens, la notation De].f(a) est la plus précise.

R6— Comme on en a déja I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient a fixer les
coordonnées selon tous les autres vecteurs de bases et dériver par rapport a la seule
variable x;. : en effet, en dérive

¢:t— flat+tej)=flarer+---+(aj+1t)ej+--+anen)
en 0, ce qui revient aussi & dériver
t— flayey +---+tej+---+anep)

en aj.
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Exemple

xy
x%+y?
avoir des dérivées partfielles en (0,0) sans avoir de dérivée selon certains vecteurs
(v="(a,peR2,ici).

E2- Avec f:(x,y) € R? — si (x,y) # (0,0) et (0,0) sinon, on voit que A\ on peut

Remarque

R7- Etdonc A\ I'existence de dérivées partielles ne garantit pas la différentiabilité (mais
la réciproque est vraie, avec ce qui précede).
Drailleurs, une application différentiable est automatiquement continue, alors que
I"existence de dérivées partielles ne suffit pas & garantir la continuité, comme vu dans
le premier chapitre de calcul différentiel.

n Lien entre différentielle et dérivées partielles

Propriété 5 : Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:2 —F, ae. Si f est différentiable en a, alors f est dérivable en a selon
tout vecteur ve E ef D, f(a) =

Démonstration

fla+tv)- f(a)
t

fla+tv) = f(@+d f(a)(tv)+ .9 () donc Py d f(a)(v) parlinéarité de d f(a).

Cas particulier 1 : Dérivée selon un vecteur de base

of

Soit f:% —F, a€ U, B = (e,...,ep) Une base de E. On note P les dérivées

partielles de f dans la base 2. Si f est différentiable en a, alors pour fout j e [1, p].

df(a)(ej) =

VERSION DU 22 MARS 2026

Propriété 6 : Expression de la différentielle avec les dérivées partielles

Soit B = (e1,...,ep) Une base de E, f:% — F, ac % tel que f est différentiable en

a.
p
Alors pour fout vecteur h=)_ hje; € E,
j=1
df(a)(h) =
On note dx; : la forme linéaire jé coordonnée dans . Alors on
h — B
a

df(a)=

Démonstration

C’est lalinéarité de d f(a) :

P P p af
df@| Y hjej|= Y. hjdf@(ej)= Y hjz—(a.
j=1 j=1 j=1 " 9%j
|
Remarque
e s L. of
R8 — Le DL; de f différentiable en a s’écrit alors| f(a+h) = f(a)+ ) hj=—(@+ o (h).
j=1 L 6xj h—0g

H Matrice jacobienne

Définition 4 : Matrice jacobienne

Soit p =dimE, n=dimF, % ouvert de E et f:E — F différentiable, 2 = (e1,...,ep)

n
une base de E et € = (¢1,...,ep) Une base de F. Onnote f= 3 fie;.
i=1
On appelle matrice jacobienne de f en a dans les bases % et € la matrice
ofi
T(a) .
1 Jdpelnn]x[1p]

Jla)=
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Propriété 7 : Matrice jacobienne et différentielle Propriété 8 : Coordonnées du gradient

Soit E un espace euclidien, 2 un ouvert de E, f:% — R une fonction différen-

Jf(a) =Matg ¢ (df(ﬂ)] . i , < 2
tiable. Sil’on fixe une base orthonormée de E, le coordonnées de V f(a) dans cette
base sont of of
j . (—(a),.-.,—(a)).
Démonstration 0x1 0xp
of P of;
df@ep=F=(@=3 > =(@e;
J =177 Remarque : Interprétation géométrique
i i ie
permet bien de rempilir la je colonne de J(a). = R11 - On suppose f différentiable en a et Vf(a) #0g.
Notons S la sphére unité de E pour la norme euclidienne |-|. D'apres I'inégalité de
Cauchy-Schwarz
n Gradient vheS, df@h=(Vf@lh) <|(Vf@Ih)|<|Vf@|lal=|Vf@].

Vf(a)

A ; Or ce majorant est atteint pour kg = .
Définition 5 : Gradient ) P T Ivi@]

Ainsile vecteur V f(a) donne la direction et le sens de plus forte variation de la fonction

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E, f:% — R une fonction différen- 7.
tiable. Alors pour fout a € %, il existe un unique vecteur noté Vf(a) ou grad f(a) et C’est & la base d’algorithmes d’optimisation (descente de gradient), utilisé par
appelé gradient de f en a tel que pour tout he E, exemple en Machine Leaming (apprentissage automatique).
Ci-apres, on représente, au coeur de Mafate, des «lignes de niveau » de la fonction
df(a)(h) = (Vf(a)|h). (x,y) — f(x,y) Qui au point de coordonnées (x,y) associe son altitude (on parle d’iso-

plethes d’altitude).
Ces lignes de niveau sont des courbes d’équation f(x,y) = constante.
Tracer la direction et le sens de Vf en quelques points.

Démonshation On peut montrer que le gradient est normal aux lignes de niveaux en tous points.
C’est le théoréme de représentation de Riesz : la forme linéaire d f(a) s'écrit x — (blx)
pour un certain vecteur b... [ |
LT P y LT = wr
Bl AT /
T 1"'“-:,-’" LK L 4 _l"
-§ - o
Remarque Ly o = >
. . . . . . Cayefine Ecoje &
R9 — On comprend mieux la notation alternative d f(a) - h faisant penser & un produit sca- I I LN
laire. Le DL; de f différentiable en a dans E euclidien se récrit A AT it ,-:;%
i vy % o R %
A ] 1] T
fla+m=f@+(Vf@lh)+ o K s e — AAL e L\
h—0fg LY o v g Ny
- bt A
\\ N“‘--, ! Tw ‘/f:\\
. 0 0 . \ Fy
R10— Dans R2? muni du produit scalaire canonique, \ e " ) T . P
0f( ) h : \‘1 o N ‘1“4‘ % a-""\—
0 0 9x @ 1 yimnd =P “ =
df@mn=mLa+nLaw=-{3". =L Grand-Place -~
0x oy ay @) \ha N N v
1] Ty
On retrouve notre gradient habituel. ' i rs
£
Exactement le méme raisonnement (expression du produit scalaire en base orthonor- i ,"f'L__. L)
mée) donne la propriété suivante. ' H /.:' \ A
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m OPERATIONS SUR LES DIFFERENTIELLES

n Combinaisons linéaires

Propriété 9 : Linéarité

Soit % ouvert de E, f,g:% — F différentiables en ae %, A,ueR.
Alors A f + ug est différentiable et

Démonstration

Il suffit de remarquer, par propriétés de la dérivation que Tafrug(@ =M p(a) +pg(a) et
de repasser aux applications linéaires.
Autre possibilité : on ajoute les DL :

Af(a+h) +pugla+h)=Af(a)+pgla)+Adf(a)(h)+pdgla)(h)+o(h)

avec Ad f(a) +pdg(a) linéaire, donc par unicité, Af + ug est différentiable et
dAf+ug) @ =Adf(a)+pdg(a).

Remarque
R12- f+~—df est donc linéaire.

E Image par une application multilinéaire

Propriété 10 : Image par une application multilinéaire

Soit @ ouvert d’un R-espace vectoriel normé de dimension finie, Ey,...,Eq, F
des R-espaces vectoriels normés de dimension finie, f:% — Ei, ..., fq: % — Eq des
applications différentiables en a€a et M : Ey x --- x Eg — F une fonction g-linéaire.

Alors ¢ - — F définie par ¢ : x— M(fi(x),..., fq(x)) est différentiable en a et

do(a):h—

VERSION DU 22 MARS 2026

Corollaire 1 : Différentielle d’un produit, d’un produit scalaire

m Si f et g sont des fonctions différentiables sur 2 & valeurs réelles, alors f x g
I'est et
d(fxg(@:h—df(@)h) xgla+ fla) xdg(a)(h).

m Si f et g sont des fonctions différentiables sur % & valeurs dans un espace
euclidien (E,(-|-))., alors (f|g) I'est et

d(flg)@:h— (df@m)|g@)+(f@|dg@m).

Démonstration

On fraite le cas d’une application B bilinéaire. Le cas général est analogue.

1re tentative On peut voir le faire avec les dérivées selon les vecteurs. On sait, sous réserve
d’existence, que d¢(a)(h) = Dpp(a). Or

Y:t—pla+th)=B(f(a+th),gla+th)
est dérivable en 0 (car f et g sont différentiables en a) de dérivée
¥'(0) = Dyp(a) = B(D, f (), g(@) + B(f (@), Dy, g ()
=B(df(a)(h),g(@) +B(f(a),dg(a)(h)

Le probléeme est que I'existence de dérivée selon tout vecteur ne garantit pas la
différentiabilité...

2
y .
On peut par exemple montrer que la fonction f: (x,y) — { x SIx#0 qgmet des
y  sinon
dérivées selon tout vecteur en (0,0) mais n’est pas continue , et encore moins diffé-

rentiable.
Bonne méthode On utilise les DL; : avec & (h) h—o» 0eter(h) n» 0,

¢la+h)=B(f(a+h),gla+h)
=B(f(@+df(a)(h) +klei(h), gla)+dg(a)(h)+|hlex(h))
=B(f(a), g@)+B(df(a)(h), ga)+B(f(a), dg(a(h)+wyh)
avec h— B(d f(a)(h),g(@) + B(f(@), dg(a)(h) linéaire et
w(h) = |kl B(f(a) +d f@h), e2(W)+ Ikl B(e1(h), gla)+dg(a(h)
+111I? Be1 (W), e2() +B(df(@h), dg(@(h)
donc

h
% =B(f@+df@h), e2(0)+B(e1(h), gla)+dg@h)
B(df(a)(h), dg(a)(h))

hll B (e1(h), e2(h
+1hlB(e1(h), e2(h) + il

Les trois premiers fermes tendent vers 0 lorsque k — 0 par continuité de I'application
bilinéaire en dimension finie.
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Pour le dernier, on remarque que
(x,y)— B f(a)(x),dg(a)(y)
est bilinéaire, donc on a, par continuité, un réel C tel que

H B(df(a)(h), dg(a)(h) H _|Bdf@h), dga )|
172l - Il

Cllhl?
]

x

=Clhl ——0.
h—0

Donc w(h) = ho o (h), ce qui permet d’obtenir toute la conclusion.

Exercice 4: CCINP 58

Exercice 5 : Retrouver la différentielle de f: x — || x||> pour une norme euclidienne et de
g:x— (xlu(x)) ol u est un endomorphisme de E euclidien.

On réécrit f:x— (x|x).

La bilinéarité du produit scalaire et la différentiabilité des applications linéaires idg et u
assurent la différentiabilité de f et de g.

De plus, pour tout x€ E, d idg(x) =idg et du(x) = u par linéarité.

Donc, pour tout x,he E,

dfx)(h) =(d idg()(Widg (%)) + (idg ()1 d idg(x)(h)) = 2(x|h)

dgx)(h) = (d idg()Wux) + (idp (@) dux) (W) = (xlu(®) + (hlux)) = (hlux) + u* (x).

Composition

Propriété 11 : Différentielle d’'une composée

Soit % ouvert de E, v ouvertde F, f:% — v différenfiable en ac % et g:v — G
différentiable en b = f(a).
Alors go f est différentiable en a et

d(ge @) =

Propriété 12 : Matrice jacobienne d’une composée

En munissant E, F et G de bases, on obtient

Jgof (@) =

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H

Remarque
R13— D’ou la régle de la chaine.

Démonstration

Il suffit de composer les DL, : on écrit, avec &1 (h) 0 et ex(k) Py 0, et pour simplifier

h—0
la lecture |, les applications linéaires ¢ =d f(a) et w =dg(f(a).
fla+h) = f(a)+ @)+ hle(h)
et
g(fla)+k)=g(f(a) +w(k)+ Ikl e2 (k)
puis
g(f(a+m)=g[f@+ (o0 +Ihl ey ()]

—_—
k

=g(f(@) +y (o) + |l e (W)
+ |l + Ikl e1 ()] e2 ((h) + I Rl €1 (W)
=gof(@+[ywop|(W)+{(h)

avec

{(h) e +Iinller ()]
b py+ Rl
iy = Ve Il

¢ et y étant linéaires en dimension finie, elles sont continues, donc w(e; (k) o 0,

e2 (p(h) + 1kl €1 ().

h)——0 is h h h)) — 0.
o) ——- 0 pul 2 (o) + kil &1 (h)) P

o || I _ ol
@(h) +|lhller(h) @(h)
< +e1(h
Il g e
et par continuité de I'application linéaire ¢, on a C € R tel que pour tout h, ||ph)|| < ClAl
h h h
donc W est borné et finalement % T 0, c’est-a-dire {(h) = o (h).

Par unicité, on en déduit que go f est différentiable en a et
dgefil@=ywop=dg(f(@)odf(a).

Corollaire 2 : Dérivée le long d’un arc

Soit % ouvert de E, f:% — F, I intervalle de R et y: I — % une application
dérivable.
On suppose que f est différentiable en y(t) ol t € I. Alors oy est dérivable en
tet
(fop)'0) =
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En munissant E d’une base, on refrouve I’expression vue avec la regle de la
chaine, siles coordonnées de y (1) sont (yi(1),...,yp(0),

(fop)'(®=

En particulier, siy : t — x+ tv OU x, v € % sont fixés,

m CLASSE €1

Définition 6 : Fonctions de classe ¢!

f:u — F est dite de classe ¢! lorsque f est différentiable sur % et
df:% — £(E,F) est continue.

(fop'(®=

Propriété 13 : Opérations

Toute combinaison linéaire, foute composée d’applications de classe €' I'est
encore.
Si M est g-linéaire et fi,..., fq sont €', M(fi,..., f;) I'est.

Propriété 14 : Caractérisation par les applications coordonnées

Soit f:% — F, d’applications coordonnées (fi,..., fn) dans une base de F. f est
de classe €' si et seulement si toutes les f; le sont.

Théoréme 1 : IMPORTANT - Caractérisation avec les dérivées partielles

f est de classe €' si et seulement si, dans une base quelconque de E, foutes
les dérivées partielles de f existent et sont continues.

Démonstration

Non exigible.

VERSION DU 22 MARS 2026

Propriété 15 : Expression intégrale le long d’un arc

Soit f e €Y (U, F), ye€'([0,1],%), a=y(0) et b=y(1). Alors

F)=fla)=

Démonstration

Onavuque dfy®) (Y ()= (foy)(2). c’est donc une simple application du théoréme
fondamental de I'analyse.

Corollaire 3 : Cas particulier y(1) = a+ tv

En particulier, avec y(t) = a+ tv sur [0,1],

fla+v)—f(a) =

Corollaire 4 : Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par

arcs
Si fe 6 u,F) etu estun ouvert connexe par arcs, alors

f est constante si et seulement sid f =0.

Démonstration

Le sens direct a déja été vu.
Pour le sens réciproque, seul le cas convexe est au programme. On suppose donc %
convexe et d f =0. Soient a,be %, on veut montrer que f(a) = f(b).

Mais on peut relier a et b par un segment inclus dans % par convexité :
y:tel0,1]— (1-1t)a+th de classe €1.

1
Alors, la propriété précédente donne f(b) - f(a) :/ df(a+tb—a)(b-a)dt=0.
0
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m VECTEURS TANGENTS

Définition 7 : Vecteur tangent

Si X est une partie de E, a€ X. Un vecteur v e E est dit tangent & X en a lorsqu’il
existe e >0 et un arc y:] —¢,e[— X, dérivable en 0 tel que y(0) = a et y/(0) = v.
On note T, X I'ensemble des vecteurs fangents & X en a.

Exemple
£3— Si ¥ estun sous-espace affine de E de direction G (sous-espace vectoriel de E), pour

tout ae 9,

En effet, on peut écrire ¥ = a+G.

-1 — ¥

m SiveG,soity: est dérivable en 0, y(0) = a et y'(0) = v.

t — a+tv
m Réciproquement, siveT,¥4, on A e>0 et y:l—¢,e[— ¥4 tel que y(0) = a et y'(0) = v.

Alors v est la limite lorsque ¢ — 0 de =

€ G et comme G est un sous-espace
de E qui est de dimension finie, il I'est aussi, donc il est fermé et donc v e G.

£4 - Sphére d’'un espace euclidien : si ae S(0g, 1),

TaS0p,1) = at

En effet,
q v an,— R n
m siveal estnonnul, v/ = ol € S(0g, 1) vecteur unitaire associé, soit
v
1-1,11 —  S(0g,1
Y:
t —  cos(llvl Ha+sin(v| Hv

est bien défini car, par théoreme de Pythagore, pour tout t €] - 1,1[,

[coslvll Da+sin(lvl ' |* = cos?(lvll ) +sin® (vl 1) = 1,
dérivable en 0, y(0) = a et y'(0) = v.
Donc at T, S(05,1).
Si v =0g, il suffit de considérer I’application constante y: t— a pour conclure que
0peT,;S0g,1).
m Réciproquement, si v € T, S(0g,1), oNn A £ >0 et y:]—¢,e[— S(0g, 1) tel que y(0)=a
ety (0)=v.
Mais f: t — |y@|* = (yly») = 1 est constante et dérivable en 0, donc
0=f'(0)=2(yOly'©) =2(alv) donc ve at.
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HTTPS: //MPI .LECONTEDELISLE.RE H EE%
e
[

1]

Le programme propose un énoncé, & la démonstration hors programme, permettant de
traiter le cas général des ensemble décrit par une équation implicite g(x) =0.

Propriété 16 : Hyperplan tangent & une partie décrite implicitement

Soit g une fonction numérique de classe 6" surl'ouvert u, X ={xe %, g(x) =0R}
efaeX.
Sidg(a) #04 g R (a estdif régulier, dénomination hors-programme), alors

T X =Ker(dg(@) = Vg(a)t.

(L'espace étant supposé euclidien pour utiliser le gradient.)
Aufrement dit, X admet un hyperplan affine tangent en a qui est,
a+TgsX=a+ Vg(a)l d’équation

(Vg(a)|x—a)=0.

Démonstration : Hors-programme

Une seule inclusion est prouvable avec notre programme.

Si v est tangent & X en a, on a y:1—¢,e[— X dérivable en 0 tel que y(0) = a et y'(0) = v.
Alors Vel —¢g,e, gly(n)=0.

En dérivant en r=0, dg(y(0)) (y'(0)) = dg(a)(v) =0, donc v e Kerg.

On utilisera en particulier ce résultat pour décrire les vecteurs fangents en un point d'une
surface.

Une surface est en général décrite par une équation explicite z = f(x, y) (attention le vecteur
x de I'énoncé précédent correspond ici au vecteur (x, y, z) € R dans lequel x désigne un nombre
réel.)

On se raméne alors au cas implicite en posant g : (x,y,z) — f(x,y) — z. La surface est alors
décrite par I'équation implicite g(x, y,z) = 0.

Propriété 17 : Plan tangent pour une surface explicite

Soit % ouvert de R?, f:u — R différentiable. Soit S c R3 la surface représenta-
five de f, c’est-a-dire S={(x,y,2) € R3, (x,y) €U et z= f(x, »}. On définit

UxR — R
x5z — fx,y-z

L’'ensemble T,S des vecteurs fangents & S en a = (xg, yo, z9) € S €st un plan vec-
foriel P = Vg(a)*+ de vecteur normal le vecteur (non nul) Vg(a), donc d’équation

(Vg(@)|(x,y,2) =0.
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On appelle plan tangent a S en a le plan affine 2 = a+ P passant par a et de
direction I’'ensemble P des vecteurs tangents & X en a, d’équation

(Vg(a@)|(x—xo,y—y0,2—20)) =0

Remarque

R14 - On refrouve, pour le plan tangent, une équation type « équation de la tfangente » :

Démonstration
On raisonne toujours par double inclusion.

B Siv=(x,y,2 €TsS.onae>0¢ety:l-¢e[— S tel que y(0) = a et y'(0) = v. Alors, pour tout
tel—gel, y(1) = (x(1), y(1), z(1)) Avec z(1) = f(x(t), y(¢)) donc

i (0

ox (x(0), y(0)) + y'(0) 3y (x(0), y(0))

_of of
= (%0, ¥0) +y6y (x0, ¥0)

z=2'(0)=x'(0)

donc

_9f of =
0=x>> (xo.yo)yay (x0, y0) — 2= (Vg(@)(x, y, 2))

carv, (a)*(g(x )g(x Jp=ll
4 = % Or.y()nay 0,Y0), .

m Siv=(x,y,2) est orthogonal & Vg(a), on définit

-L1 — S

t —  (xo+x,y0 +ty, fxo + X, yo + 1))

. 4] 0
Alors y est dérivable en 0, y(0) = a et y/(0) = x,y,xé(xg,y0)+y£(xo,yo) = (x,y,2) car
(Vg@lv)=o0.

VERSION DU 22 MARS 2026

Méthode 1 : Trouver une équation d’hyperplan tangent

On retiendra que dans tous les cas, mieux vaut repasser par une équation implicite
g(x) =0 pour frouver une équation d’hyperplan tangent.

Le théoreme précédent donne alors une équation du-dit hyperplan tangent en un
point a n"annulant pasla dg.

Par exemple, le plan tangent & la surface S d’équation g(x,y,z) =0 en a = (xo, yo, 20)

est le plan affine a+ Vg(a)! passant par a et de direction le plan vectoriel T,S = Vg(a)+ de
vecteur normal Vg(a) # (0,0,0), d"équation

og og og
= (x0, Y0, 20) (X — x0) + == (X0, Y0, 20) (¥ — Y0) + == (X0, Y0, 20) (2 — 20) = 0
0x oy 0z

ou g(a) = g(xo, ¥0,20) =0.

Exemple

E5— Equqﬁon du plan tangent en un point d’une sphére de R?

m OPTIMISATION (RECHERCHE D’EXTREMUMS)

Définition 8 : Point critique

Soit f: % — R différentiable. On dit que a est un point critique de f lorsque
df(a)=0.
Si E est euclidien, cela équivaut & Vf(a) =0.

Propriété 18 : Condition nécessaire d’extremum local
Soit X partie de E, f: X — R ef ae X. On suppose

H1 Trés important : a e X estun point intérieur & X (c’est le cas par exemple si X
est un ouvert)

H2 £ différentiable en a,

H3 f présente un extremum local en a,

alors a est un point critique de f, c’est-a-dire d f(a) =0.
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Démonstration Terminons avec une extension hors programme, pour la culture.

Il suffit de revenir aux dérivées partielles.

Théoréme 3 : HP : multiplicateurs de Lagrange

D Soit f,g1,...,gp des fonctions numériques de classe %! surl’ouvert % de E et
Propriété 19 : Vecteurs tangents en un exiremum local

. . L o , . X={xe%, g1(x)==gp(x) =0}.
Si f est une fonction numérique définie sur I'ouvert %, X une partie de u, flx

admet un extremum local en a€ X et f est différentiable en a, alors Si flx admet un extremum local en a € X et siles formes linéaires d gy (a),...,d gp(a)

sont linéaires indépendantes, alors il existe A1,...,Ap € R tels que
VveTyX, df(a)(v)=0.

d =A;d e+ Ayd .
Autrement dit, dans le cas ot E est euclidien, f@=hdg@+-+1pdgp@

Lesréels 14,...,A, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
TaX  Ker(d f(a) = (Vf(a)* Wi Pe P R

Démonstration
Soit veTzX. On A y:l-¢,e[— X tel que y(0) = a et y'(0) = v.
Alors, foy admet un extremum local en 0 €] - ¢, e[ qui est ouvert, donc
0=(fop'©@=dfy0)(y©0)=df(@w).

Remarque

R15 — Autrement dit, les vecteurs tangents & X en a extremum local de f|x sont dans I'hy-
perplan vectoriel de vecteur normal V f(a).

Théoréme 2 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,ge €' (,R) ot % est un ouvert de E, et X = {xe %, g(x) =0}
Si flx admet un extremum localen a€ X etsidg(a) # 0g, alorsd f (a) est colinéaire
adg(a).

Démonstration

m Soit d f(a) est nulle et d f(a) =0-dg(a).

m Soit d f(@) n"est pas nulle et on prouve que Ker(d f(a)) = Ker(d g(a)). En effet, un résultat
du programme de premiéere année sur les hyperplans dit que si deux formes linéaires
non nulles ont méme noyau, elles sont colinéaires.

Comme dg(a) #0, et avec la propriété précédente, Ker(dg(a)) = T4 X < Ker(d f(a)).
Par égalité des dimensions, Kerd f(a) = Kerd g(a), ce qui conclut.
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