Calcul différentiel et optimisation :

24

cas de
Rn

Dans ce chapitre, E=R" et F=R™. La notfion de différentielle sera vue dans le prochain chapitre.

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de I'application f au point a selon le vecteur v.

Dérivées partielles dans-une-base:

Notations D, f(a). Dy f.

Notations ﬁ(a), 0;f(a).
0x;

. fixco_identifieat .

Y X

c) Opérations sur les applications différentiables

fl—fyﬁeﬁ*-def‘reﬁpheeheﬂsdﬁfefeﬁheble&
Regle de la chaine : différentielle d’'une composée d’applica-
tions différentiables.

Dérivée le long d’un arc : si y est une application définie sur Iin-
tervalle I de R, dérivable en ¢, si f est différentiable en y(r), alors
(fop)' (@ =dfy)-y'@.

Dérivées partielles d’'une composée d’applications différen-
tiables.

Interprétation géométrique en termes de tangentes.
Cas particulier fondamental : y(1) = x + tv.
Dérivation de t— f(x1(2),..., xp(1).

Dérivées partielles de

(U1, um) = fx1 (U, um), ..., Xn(ug,..., um)).

d) Applications de classe ¢!
N . ' 1 .
H.f,epp. cationf estd legde classe 6~ sd t‘zl otverrarsrelees

L'application f est de classe €1 sur Q si et seulement si les dé-
rivées partielles relativement & une base de E existent en tout
point de Q et sont continues sur Q.

Opérations algébriques sur les applications de classe 1.

Si f est une application de classe ¢! de Q dans F, si y est une
application de classe ¢! de [0,1] dans Q, si y(0) = a,y(1) = b, alors :

1
Fb) - f(a) = fo dfyn) -y (0 dr.

Si Q est connexe par arcs, caractérisation des fonctions
constantes sur Q.

La démonstration n’est pas exigible.

Cas particulier y(t) = a+ tv pour tout ¢ € [0,1].

Démonstration pour Q convexe.

f) Optimisation : étude au premier ordre

Point critique d’une application différentiable.

Condition nécessaire d’existence d'un extremum local en un
point intérieur.

Si f est une fonction numérique définie sur l'ouvert Q, si X est une
partie de Q, si la restriction de f & X admet un extremmum local
en x et si f est différentiable en x, alors d f(x) s'annule en fout
vecteur tangent & X en x.

Exemples de recherches d’extremums globaux.
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CONTENUS

Théoréme d’optimisation sous une contrainte : si f et g sont des
fonctions numériques définies et de classe €1 sur I'ouvert Q de
E, si X est I'ensemble des zéros de g, si xe€ Xet dg(x) #0 et si la
restriction de f & X admet un extremum local en x, alors d f(x)
est colinéaire & dg(x).
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CAPACITES & COMMENTAIRES

Si E est euclidien, traduction en termes de gradient.
Exemples de recherches d’extremums sous contrainte.

g) Applications de classe ¢*

Dérivées partielles d’ordre k d’une fonction définie sur un ouvert
de R".

Une application est dite de classe €* sur un ouvert Q de R” si
ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont contfinues sur Q.

Théoréme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de classe €*. Com-
position d’applications de classe €.

. ok f
Notations 0.0, ,0j,..jr T

. .07k
t?)cjk...axj1

La notion de différentielle seconde est hors programme.

Démonstration non exigible.

Les démonstrations ne sont pas exigibles.
Exemples simples d’équations aux dérivées partielles du premier
et du second ordre.

h) Optimisation : étude au second ordre
Matrice hessienne en un point d’une fonction de classe €2 sur
un ouvert de R", & valeurs réelles.

Formule de Taylor-Young & I'ordre 2 :

1
flth) = O+ NVfC, )+ 5 (Hp (- h)+ o),

_ T LT 2
flx+h h10f(x)+Vf(x) h+ Eh Hp(x)h+o(IhII%).

Si f est une fonction de classe €2 sur un ouvert de R” et si f
admet un minimum local en x, alors x est point critique de f et
Hyp(x) € & (R).

Si f est une fonction de classe 42 sur un ouvert de R”, si x est
point critique de f et si Hy(x) € & (R), alors f atteint un minimum
local strict en x.

Notation H £ (x).

La démonstration n’est pas exigible.

Adaptation au cas d’un maximum local.

Adaptation au cas d’un maximum local.
Explicitation pour n =2 (frace et déterminant).
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Dans tout le chapitre, E=R", F=R™, % désigne un ouvert de E=R".

n DERIVEES PARTIELLES

Dans cette partie, & est un ouvert non vide de R", ol ne IN*,

Il Compléments sur la continuité des fonctions de variable vectorielle

Définition 1 : Application partielle

Soit f:% — R une fonction, a = (a1,...,a,) €%, j€[1,n]. On appelle je application partielle de f en a
I"'application t— f(ay,...,aj-1,t,ajs1,...,an).

Remarque

R1— Si f:(x1,...,xp) € R" — f(x1,...,x5) € F est une fonction de n variables, la continuité des applications partielles
xi— f(x1,...,xn) (€ x; pour j # i étant fixés) ne garantit pas celle de f.

Exemple
E1-
Xy

f:(ny)"_’ x2+y2
0 sinon

si (x,y) #(0,0)

a des applications partielles x — f(x,0) = 0 et
y— f(0,y) =0 continue en 0, mais est discontinue
en (0,0) car f(x,x)# 0.

Lemme 1 : « de partition »

Soit A une partie de E, f: A—R™, By, B, deux parties de A telles que ByUB, = A, a€ BinBy, L€ F. Si
fig, () —— € et fip,(x) — £, alors f(x) —¢.

En particulier, si a€ A, f est continue en a.
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Exemple

E2 -

(1+x?)siny

siy#0,
- y Y
1+ x? sinon.
est continue sur R2.
& u -, -
E Dérivées partielles
% est toujours un ouvert de R”.
Remarque
R2 - Le domaine de définition d’une application partielle peut étre compliqué, mais ¢’est foujours un ouvert de
R.

Définition 2 : Dérivées partielles

Soit f: % =R, a=(ay,...,ay) €%, j€[1,n]. On appelle je dérivée partielle de f en q, lorsqu’elle existe,

la dérivée de la je application partielle de f en a. On note 9; f(a) = g(a) le nombre dérivé en ce point.
]

On appelle je dérivée partielle la fonction définie sur % par a— %(a).
J

Remarque
R3 - Comme on en a déja I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient & fixer les coordonnées selon fous les
autres vecteurs de bases et dériver par rapport & la seule variable x;.

f(al,...,aj_l,t,aj+1,...,an)—f(al,...,un) of

(@).
t—aj t—a; 0x;j

of

R4 - En général, n=2 ou 3. Si n=2, par exemple, on note plutdt f(x,y) que f(x1,x2). On notera alors volontiers I
et of les deux dérivées partielles selon la PREMIERE ou la DEUXIEME variable. En mathématiques, on dérive
selor)\/ une position et non « par rapport & une variable », dont le nom n’importe pas.

Exemple
E3— f:(y,x)— x)?

o 0
Que désigne dans ce cas 3 s
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Définition 3 : Vecteur gradient

Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en ae 2. On appelle gradient de f en a le vecteur

o = (9 of
Vf(a)—gradf(a)—(ax1 (a),...,axn

(a)) eR".

Exemple

E4 — Dérivées partielles en tout point de

frpeRia s I ENZO0

0 sinon

Les application partielles x — f(x,0) et y — f(0,y)
sont-elles continues en 07?

f est-elle continue en (0,0) ?

Remarque

R5 - Et donc A I’existence de dérivées partielles n‘implique pas la continuité !

Définition 4 : Extension aux fonctions a valeurs vectorielles

Soit « ouvert de R" et f: % — R™. On note f=(f1,..., fm) : fi €stla i® composante de f.
On dit que f admet des dérivées partielles en a €  si chacune des f; admet une dérivée partielle en

a.
On appelle alors je dérivée partielle de f en a le vecteur
of ~_(0h 0fm
3x; (a) = ox; (@),..., ox; (a)|.
Exemple

E5 — Dérivées partielles en fout point de

f:(r,0,¢) — (rsinfcos¢, rsinfsing, rcoso).

Définition 5 : Matrice jacobienne

Soit 2 ouvert de R" et f:% — R™. On note f = (f1,..., fm). On appelle, lorsque existe, matrice jaco-
bienne de f en a la matrice
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Remarque
R6 — Ccefficient (i, j) : dérivée de f; par rapport d x;, dans I'ordre.
R7 — ]f(d) € MmnR)

Donc si f:R" — R, c’est une matrice ligne : la fransposée du gradient (Vf(a))T en confondant m-uplet et
vecteur colonne.

Etsi f: R —R™, c’est une matrice colonne. En fait, J¢(a) = f'(a) en confondant toujours m-uplet et vecteur
colonne.

Exemple : Matrice jacobienne de changement de variables
E6 — Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées polaires :

f:(r,0) — (rcos6,rsinf).
E7 — Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées cylindriques :
f:(r,0,2)— (rcosf,rsinb, z).
E8 — Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées sphériques :

f:(r,0,¢) — (rsinfcos, rsinfsing, rcosh).

Fonctions de classe ¢!

Définition 6 : Classe ¢!

Soit f: — R™. On dit que f est de classe €' sur % lorsqu’en tout point de %, les dérivées partielles
de f existent, et que ces dérivées partielles sont continues.
On note €' (@,R™) I'ensemble de ces fonctions.

Propriété 1 : Equivalence avec les fonctions coordonnées

On note f = (fi,..., fm). Alors f est de classe €' si et seulement si chacune des f; I’est.

Propriété 2 : Structure d’algebre

Pour tout me N, €' (%, R™) est un R-espace vectoriel et €' («,R) est une R-algébre.

Remarque
R8 — |l suffit donc de travailler sur les fonctions f: % — R.

R9 — On rappelle que I'on note, pour f:E—F, f(h) = N o0 (h) ou f(h) = ) o0 (Il g) lorsque

If g = 2%, (1hle),

autrement dit lorsque

lronly
Ikl h—og
Cela revient aussi & écrire que
f) =lhlgeh)
ou
h OF.
2 h—og

Comme on travaille en dimension finie, n‘importe quelles normes conviennent.
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Théoreme 1:DL,;

Soit f: % — R de classe €' et ae . Pour tout he R" tel que a+he %,

0 0
f(a+h)=f(a)+h16—£(a)+---+hna)£l

@+ o (k)= f@+(Vf@|h)+ o (D).

en ufilisant le produit scalaire canonique sur R".

Démonstration

Admis provisoirement. [

Corollaire 1: ¢! — continue

Une fonction de classe €' est continue.

Exercice 1: CCINP 33

xy .
—— S x»#0,0
Floy)={ /x*+y?
0 sinon.
Exercice 2: CCINP 52
y4
————— Six, 0,0
fe, =4 2+y2—xy (x,y) #(0,0)
0 si (x,) = (0,0).
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Propriété 3 : Régle de la chaine

Soient %,V deux ouverts respectifs de R" et R™ et ae %. Soient

U — 7
(xlyv'-)xn) —_ (fl(xlru-)xn))'”)fm(xl)'”)xn))

et
14 — R

Vi ym) — &, Ym)

deux fonctions de classe €!. Alors go f = go(fi,..., fm) €St de classe €' et pour j € [1,n],

0(go 17
(8 f)()—za (fla ))ﬁ(a)

0] k=1

Démonstration

Admis provisoirement.

Exercice 3 : Changement de variable et gradient en polaire
Soit % =R?\{(0,0)}, V =]0, +oo[xR, fe € (%, R),

14 — R

(r,0) — f(rcos6,rsin6)

(@) = (cosB,sinO) et v(0) = i’ (0).
1. Montrer que g est de classe ¢! sur V.

2. Si (r,0) e V, on note x = rcos et y = rsinf. Exprimer les dérivées partielles de g en (r,0) en fonction des dérivées
partielles de f en (x, y).

f

3. Exprimer le gradient (—(x, ), =— of (x y) | dans la base (ii(0), 7(6)) en fonction des dérivées partielles de g en (r,0).

1. Facile.
a_g —cos8 ing2l 98\ 0)=—rsing L or
2. (r,G)-cosB (x,y)+sm00y(x,y). et 69(r,6) rsm@ax(x,y)+rcos@ay(x,y).
df of

@

~ 10g -
—(x,y),—(x y)) —r(r,G)u(9)+;@(r,0)v(9).

Cas particulier 1: important - dérivée le long d’un arc

Siy:R—R? et f:R®— R sont de classe €', en notant, pour te R, y(1) = (x(1), y(1), z(1)),

(fop) (1) =x"(1) f(}’(t)) +y (t)—f(}/(t)) +2'(t) f(Y(t))

’
|

Corollaire 2 : Regle de la chaine vectorielle

Soient %,V deux ouverts respectifs de R" et R™ et ae %. Soient f:% — 7 et g: ¥ — RP deux fonctions
de classe €'. Alors go f est de classe €' et pour je[1,n] et ¢€[1,p].

o(geof), . 0g°fle, . 0 fk
ox] (@)= o, (a) = kZl Ay “(fla ))—(a)
En particulier,

Jgor (@) = Jg(f(@) s ().
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Exercice 4: Calculer les dérivées partielles de 7: (x,y) — g(x+ y,xy) par la régle de la chaine puis par les matrices
jacobiennes.

Exercice 5: Calculer la dérivée de g: r— f(tay,..., tay) ot fe €' (R",R) et a=(aj,...,an) e R".

ﬂ Fonctions de classe ¢*

Définition 7 : Dérivées partielles d’ordre supérieur

. L. . <. . 0 N
Soit « ouvert de R”, f: % — R™. On appelle dérivée partielle d’ordre k€ IN*, une dérivée % ou ¢ est
j
une dérivée partielle d'ordre k-1 de f. Les dérivées partielles d’ordre k sont de la forme

(o o o))
axik 6xik71 6x,~2 axil

ikf ou i1,...,I € [[l,l’l]].

ok f

notées =
axik cee ax,-l

d;,

.....

Définition 8 : Classe ¢*

Soit ke N*, % ouvert de R”, f:% — R™. On dit que f est de classe ©* si foutes ses dérivées partielles
d’ordre k existent et sont continues.
On dit que f est de classe ¢ si elle est de classe €* pour tout ke N,

Propriété 4 : Caractérisation par les applications coordonnées

On note f = (fi,..., fm), ke NU{+oo}. Alors f est de classe €* si et seulement si chacune des f; I’est.

Théoréeme 2 : de Schwarz

Soit % ouvert de R", f:u — R™ de classe €2. Alors, pour tout i, j e [1,n] tel que i # j,

*f ?f

6x,-6xj - axjax,- '

Démonstration

Non exigible. [
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Exercice 6 : CCINP 57

xyﬂ si (x,y) #(0,0)
flx,y) = x2+y?
0 si(x,y) =(0,0)

Exercice 7 : Contre-exemple au théoréme de Schwarz : avec la fonction de I'exercice précédent (due & Péano) :
62f 0,0) et 02f
oxdy 0ydx

On frouve, en calculant les applications partielles, ou en prenant directement les faux d’accroissements, —1 et
1. On en déduit que f n’est pas de classe €2.

calculer

(0,0). Qu’en conclut-on?

Propriété 5 : Opérations sur les fonctions de classe ¢*

Soit k€ INU {+o0}.

() Toute combinaison linéaire, toute composée, tout produit, tout quotient de fonctions de classe €¢*
I’est encore.

(i) SiM:R™ x---xR™ —R™ est p-linéaire, fi:% —R™,...,f,:% —R" de classe €* alors M(fi,..., f,) est
de classe €*.

(i) Toute fonction polynomiale & n variables est de classe € sur R".

(iv) Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions polynomiales) est de classe €*° sur son domaine
de définition.

Démonstration

Non exigible. [

H Matrice hessienne et DL,

Soit f:9% — R ou % est un ouvert de R". On appelle, lorsqu’elle existe, matrice hessienne de fen xe %
la matrice
0’ f

Hy(x) = (aiv]')gi,jgn = (—(x)

M .
Oxidxj : H(R)

)1<i,j<n

Remarque
R10 - Le théoréme de Schwarz assure que si f est de classe €2 sur %, pour tout x € %, Hy(x) € #p(R).
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Théoréme 3 : DL, : formule de Taylor-Young & l'ordre 2

Soit 2 est un ouvert de R", f:u — R de classe €?, ac % et he R" tel que a+ h reste dans % lorsque
h—0.
En confondant R"™ et 4,1 (R), et en utilisant le produit scalaire canonique sur R, on a

fla+h) = fl@+ (Vf(a)‘h) + %(Hf(a)h‘h) + o (IhIP)

fla+h) =f@+Vf@Th+ %hTHf(a)h+h00(||h||2)

Démonstration

Non exigible. [

Remarque
R11— Se récrit, en posant h = (hy,..., hy),

@ 1
farh=f@+ Y hoif@+5 ¥ h,-hja,,jf(a)+h30(||h||2].
i=1 1<i,j<n

m APPLICATIONS

1) Equations aux dérivées partielles

Exemple : Quelques exemples fondamentaux

E9 - Résoudre %(x,y) =0 dans €1 (%, R) ol % =R? puis R?\ {(0,0)} puis R2\ B(0,1).

E10 - Résoudre g(x,y) = g(x) dans €' (R?,R) oU ge €(R).
E11 — Résoudre g—i(x,y) = g(y) dans ¢! (R?,R) oU g€ €(R).

) &
E12 - Résoudre 6—£c(x, y) =0 dans €% (R?,R).
X

< *f _ 2 (2
E13 - Résoudre ax0y (x,y) =0 dans €= (R-,R).

Méthode 1

= Savoir résoudre les EDP fondamentales auxquelles on se raméne systématiquement :
OF )= OF (= Of s
ox (x,y»)=0 ox (x,y)=gx) ox () =8
0’ f f
@(x,y)—o axay(x,y)—o

m Dans la pratique, on s’y raméne via un changement de variables (u, v) = ¢(x, y), en écrivant f(x,y) = g(u, v) et

en remplagant soit (x,y) en fonction de (u, v). soif (i, v) en fonction de (x, ).

La changement de variable doit étre bijectif, entre deux ouverts et sufisamment régulier (classe ¢! ou €2
suivant I'ordre de I'éguation.)

S’'iln"est pas donné, il doit étre affine ou polaire.

Appliquer la régle de la chaine (ou ufiliser des ‘mo‘rrices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f en
fonction de celle de g ou l'inverse, et simplifier I'EDP.
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Exercice 8:Résoudre
Zg(x )—g(x )=0
ox Y dy Y=
sur ¢! (R?) & I'aide du changement de variable (1, v) = ¢(x,y) = (x + y, x + 2y), en vérifiant que ¢ est une
bijection de R? sur R2.

La matrice du changement de variable est inversible.
Solutions : f: (x,y) — g(x+2y) ol ge €1 (R).

Exercice 9 : Soient a,b e R. Résoudre

of of _
ass (x,y)+bay(x,y) =0

sur ¢! (R?) & I'aide d’'un changement de variable affine.

Exercice 10 : Résoudre I'’équation des cordes vibrantes

2 2
I wn-52L

522 07 2 gz 00 =0

sur €2 (R?).

Exercice 11 : Coordonnées polaires

Soit 7 =10, +oc0[x ]—g, g[ et ¢ : 7 — R? défini par ¢(r,0) = (r cosd, rsind).
Déterminer un ouvert % de RR? tel que ¢ soit une bijection de 7 sur %.

Résoudre
af(x )—xaf(x )=0
Yox oY dy V=
sur €1, R).
U =RIxR.

Solutions : (x,y) — g (x* +y?) ol ge €' (RY).

Exercice 12: A I'aide du changement de variable (i, v) = [x, %) résoudre sur ¢2 (R} x R),

(xX,3) + Zaz—f(x )=0
0xay A yayZ =

2 2
xZH(x,y) +2xy o°f
0x2

y

Solutions : (x,y) — xg (%) +h (;) ol g, he €*R).

E Optimisation : recherche d’extremums

Ici, toutes les fonctions sont & valeurs dans R. % désigne un ouvert de R”.

ﬂ Extremums libres

Définition 10 : Extremum

Soit Aune partie de R", ae A, f: A—R.

@) On dit que f présente en a un maximum (respectivement minimum) local s’il existe 7 voisinage de
a dans A tel que pour tfout xe 7, f(x) < f(a) (respectivement f(x) > f(a)).

Il est strict lorsque, Yxe 7 \{a}, ., f(x) < f(a) (respectivement f(x) > f(a)).

(i) On dit que f présente un maximum (respectivement minimum) global si cette inégalité est en fait
valable pour tout x € A.
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Définition 11 : Point critique

Soit f:% — R admettant des dérivées partielles en ae %.

Lorsque Vf(a) =0, c'est-a-dire Vie [1,n], g(a) =0, on dit que a est un point critique de f.
i

Comme en dimension 1, une condition nécessaire d’extremum local est liée & I’annulation du terme d’ordre 1 dans
le développement limité, donc du gradient.

Propriété 6 : Condition nécessaire d’extremum local & I'ordre 1 en un point intérieur

Soit A partie de R", f: A— R une fonction numérique et ae A. On suppose que

H1 Trés important : a e Aestun point intérieur & A (c’est le cas si A est ouverf).
H2 f admet des dérivées partielles en a.
H3 f présenfe un extremum local en a.
Alors
C1 a est un point critique de f.
La réciproque est fausse, et un contre-exemple est appelé point selle ou point col.

Démonstration

Il suffit d”appliquer, pour tout i, la propriété connue a la fonction numérique ¢ — f(ay,...,,a;_1,t aj+1,-..,an) QUi
admet un extremum en a;. [ |

Exemple

E14—
iy —x*-y*
présente un point selle en (0,0).
La surface porte le doux nom de paraboloide hy-
perbolique.
Le seul point critique est (0,0) et f(x,0) >0, f(0,y) <0.

Le développement limité & I'ordre 2 permet de conditionner le fait d’avoir un minimum ou un maximum local (donc
un signe constant pour f(a+ h) — f(a)) au signe du terme d’ordre 2.

Propriété 7 : Condition nécessaire de minimum local & I'ordre 2 en un point intérieur

Soit A partie de R", f: A— R une fonction numérique ef ae X. On suppose que

H1 Trés important : a e ;1 est un point intérieur & A (c’est le cas si A est ouvert).
H2 fe®?(AR).
H3 f présenfe un minimum local en a
alors
C1 a estun point critique de f.
C2 Hy(a)e & R).

Si ¢c’est un maximum local en a, alors —Hy(a) € %, (R) (ie Hy(a) est symétrique « négative », ses valeurs
propres sont toutes dans R™).
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Démonstration

En effet, on a déja vu que a est un point critique et le DL, s’ écrit

1
- T 2
f(a+h)—f(a)+2h Hf(d)h+h30(||h|| )

donc
hTHp(@h ~ f(a+h) - f(a) >0
donc si h suffisamment petit, AT Hp(a)h > 0.
Puis, pour tout x € R", avec n suffisamment grand, (%]T Hf(a)% = %xT Hp(@)x>0 donc xT Hp(@)x>0 et finalement
Hy(a) € £ (R).

Si jamais, de plus, les termes d’ordre 2 du développement limité ne sont pas nuls, on obtient un équivalent pour
fla+ h)— f(a) ayant le méme signe, ce qui permet de formuler une condition suffisante.

Propriété 8 : Condition suffisante d’extremum local stricte & I'ordre 2 en un point intérieur

Soit A partie de R", f: A— R une fonction numérique et ae A. On suppose que

H1 Trés important : a e Aestun point intérieur & A (c’est le cas si X est ouvert).
H2 fe%?(AR).
H3 a est un point critique de f.
H4 H;(a) € &, " (R) (respectivement —Hy(a) € &, * (R))
alors

C1 f atteint un minimum (respectivement maximum) local strict en a.

Démonstration

Conséqguence du DL, de nouveau.

Corollaire 3 : Discussion sur le spectre

Si A partie de R", f: A— R une fonction numérique de classe €* et ae A point intérieur & A est un point
critique de f.

m SiSp(Hf(@)cRY, f atteint en a un minimum local strict.
m SiSp(Hf(@) <R, f atteint en a un maximum local strict.
m Si Hy(a) posséde des valeurs propres non nulles de signes opposés, a est un point selle.

Méthode 2 : dite de Monge (cas n =2)
Si n =2 (fonction de 2 variables), on note

r s
Hf(a): ( )
s t

0% f

(a) (théoréme de Schwarz), ¢ = 6—2(a).

. 0f °f 0% f
our= @(m' $= m(m B 0ydx
On suppose que a est un point critique. On a det(Hf(a)) =rt—s? (égal produit de ses deux valeurs propres réelles)

eftr (Hf(a)) =r+ 1t (égal aleur somme).

1. Sirt—s%>0,les deux valeurs propres de Hp(a) ont méme signe ef sont nonnulles: f présente en a un extremum
local strict.

(0) Sir+t>0alors He(a) € " (R) et f présente un minimum local strict en a.
(b) Sir+t<o0alors —-Hy(a) € & (R) et f présente un maximum local strict en a.
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2. Sirt—s? <0, les deux valeurs propres de Hy(a) ont des signes opposés et sont non nulles.

Dans ce cas, f présente en a un point col : dans les directions propres, on a respectivement un minimum et
un maximum local.

3. Si rt—s?=0, on ne peut rien conclure en général.

T\

Méthode 3 : Recherche d’extremum

() Soit f: A— R admettant des dérivées partielles sur A. Pour déterminer des extremums locaux de f parmi les
points intérieurs & A, on cherche ses points critiques.
Si f est de classe €2, on peut s'intéresser & la Hessienne aux points critiques qui permet de conclure lorsqu’elle
est inversible (voir la remarque précédente pour n=2.)
Sinon, pour un point critique a, on étudie f(a+ h) - f(a) pour h proche de 0. Comme a est un point critique, les
tfermes obtenus dans la différence sont au moins d’ordre 2. En prenant h quelconque, cela permet de voir si
on a un extremum global.

(i) Si An’est pasun ouvert, on le décompose en son intérieur (ouvert) et son bord. Sur le bord, on étudie «a la
main », en général a I'aide d’un paramétrage du bord.

(i) Si f:K— R ou K est un compact, on est assuré de I'existence d'un minimum et d’un maximum globaux. On
les cherche comme dans la méthode précédente.

Exercice 13 : Déterminer les extr?mums de

f:(x,y)(—:]RZHyz—x2+x7.
On est sur un ouvert avec une fonction €2.
On trouve trois points critiques : (+1,0) et (0,0). A

H¢(0,0) =
o0

signe opposé donc f présente en (0,0) un point selle " A
(se retrouve en regardant f(x,0) et f(0,y).)

0
) admet des valeurs propres de \
2

S F N W A U oo o o

4 0
Hy(£1,0) = (0 2) e L (R): f présente en (+1,0) un
minimum local strict. On remarque en fait que

o 2t 1, (21

W -fEL0) =y —x®+ 4= = >0

fl,y)—f( )yx+2+2y+ 5

donc le minimum est global.

Exercice 14 : CCINP 56
300
200
100
0

Y (x,y) €R?, f(x,y)=2x3+6xy—3y>+2. ';32‘

—300
—400 7
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H Extremums liés

On cherche désormais les extremums de f: % — R non pas sur 2 entier, mais sur I’'ensemble des points annulant une
certaine fonction numérique ge €1 (%, R).
Une premiére approche pour calculer I(n)inof(x) consiste & paramétrer I'ensemble
gx)=

X={xeu, gx)=0},

c’est-G-dire tfrouver une fonction r e I — (x1(1),...,x, (1)) dont X est I'image. On est alors ramené & un probléme & une
seule variable que I'on sait résoudre : calculer

Ig?f(xl(t),...,xn(t)).

Une seconde approche consiste & fransformer la contrainte g(xy,...,x;) = 0 en une ou plusieurs expressions de la
forme x, = @ (x1,...,xn-1) (le théoréme hors-programme des fonctions implicites nous assure la possibilité de le faire au
voisinage d’un point tel que Vg(x) # 0rn...) puis & calculer

min Xlyeeoy Xn—1,0 (X1,..., Xn—1)
(x1 r~-~vxn—l)€%,f( =1 " )

ol %' est & préciser avec les techniques précédentes.

Exercice 15 : Déterminer de deux maniéres différentes min xy
xc+y-=1

1.00
0.75

En bleu :
0.50

N,
z=f(x,y)=xy E‘ﬁ
En orange : i T *¥3 ., “a
g’g '? 0.25

— 22 _1_ = _-%
g, y)=x"+y"-1=0 F 4";'/ 0.00
-

/ —0.25

En rouge : B E -0.50
e %\/,/J:;;

~1.06-0.75:0.56-0.250.00 0.25 0.500.75 1.00

Premiére méthode Ici, X = {(x,y), x*> + y* = 1} est le cercle unité. On peut le paramétrer avec x = cost et y = sin ¢ pour
teR (OU]-m,7] OU...)

) sin2t . 1 , b3 V2
Alors xy =costsint = - admet comme minimum - atteint par exemple pour ¢ = —7a donc pour x = N

ety= v2
y= 5
Deuxiéme méthode On cherche des équations implicites pour X : y = +v/1—x2 pour x € [0,1].
. . . . . _ 1 1)2
Pour des raisons de signe, pour minimiser xy sur X, il suffit de minimiser —xv/1-x2 = —v/x2 - x4 = - i (xz = 5)

- 1 . 1 2 2 -
sur [0, 1]. Le minimum est =2 atteintlorsque x? = 3 donc x = \/7_ ety=-V1-x2= —%. On frouve que le minimum

1
vaut ——,
2

Malheureusement, en général, il n“est pas acisé de frouver un paramétrage de X ou de remplacer la contrainte
implicite g(x1,...,x,) =0 en contrainte explicite x, = ¢ (x1,..., Xp-1)...
On dispose au programme d’un outil permettant d’étudier ce probleme.

Théoreme 4 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,ge €' (%, R) ot « est un ouvert de R", et X = {xe %, g(x) =0}.
Si fix admet un extremum local en a€ X et siVg(a) #0grn, alors V f(a) est colinéaire & Vg(a).
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Démonstration

Admis provisoirement.

Un scalaire 1€ R tel que Vf(a) = AVg(a) est appelé multiplicateur de Lagrange.

Cette condition étant seulement nécessaire, la résolution d’un probléme d’optimisation sous contrainte s’accom-
pagne en général d'une recherche de point critique (sur un ouvert, bien sar) suivi d’une étude locale, ou d’un argument
de compacité.

Exercice 16 : Déterminer de nouveau min_xy
xe+y-=1

Ona f:(x,y) —xyetg:(x,y)—x*>+y*>—1de classe €' sur l'ouvert R?, X = {(x,y), x> +y* =1}

Comme X est compact (fermé borné en dimension finie) et f est continue, on est assuré de I'existence d’un
minimum global de f sur X en (xg, yp) € X (et aussi d’un maximum global).

De plus, Vg(xo, y0) = (2x0,2¥0) # (0,0). Par le théoréme précédent, on a 1 R tel que

Vf(x0,y0) = (Yo, X0) = AVg(x0, y0) = (2Ax0,24y0)

Donc yp =2Axg = 2A(2Ay0) = 4A%yp.
. . , 1
Si yo =0, alors xg =21y =0 mais (0,0) ¢ X. C'est donc que 1= 5 et (x0,y0) = (£¥0,¥0) € X.
On trouve alors le minimum et le maximum globaux de f sur X (qui existent bien fous les deux) atteints en

(iﬁ, \/—E) et valant il.
272 2

Exercice 17 : CCINP 41

Exercice 18 : (Oral CCINP) Montrer que f: (x,y) — 4x% + 12xy — y*> admet un minimum et un maximum sur
€ ={(x,y) e R?, x* +y? =13} et les déterminer.

f est continue sur le compact € dont y est bornée et atteint ses bornes.
Soit g: (x,y)— x% +y%—13. Alors V(g) : (x, y) — (2x,2y) ne s‘annule qu’en (0,0) ¢ €.
Des coordonnées du minimum et du maximum globaux vérifient alors

(x,y) €€ etVf(x,y)=AVg(x,y)

donc
xz+y2 =13
4x+6y =Ax
6x-y =Ay
soit
xz+y2 =13
=45t
x =y
A=A +1 ) )
AbmxzL——%rilxacommex#O@monx:yzoceqweﬁemmm
A-4)A+1)=1?-31-4=36
donc

A2 -31-40= (A +5)(1—8)=0.

Pour A = -5, On obfient y = _7316 puis {1+ 2 x2=13donc x=+2 et y=*3.
On calcule f(2,-3) = f(-2,3) =16-72 -9 = —65.

Pour A =8, On obtient y = gx puis (1 + g) x? =13 donc x =+3 et y=+3.
On calcule f(3,2) = f(-3,-2) =36+72—4=104.

Finalement, | max f = f(3,2) = £(=3,-2) = 104 | &t | min f = £(2,-3) = f(-2,3) = ~65.
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Exercice 19 : En étudiant I'application f: (xj,...,x;) — x1 -+ Xp SUr Cs={(x1,...,xn) € R?, x1 +---+xp, = s}, retrouver
'inégalité arithmético-géomeétrique.

f est continue sur le compact C; dont y est bornée et atteint ses bornes.

Soit g: (x,)— x1 +-++ x5, —s. AlOrs V(g) : (x1,...,x) — 1 ne s‘annule pas.

Des coordonnées du minimum et du maximum globaux vérifient alors

(X1,...,xp) €€ etVf(xy,...,xn) =AV(x1,...,Xp)

donc
X1+t xn = S
vie[L,n], [[x; = 2
j#i
Onaalors Axy =---= Axy.

Soit 2 =0 et au moins I'un des x; est nul, donc f(xy,...,x;) =0= néinf.
S

Soit A =0 et c’est le maximum de f qui va étre atteint. As=A(x; +--- + x,) = nAx; et donc tous les x; valent % Oon

S N s\n
a alors f(—,...,—):(—) .
. . n n n
Ainsi, pour tout (x1,...,x,) € RN,
X1+ + X\
xp e < (A
n
donc et T
”xl...xng—
n

Il s’agit de I'inégalité arithmético-géométrique.
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