Dans ce chapitre, on désigne par K I'un des deux corps R
ou C.

Soit I, J des infervalles de R d’intérieurs non vides.

Soit (E,Illg). (Ellg). (G llg) des K-espaces vectoriels normés
de dimension finie non réduits au vecteur nul. Lorsqu’il n‘est
question que d’un espace normé, sa norme est notée |-|| sans
ambiguité.

Rappel : les normes étant équivalentes en dimension finie, les
notions de limite ne dépendent pas de la norme.

n DERIVABILITE D’'UNE FONCTION VECTORIELLE

n Définition

Définition 1 : Dérivée
Soit f: I — E, ae I. On dit que f est dérivable au
point a si et seulement si %(f(x) - f(@) a une limite

lorsque x — a si et seulement si %(f(a+ h) - f(a)) aune
limite lorsque h — 0.
Cette limite est alors notée f'(a) ou %
|ée dérivé de f au point a.

f est dérivable sur I lorsqu’elle I'est en fout a € 1.

(a) et appe-

I —
Alors f! = a7 2 est la fonction dérivée
dx X — f’(x)

de f.

Propriété 1:DL;

f est dérivable en a si et seulement si elle admet
un développement limité & I‘ordre 1 en a, c’est-a-dire
si on peut écrire

fla+h)=f(a)+hb+h-e(h) =f(a)+hh+h00(h)

ol beE et e(h) Py 0g. Dans ce cas, b= f'(a).

Corollaire 1 : dérivable — continue

Si f est dérivable en a (respectivement sur I), alors
f est confinue en a (respectivement sur I). La réci-
proque est fausse.

Propriété 2 : Lien avec les fonctions coordonnées

n
Sin=dimE et B = (ey,...,en) base de E, f = Z frex
k=1
f est dérivable en a € I (respectivement sur I) ssi
n

pour fout k, fy I'est et alors f'(a)= ) f]é(a)ek (respec-
k=1

n
fivement f' =) fiep).
k=1

Fonctions vectorielles

E Opérations sur les fonctions dérivables

Propriété 3 : Linéarité

Une combinaison linéaire de fonctions dérivables
est dérivables de dérivée la combinaison linéaire des
dérivées.

Propriété 4 : Image par une application linéaire

Siue £L(EF) ef f:1— E dérivable sur I, alors uo f
est dérivable, de dérivée

(uof), = uof/_

Propriété 5 : Image par une application multilinéaire

Si B:ExF — G bilinéaire, f:1— E, g:I— F déri-
vables sur I, on note B(f,g): x— B(f(x), g(x)).
Alors B(f,g) dérivable sur I et

B(f,8) =B(f'.g)+B(f.g)
n
Plus généralement, si (f1,..., fa) € [ ] E{ est une fa-
i=1

n
mille de fonctions dérivables sur I, M : || E; — F une
i=1
application n-linéaire, alors M(fi,..., fn) est dérivable
surl et

M(fi,.... fn) = ;M(fl,...,fi’,...,fn).

Corollaire 2 : Dérivée d’un produit de fonction sca-

laire par une fonction vectorielle

Dérivée d’un produit de fonctions dérivables fg
oluf:1-Ketg:1—E:

f-8'=f-g+rg.

Corollaire 3 : Dérivée d’un produit scalaire

Dérivée d’un produit scalaire de fonctions déri-
vables dans un espace euclidien :

(£le) = (F'le)+ (fl&)-

Corollaire 4 : Dérivée du déterminant

Dérivée d‘un produit scalaire de fonctions déri-
vables dans un espace euclidien : Soit, pour j € [1,n].
Cj: I — 1K) fonction dérivable. Alors I'applica-

tion déterminant f: t — )Cl (&) oo :
rivable sur I et

fl=X
j=1

Cn () | est dé-
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Propriété 6 : Composition

Sif:1—E,@:]— R dérivables tel que ¢(J) = I, alors
fo@ dérivable et

(fop) =¢'-fog.

Applications de classe ¢

Définition 2 : Classe d’une fonction vectorielle

f est dite de classe ¢ sur I si elle est continue sur
L

f est dite de classe ¢ sur I si elle est k fois déri-
vable sur I et £ est continue sur 1.

f est dite de classe € si elle est de classe €' pour
fout n, c’est-G-dire si elle est indéfiniment dérivable.

On fixe désormais n € IN U {+oo}.

Propriété 7 : Lien avec les fonctions coordonnées

n
Sip=dimE et B =(ey,...,ep) base de E, f = kZ frek
=)
f estde classe €" sur I si et seulement si pour fout
ke[1,n], fi I'estetalorssine N ,

n

=3 e

k=

|
—_

Propriété 8 : Linéarité

€¢"(I,E) est un K-espace vectoriel et si ne IN et si
f,.ge€™(I,BE) et Le K,

(f+/'lg)(n) — f(n) +Ag(ﬂ).

Propriété 9 : Image par une application linéaire
SinelN,ue £(E,F)et fe€"(,E)alors uof € €"(I,F)

(uOf)(”) — uOf(").

Propriété 10 : Formule de Leibniz

SinelN, B: ExF — G bilinéaire, f € €"(I,E),
ge6"(I,F) alors B(f,g) € 6"(I,G)

(B(f.8)" = i Z)B(f(k),g(n—k)).

k=0

Corollaire 5 : Dérivées successives d’un produit

SinelN, fe€¢",XK), ge€",E) alors f-ge€"U,E)

(fg™=3 (Z)f(k) gnh),

k=0
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Propriété 11 : Composition

Sif:1—E,¢:]—Rdeclasse ¢" telles que p(J) < I,
alors fog de classe €™ sur J.

m INTEGRATION SUR UN SEGMENT D’UNE FONC-

TION VECTORIELLE

Il Fonctions continues pas morceaux
Soit a,be R tels que a< b.

Définition 3 : Fonctions continues par morceaux sur
un segment

Une application f: [a, b] — E est dite continue par
morceaux si et seulement s'il existe une subdivision
o=(a=ag,ay,...,ap=Db) de [a,b] telle que

f|]ak,ak+l[ est continue.
Vke[o,n-1], § fadmet des limites & droite de a;
et & gauche de ap,q.
c’est-a-dire
f|]ak,ak+1[ est continue.
Vke[o,n-1], Moot st prolongedble

par continuité & [ag, ag.1].

On dit alors que ¢ est adaptée a f.
On note €¢n(la,bl,E) I'ensemble des fonctions
continues par morceaux sur [a, bl.

Propriété 12 : Lien avec les fonctions coordonnées

n
Sin=dimE et B=(ey,...,en) base de E, f= ) frey.
k=1
f est continue par morceaux ssi pour tout k, fi. I’est.

Corollaire 6 : Opérations

Si f,g € 6mabl,E), ¢ € 6n(abl,R) et A€ K,
x— || f@)|. f+Ag et ¢- f sont continues par morceaux.

Propriété 13 : CPM = bornée

Une fonction continue par morceaux sur un seg-
ment est bornée.

Définition 4 : Fonction CPM sur un intervalle

Si I est un intervalle d’intérieur non vide, f est dite
continue par morceaux sur I lorsqu’elle |’est sur tout
segment inclus dans 1.

FONCTIONS VECTORIELLES - PAGE 2 SUR 9


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

E Intégration sur un segment d’une fonc-
tion continue par morceaux

Propriété 14 : Indépendance du choix de la base

n
Sin=dimE et B = (ey,...,en) base de E, f = Z frex
k=1

n b
Alors " ( f Jie(8) dt) e Ne dépend pas de la base A.
k=1\Va

Définition 5 : Intégrale sur un segment

n
Sin=dimE et B=(e,...,en) Dase de E, f= ) frex.
k=1
On appelle intégrale de f sur [a, b] le vecteur

[[a’b]f=fabf=[abf(t)dt: ké (fabfk(t)dt) .

a a b
On posef f(Hde=0g e‘rfb fde= —f f(nde.
a a

Propriété 15 : Linéarité

‘

f— f f(ndt est une application linéaire de
a
Gml(la,bl, E).

Propriété 16 : Relation de Chasles

Si feém,E)etabcel,

b c b
f f(t)dt:f f(t)dt+f fdr.
a a c

Sommes de Riemann

Si f est continue par morceaux sur [a, b, o = (ay,...,ay) UNE
subdivision et pour tout k entre 0 et n—1, & € [ag, a1 alors on
pose la somme de Riemann

n-1
R(f,0,8) = ) (ags1 — ap) fEp).
k=0

Pour une fonction numérique, cela correspond & une somme
d’aires de rectangles.

Si la subdivision est réguliere, pour tout k, ay,; —ap = Ta et
b—
pour fout k, ap = a+ kTu.
On obtient alors
b-aZl
S(f,0,)=——3 f(&.
n k=0
Et si on prend les rectangles & gauche, on a alors
b—
ék =ap=a+ kTa.
Dans ce cas,

_gn=l1 _
s(oo=229% f(a+ ku).
n k=0 n

VERSION DU 24 FEVRIER 2026

Théoréme 1: Convergence des sommes de Rie-
mann

Si fe€mla,bl,E), ne N*,

b— n—1
Ru(H=—2% f
n k=0

a+kh_a}
n

b
alors Ry (f) — f fnde. En particulier, si
() a

ln—l k 1
€m((0,1],E), — — |- rdt.
f€6m(0,1],E) ”kgof(”) fof()

Théoréme 2 : Inégalité triangulaire intégrale

b b
Si fe€mU,E), abel, f f(t)dt'g’f ||f(t)||dt’.
a a

(La valeur absolue sert & remettre les bornes dans
le bon sens.)

Propriété 17 : Image d’une intégrale par une appli-

cation linéaire

Siue L(E,F) et fe6€mlla, bl E),

u(fubf(t)dt) :fabu(f(t))dt.

n Intégrale et primitive

Définition 6 : Primitive
g:1— E est une primitive de f:1— E si g dérivable
surletg'=f.

Propriété 18 : Caractérisation des fonctions

constantes

f: I — E dérivable sur I est constante si et seule-
mentsi f'=0g surl.

Propriété 19 : Comparaison de primitives

Soit f : 1— E, F,G deux primitives de f sur I, avec
I intervalle.
Alorsona CeK telque VY xel, F(x)=G(x)+C.

Théoréme 3 : fondamental de I'analyse

Si f est continue sur un intervalle 1 & valeurs dans
P
Eetael F:x~— / f est I'unique primitive de f qui
a
s‘annule en a.
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Corollaire 7 : Applications du théoréme fondamen-

tal

() Toute fonction continue sur un intervalle posséde
des primitives.

@in Si f e €U0,K), F primitive de f sur I, a,b € I,
b
f fdt = F(1)5 = Fb)- F(a).
a

X
(iiny Si f est de classe €' ((a, b)), f(x) =f(a)+f f(nde.
a

(iv) Inégalité des accroissements finis :

Si f est de classe €' sur [a,b) et ||f'|| < k., alors f
est k-lipschitzienne sur [a, b].

Propriété 20 : Fonction intégrale dépendante de ses

Soient I,] intervalles de R, u,v: I — ] dérivables,
f:J]— E continue.
L'application ¢ : v(x) est déri-

vable sur I et

vxel, ¢ (x)=v (@) fwx)-u (x) flux).

H Intégration par parties

Propriété 21 : Intégration par parties

Siue€'(U,K), ve€ U, B,
b b
Yabel, f u(t)v'(t)dt=[u(t)v(t)]Z—f (v de

a a

n Changement de variable

Propriété 22 : Changement de variable

Si I intervalle, ¢ :[a, Bl — I de classe €', f € €(I,E),

9B B,
f f(t)dth ¢ (W) flpw)du.
@(a) a

m FORMULES DE TAYLOR

Définition 7 : Développement et reste de Taylor

Si f est n fois dérivable en a, son développement
de Taylor en a & I'ordre n est

_ n
Th(x) =f(a)+(x—a)f'(a)+--.+%f(m(a),

etlereste de Taylorde fenadl'ordre nest R, = f-Ty,
(fel que f =Ty, + Ry).
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Théoréme 4 : Taylor reste intégrale

Si f est de classe €"*1(I,E), ac I, alors pour fout
xel,

n _ nk x _nn
Al Z (x—a) f(k)(“)"'f (x—1) f(n+l)dt.
k=0 k! a n!

Théoréeme 5 : Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f: 1 — E est de classe €™*! sur I, ae 1. Pour
tout xe I,

|x_a|n+1 Gl
e [
= (”l+1)' IG[LII,))C] f

n (x—a)k

H fo-3
k

(k)
- @

Propriété 23 : Primitivation de DL
Soit f: I — E admettant un DL, (a) avec ac€ I
f@=ap++apnx—a)"+o((x-a)")
Toute primifive F de f sur I admet un DL,+1(a)
_ a1 2
F(x)=F(a)+ag(x—a)+ 7()6— a)
fog I gynt] +o((x—a)"+1)
n+1

obtenu par primitivation ferme & terme du DL de f.

Théoréme 6 : Formule de Taylor-Young

Sif:1—E, acl tel que f soit de classe €" sur I,
alors f admet un DL, en a

f(n) (@)

n!

f@=fla+fl@x-—a)+ -+

x-a"+o(x-a)")
ie
/ f(n)(a) n n
fla+h) = fla)+f (a)h+~~-+Th +o(h")
/\ La réciproque est fausse : I'existence d’un

DL, en a n‘implique pas en général que f est n fois
dérivable en a sin > 2.

m SERIES VECTORIELLES

Dans toute cette partie, K désigne R ou C., (E,|I-I) est un K-
espace vectoriel normé non nul de dimension finie.

On pose p=dimE et B = (e1,...,ep) Une base de E.

Il Généralités

Définition 8 : Vocabulaire des séries vectorielles

Soit (un) pen € EN une suite.
Etudier la série de terme général u,, no-

tée Yu,, c'est étudier la suite (Sp)ew  OU
n

Sn= Z Up=up+uy+---+up€k.
k=0

FONCTIONS VECTORIELLES - PAGE 4 SUR 9


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 24 FEVRIER 2026

S, est appelée somme partielle d’ordre n de la Propriété 28 : Expression du reste

série Y uy.
Y u, est dite convergente lorsque (S,), converge, Avec les mémes hypothéses,
divergente sinon. ZZV: 0 R E" 4y of R -
. n— n .
Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme komsl | N—+oo i n—+o0o

de la série Y u; le nombre

by >
up= lim S;= lim U
=0 n—-+0o n—-+oo0 =

Convergence absolue

Propriété 24 : Série télescopique vectorielle

Définition 10 : Absolue convergente d’une série vec-

Soit (vy) € EN. Lasuite (v,) et la série télescopique
Y (vn+1 — vn) ONt Méme nature et, si elles sont conver-
gentes, Une série ¥ u,, & valeur dans E est dite absolument
convergente lorsque Y. lu, |l converge.

torielle

+00
v —vp) = lim v, - .
er::0( n+1 n) pam vn 0

Propriété 25 : Espace vectoriel des termes généraux

Théoréme 7 : En dimension finie, convergence abso-
de séries vectorielles convergentes

lue = convergence

Si les séries Y u, et Y v, convergent, et si A € K, Si E est de dimension finie et si Y u, converge
alors ¥ (u, + Avy,) converge et absolument (donc si Y lunll converge), alors Y uy
converge.
+00 +00 +00 >
S wWn+Avg)= Y un+1Ay vy La reciproque est fausse.
n=0 n=0 n=0

Propriété 26 : Convergences des séries coordon-
nées

Propriété 29 : Inégalité triangulaire vectorielle

- Si'y u, est absolument convergente,
Soit ue EN, On pose pour ne N, up = Y. ulPey.
k=1

+00 +00
L . ~L < .
La série ¥ u, converge si et seulement si pour tout ,;0 tn nz::O L]
ke[1,p]. lasérie ¥ ul® converge.

Lorsque c’est le cas,

+00 P [+oo ®)
Up = u €. . . .

. k; (ngo " ) k n Sommation des relations comparaison

Si les sommations de relafions de comparaison dans le pro-
gramme officiel n’apparaisse que pour les séries numériques,

Propriété 27 : Divergence grossiére elles s’étendent aisément au cas vectoriel en remplagant dans
les démonstrations les valeurs absolues par des normes.
Si up # 0g., alors ¥ u, diverge. On parle de diver- Deux remarques :

gence grossiére. » . . . ) -
m La série de référence est foujours & termes réels positifs.

/\ Laréciproque est fausse!

m Rappel : pour les relations de comparaison vectorielles, ils
Si un, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la conver- suffit de rajouter des normes de parfout...
gence de Y uy.

E , . Théoréme 8 : Sommation des relations comparaison
Reste d’une série convergente dans le cas de divergence
Définition 9 : Reste d’une série vectorielle conver- Soient ue EN, v une suite réelle positive. On sup-
gente pose que ¥ v, diverge.
n n
+00 Onnofe Sy=3Y uretZp=) v
Soit ¥ u, une série convergente et S= 3" uy. k=0 k=0
n=0 0
On appelle reste d’ordre n de la série Y u, le () Si'un=0(vn), Alors Sp =0 (Zn).
nombre R, = S—S, qui Na un sens que si la série (i) Si tn=0(vn), AlOrs Sy =0(Zy).
converge.
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Théoréme 11 : de la double limite

Soit f: A— F., (fn)n Une suite de fonctions apparte-

Théoréme 9 : Sommation des relations comparaison
dans le cas de convergence

Soient ue EN, v une suite réelle positive. On sup-
pose que ¥ v, converge.

+00

On note, sous réserve d’existence, R, = Y uy et
k=n+1
+00
Pn= Z Vi
k=n+1

() Si up=0(vp). alors ¥ u, converge et R, =0 (pn).

(i) Si up =o0(vy). alors ¥ u, converge et R, =o(pn).

m SUITES ET SERIES DE FONCTIONS VECTO-

RIELLES

(B, II'lg) et (Fl-lp) sont des K-espaces vectoriels normés de
dimension finie. A est une partie non vide de E.

Il Suites de fonctions

Définition 11 : Convergence simple

Soit f: A— F et (f,)n une suite de fonctions appar-
tenant & FA,

On dit que (f,), converge simplement sur A vers f
lorsque pour tout x € A, f;,(x) f(x). C’est-0-dire

n—+oo

Vxe€A, Ye>0, INge €N, Vn > Nye, |fn@)-f0)|p<e.

Définition 12 : Convergence uniforme

On dit que (f,)» converge uniformément sur I vers
f lorsqu’on peut choisir le Ny, de la définition précé-
dente indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, AN; €N, Yn> N, VxeA, |fux)-fx)|p<e.

Propriété 30 : de la convergence uniforme

m La convergence uniforme implique la conver-
gence simple.

® (fu)n converge uniformément vers f sur
A si et seulement si, & partir d’'un cer-
fain  rang, fu, — f est bomnée sur A ef
Neo(fn—f) = sy | fu(x) = f()|| p — 0.
X€

Théoréme 10: Limite uniforme de fonctions conti-

nues
Soit f: A— F., (fn)n Une suite de fonctions apparte-
nant & FA, xg € 1. On suppose que

H1 Pour fout n, f, est confinue en xy (respective-
ment sur A).

H2 La suife de fonctions (fy)n converge uniforme-
ment vers f au voisinage de xq (respectivement
au voisinage de chaque point de A).

Alors
C1 f est continue en xy (respectivement sur A).

nant & FA, (by), € FN et ae A. On suppose que

H1 (f»)» converge uniformément vers f au voisinage
de a.

H2 Pour fout ne N, f(x)

by.
x—a "

Alors on a be F tel que
Cl b, b

C2 f(x)

n—+oo

b

Xx—a

Autrement dit, les limites existant bien :

o dog i) [l i)

Pour les intégrations et dérivations, la variable est réelle.

Théoréme 12 : Interversion limite intégrale par CU sur

un segment
Sia,beR, f:la,bl — F ef (fu)n une suite de fonction
de Flabl te] que
H1 Pour fout ne N, f,, est continue sur [a, b]

H2 La suife de fonctions (fy)n converge uniforme-
ment vers f sur [a, b]

alors
C1 f est continue sur [a, b]
b b
C2[ fn(nde ff(t)dt.
a a

Autrement dit, les limites existant bien,

n—+oo

b b
nﬂToJa fn(t)dt:fa lim_fu(dr.

Théoréeme 13 : Convergence uniforme de primitive

de fonction vectorielle

Soient f: I — F et (fu)n une suite de fonction de
F!, ae I On suppose que

H1 Pourtfout ne NN, f, est continue sur I.
H2 La suife de fonctions (fy)n converge uniforme-
ment vers f sur tout segment de I.
X
Alors on pose Gy, : x — f fn()dt I'unique primitive de
fn Qui s’annule en a efa

X
C1 f est confinue sur I donc G: x —»f f(ydr unique
a
primitive de f qui s’annule en a existe bien,

C2 (Gp), converge uniformément vers G sur fout seg-
ment de 1.
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Théoréme 14 : Dérivation d’une suite de fonctions

vectorielles
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Théoréme 16 : Continuité d’une série de fonctions
vectorielles

Soient f:1— F et (f,)n une suite de fonction de FI.
On suppose que

H1 Pour tout ne N, f, de classe € sur I.
H2 La suite (fn)n converge simplement vers f sur 1.

H3 La suite (f}), converge uniformément sur fout
segment de I vers une fonction h.

Alors
C1 f est de classe €' sur 1.
C2 f'=h c’est-a-dire (lim f,)' =lim f},.

C3 (fn)n converge uniformément vers f sur tout seg-
ment de I.

Théoreme 15 : Généralisation a la classe €7

Soit (fu)n Une suite de fonction de FI, pe N*. On
suppose que

H1 Pourfout neNN, f, de classe €P sur I.

H2 Pour tout k € [0, p—1], la suife ( (k) )  converge sim-
plement vers une fonction hy. sur I.

H3 La suite ( ,(l’”))n converge uniformément sur tout
segment de I vers une fonction hy.
Alors
C1 f=hy est de classe €P sur I.
C2 Pour tout k € [0,p], f® = h c’est-G-dire
(tim f,)® =1im £0,

C3 Pour tout k € [0,p]. ( ,(,k))n converge uniformé-
ment vers hy. sur tout segment de 1.

E Séries de fonctions
Soit (fn) ,epy UNeE suite de fonctions de FA. Pour tout ne N, on
n

pose Sy =Y [
k=0

Définition 13 : Convergences de série de fonctions
vectorielles

On dit que la série de fonction )_ f;,

m converge simplement sur A si, pour fout x € A, la
série ) fu(x) converge.

m converge uniformément sur A si la suite de fonc-
fions (Sy) ,ew Converge uniformément sur A.

m converge uniformément au voisinage de ae A s'il
existe r > 0 fel que (Sp),ewy Cconverge uniformé-
ment sur AnB(a,r).

m converge normalement sur Asipourtout ne N, f,
est bornée et sila série ) Noo(fn) COnverge, avec

Noof ) = sup I £ g

Soit (f)n Une suite de fonctions appartenant & FA,
ae A. On suppose que

H1 Pour fout n, f, est continue en a (respectivement
sur A).

H2 La série de fonctions Y_ f, converge uniformé-
ment au voisinage de a (respectivement de
chaque point de A).

Alors

+00
Cl1 f= ) fn est continue en a (respectivement sur
n=0

A).

Corollaire 8 : Continuité d’une série entiere com-

plexe

+00
La somme d’une série entiére f:z— Y apz" de
n=0
rayon de convergence R est confinue sur le disque
ouvert de convergence D(0,R).

Théoréme 17 : de la double limite

Soit (f)n Une suite de fonctions appartenant & F4,
(bp)n € FN et ac A (8ventuellement infini si E=TR). On
suppose que

H1 Y f, converge uniformément vers f au voisinage
de a.

H2 Pour tout ne N, f(x)

by,.

Xx—a
Alors
C1 > b, converge.
+o00
C2 f(x) — kgo bn.

Aufrement dit, les limites existant bien :

+o00 +00
lim kgofn(x) = Icgo)ggn}lfn(x)-

Théoréme 18 : Intégration terme & terme sur un seg-

ment

Sia,beR, (fp), une suite de fonction de Fl@P! e
que

H1 Pour fout ne N, f,, est continue sur [a, bl

H2 La série de fonctions Z fn converge uniformé-
ment vers f sur [a, b]

alors

+00
Cl1 f= ) faestcontinue sur la,bl.
n=0

b
c2 ) f fan(t)dt converge et
a

b +oo

+00 b
Y | fde=| Y fandr.
n=0va a p=0
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Théoréme 19 : Série de primitives

Soient (f)n Une suite de fonction de F!, ae 1. On
suppose que

H1 Pourtfout neNN, f, est continue sur 1.

H2 La série de fonctions Y f, converge uniformé-

+00
ment vers f= ) f, sur fout segment de I.
n=0

Alors on pose Gy, : x+— f fn()dt I'unique primitive de
fn Qui s’annule en a et
X
C1 f est confinue sur I donc G: x—»f f(nydr unique
primifive de f qui s’annule en a e?(isfe bien,

C2 La série de fonctions Y G, converge uniformé-

+00
ment sur fout segment de I et G= )_ Gp.
n=0

Théoréme 20 : Classe ¢? d’une série de fonctions

Soit (fn)n une suite de fonction de F!, pe N*. On
suppose que

H1 Pour fout ne N, f, de classe €P sur 1.
H2 Les séries de fonctions Y fu,Y fur- X fP~"
convergent simplement sur I.
H3 La série de fonctions Y f;, ) converge uniformé-
ment sur tout segment de 1.
Alors

+00o
Cl f= ) faestdeclasse €P surl.
n=0

+00
C2 Pour tout k € [o,p], f® = Y £ et la conver-
n=0
gence est uniforme sur fout segment de 1.

Théoreme 21 : Classe ¥ d’une série de fonctions

Soit (f)n une suite de fonction de F!. On suppose
que

H1 Pourfout neNN, f, de classe € sur I.
H2 La série de fonctions Z fn converge simplement
surl.
H3 Pour fout k € N*, la série de fonctions Y £
converge uniformément sur fout segment de I.
Alors

+00
Cl f=) fnestde classe € surI.
n=0

+00 k
C2 Pour fout ke N, f® = Yy £,
=
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m EXPONENTIELLES DE MATRICES ET D’ENDO-

MORPHISMES

E est un K-espace vectoriel de dimension finie, non réduit au

vecteur nul.

n Définition

Définition 14 : Norme d’algébre

Une norme N sur une K-algebre («,+,x,-) est
dite sous-multiplicative si pour tout (a,b) € <2,
N(ab) < N(a)N(b). On parle aussi de norme d’algébre.

Propriété 31 : Norme d’algébre et puissance

On a alors, pour fout a€ «f et ke IN*,

N(ak) < N@k.

Corollaire 9 : Convergence de séries vectorielles ex-
ponentielles et géométriques

Soit («4,+, %,-) une K-algébre munie de N norme
d’algébre, et ae .

k
() Lasérie Y % est absolument convergente.
k>0 &

(i) Si N(a) < 1, alors la série ) a* est absolument
k>0
convergente.

Sil, estl’'unité de o, et « de dimension finie, on
+00

a dlors 1,4 - a inversible, d'inverse Y. ak.
n=0

On rappelle que E désigne un espace vectoriel normé de

dimension finie.

Corollaire 10: Cas des endomorphlsmes et des ma-
trices carrées

Pour tout ue Z(E), la série Y 7 est absolument
convergente donc convergenkl‘z0

Pour fout A € 4,(K). la série Y. AT]'C est absolu-
ment convergente donc converggr%;)e.

Définition 15 : Exponentielle d’endomorphisme et de

matrices

Pour tout u € £(E) ou E est de dimension finie, on

+00 uk
note expu=e* = .
k=0 k'
+00 Ak
Pour toute A e 4, (IK), on note expA=ed = o
k=0 X
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E Propriétés

Propriété 32:Lien entre les exponentielles d’endo-
morphisme et de matrice

Si' A matrice représentant u e £(E), alors exp A re-
présente exp u dans la méme base.

Propriété 33 : de I'exponentielle

Soit u,ve £(E).
() Siuov=vou, exp(u)ov=rvoexp(u).

(i) Siuov=vou,
exp(u) cexp(v) = exp(v) oexp(u).
(iiy Pour tout t € K, exp(tidg) = eidp.

(iv) exp(0 () =idg.

Soit A, B € My (K).
() Si AB=BA, exp(A)B = Bexp(A).
(i Si AB=BA,

exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

(iiy Pour tout t € K, exp(tIy) = e’Iy,.
(iv) exp(0p) = Ip.

Propriété 34 : Continuité de I'exponentielle

S Z(E) — Z(B)
Les applications exp : et
u —  expu

Mp(K)  —  p(K) )
exp: sont continues.
A — expA

Propriété 35 : Dérivation

Soient ue £(E) et Ae Mn(K).

. R — Z(&)
Les applications ¢ : et
r — exp(tu)

R — MK

@ sont dérivables sur R, et
t — exp(t4)

pour fouf te R,
(/)’(t) =uoexp(tu) =exp(fu)ou

@' (1) = Axexp(tA) = exp(tA) x A.
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Propriété 36 : Exponentielle d’'une somme

Siu,ve ZL(E) tel que

exp(u+v) =expuoexp v =exprvoexpu.

Si A, B e 4, (K) tel que

exp(A+B)=expAxexpB=expB xexpA.

Corollaire 11 : Inversibilité et inverse de I'’exponen-

tielle

Soit ue L (E) et Ae 4, (K). Alors

exp(u) e9ZL(E) et exp(u)_lzexp(—u)
exp(A) e 9L, (K) et exp(A)~! =exp(-A)

Propriété 37 : Exponentielles de matrices diago-

nales, triangulaires, nilpotentes

M 0 el 0
m exp =

0 A 0 en

M ] [eM ()
m exp = .

0 "An 0 eln

m Si N est nilpotente d’indice p.

1
expN=1I,+N+—-N>+--. NP1
2!

+—
(p-D!

Propriété 38 : Exponentielle et réduction

S A e MK et P e 94¥,IK)., dlors
exp (P~1AP) = P Lexp(A)P.

B Spg (exp(A)) = {e’l, A€ Spg A}.

S

Méthode 1 : Avec une matrice nilpotente

Plus généralement, sion a N nilpotente et 1 € K tel que
A= AI,+ N, le calcul de exp A est facile.

C’est le cas lorsque A a une unique valeur propre A,
alors y 4 = (X -A1)"" est un polyndbme annulateur par Cayley-
Hamilton, donc N = A- A1, est nilpotente.

Plus généralement, un résultat du programme montre
que dans une base adaptée (supplémentarité des sous-
espaces caractéristiques), on a une matrice diagonale

Aq ) 0)
par blocs ' oupourtout i, A; = A;In; +N; Qvec
) " Ap
N; nilpotente.

On vérifie facilement que I'exponentielle de cette ma-

exp Ap (0)
trice est '

0) ’ exp Ap
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