Extrait du programme officiel :

Dérivation et intégration des fonctions vectorielles

Fonctions vectorielles

Les fonctions sont définies sur un intervalle T de R, & valeurs dans un espace normé de dimension finie E.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Dérivabilité en un point

Dérivabilité en un point.

Dérivabilité & droite et & gauche.

Définition par le taux d’accroissement, caractérisation par le dé-
veloppement limité & I'ordre 1.

Interprétation cinématique.

Traduction en fermes de coordonnées dans une base.

b) Opérations sur les fonctions dérivables

Combinaison linéaire de fonctions dérivables.
Dérivabilité et dérivée de L(f). ou L est linéaire.

Dérivabilité et dérivée de B(f,g), ou B est bilinéaire, de
M(fi,..., fp), OU M est multilinéaire.

Dérivabilité et dérivée de fog ou ¢ est une fonction réelle de
variable réelle et f une fonction vectorielle.

Applications de classe €*. Opérations sur les applications de
classe €*.

Cas du produit scalaire, du déterminant.

c) Intégration sur un segment

Intégrale d’une fonction vectorielle continue par morceaux sur
un segment de R.

Linéarité de I'intégrale. Relation de Chasles.
Pour L linéaire, intégrale de L(f).

b b
Inégalité triangulaire Hfa fH gfa I71l-

Sommes de Riemann associées & une subdivision réguliere.

b b
No’ro’rionsf f,f f,f f(nde.
[a,b] a a

d) Intégrale fonction de sa borne supérieure

X
Dérivation de fo f(® dt pour f continue.
a

Inégalité des accroissements finis pour une fonction de classe
@l

e) Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégral.

Inégalité de Taylor-Lagrange & |'ordre n pour une fonction de
classe €.

Formule de Taylor-Young & I'ordre n pour une fonction de classe
€".
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Séries vectorielles

L'objectif de cette section est d’étendre la notion de série convergente au cadre des espaces vectoriels normés de dimension

finie.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

q) Séries a valeurs dans un espace normé de dimension finie

Sommes partielles. Convergence, divergence.

Somme et restes d’une série convergente.

Linéarité de la somme.

Le ferme général d'une série convergente tend vers 0.
Lien suite-série, séries télescopiques.

Série absolument convergente.

Une série absolument convergente d’éléments d’un espace
vectoriel normé de dimension finie est convergente.

La série de terme général u,, est notée Y u,.
+00

En cas de convergence, notation " uy.
n=0

Divergence grossiére.

Le critére de Cauchy est hors programme.

Suites et séries de fonctions vectorielles

Les fonctions sont définies sur une partie A d’un espace vectoriel E de dimension finie et & valeurs dans un espace vectoriel normé

F de dimension finie.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple d’une suite de fonctions. Convergence
uniforme. La convergence uniforme enfraine la convergence
simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation en termes de norme.

b) Continuité, double limite

Si les uy, sont continues en a et si (u;) converge uniformément
vers u sur A, alors u est continue en a. En particulier, toute limite
uniforme de fonctions continues sur A est continue sur A.

Théoréme de la double limite : soit (1) une suite de fonctions
de A dans F convergeant uniformément vers u sur A, et soit a un
point adhérent & A; si, pour tout n, u, admet une limite ¢,, en a,
alors (¢,;) admet une limite ¢ et u(x) P l.

Le théoréme s’applique dans le cas ou I’hypothése de conver-
gence uniforme est satisfaite de fagon locale, en particulier sur
tout segment. En pratique, on vérifie la convergence uniforme
sur des intervalles adaptés & la situation.

La démonstration est hors programme.
Adaptation, si Ac R, Qux cas oU a = +oco €t a = —co.

c) Intégration d’une limite uniforme sur un segment

Soit (up) une suite de fonctions continues définies sur un infervalle
Ide R et & valeurs dans F, a un point de 1. On suppose que (uy)
converge uniformément sur fout segment de I vers une fonction
u. Pour ne N et xe I soit

x x
Un(x)=f Un, U(x)=f u.

a a

Alors (U,) converge uniformément vers U sur fout segment de 1.

En particulier, si (u,) converge uniformément vers u sur le seg-

b b
ment [a, b], alors :f un—»f u.
a a

d) Dérivation d’une suite de fonctions

Soit (1) une suite de fonctions de classe ¢! sur un intervalle I de
R, & valeurs dans F. Si (u,) converge simplement sur I vers une
fonction u, et si (u},) converge uniformément sur tout segment de
I vers une fonction v, alors (1) converge uniformément vers u sur
tout segment de I, u est de classe €1 sur I et v’ = v.

Extension aux suites de fonctions de classe €*, sous I'hypothese
de convergence simple de (u%)) pour 0< j< k-1 et de conver-

gence uniforme sur tout segment de ().

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u},) sur des
intervalles adaptés & la situation.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u{¥) sur des
intervalles adaptés & la situation.
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CAPACITES & COMMENTAIRES

e) Séries de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme.

Une série de fonctions converge uniformément si et seulement
si elle converge simplement et si la suite de ses restes converge
uniformément vers 0.

Adaptation des résultats des paragraphes précédents au cas
des séries de fonctions.

Convergence normale d’une série de fonctions. La conver-
gence normale implique la convergence uniforme.

La convergence normale implique la convergence absolue en
fout point.

Exemples d’études de fonctions définies comme sommes de sé-
ries : régularité, étude asymptotique, utilisation de la comparai-
son série-intégrale.

Exponentielle d’'un endomorphisme ou d’'une matrice

Dans cette section, I est un infervalle de R, E un espace normé de dimension finie.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

c) Exponentielle d’'un endomorphisme, d’'une matrice
Exponentielle d’'un endomorphisme d’un espace normé de di-
mension finie, d’une matrice réelle ou complexe.

Exponentielle d’'une matrice diagonale. Exponentielle de ma-
frices semblables. Spectre de exp(A).
Continuité de I'exponentielle sur £ (E), sur .y, (K).

Dérivation de r— exp(ra) de t— exp(tA).

Exponentielle de la somme de deux endomorphismes, de deux
matrices carrées, qui commutent.

Notations exp(a),e“,exp(A),eA.
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Table des matieres
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2 Intégration sur un segment d’une fonction continue parmorceaux . . . ... . ... ... . ... 10
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5 Intégration par parties . . . . . 13
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Il Formules de Taylor 14
IV Séries vectorielles 17
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Dans ce chapitre, on désigne par K I'un des deux corps R ou C.
Soit I, J des intervalles de R d’intérieurs non vides.

Soit (E,Illg). (Elllg). (G, llg) des K-espaces vectoriels normés de dimension finie non réduits au vecteur nul. Lorsqu’il
n’est question que d’un espace normé, sa norme est notée |-|| sans ambiguité.

Rappel : les normes étant équivalentes en dimension finie, les notions de limite ne dépendent pas de la norme.
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n DERIVABILITE D’UNE FONCTION VECTORIELLE
Il Définition

Soit f: I— E, ae I. On dit que f est dérivable au point a si et seulement si rla(f(x) - f(a)) a une limite

lorsque x — a si et seulement si %(f(a + h) — f(a) a une limite lorsque h — 0.

Cette limite est alors notée f'(a) ou %(u) et appelée dérivé de f au point a.
- , , df |I — E . Af
f est dérivable sur I lorsqu’elle I'est en fout a e 1. Alors f' = PR est la fonction dérivée
X — f’(x)

de f.

Propriété 1 :DL,;

f est dérivable en a si et seulement si elle admet un développement limité & l’'ordre 1 en a, c’est-a-dire
si on peut écrire
fla+h)=f(a)+hb+h-e(h) = f(a) +hb+h00(h)

ol beE ete(h) — 0g. Dans ce cas, b= f'(a).

Démonstration

Méme démonstration que pour les fonctions numériques.
f est dérivable en a si ef seulement s'il existe b € E tel que E(f(“ +h) - f(a)) — b si et seulement s’il existe be E tel

que %(f(a+ h)— f(a)) =b+0(1) si et seulement si f(a+h) = f(a)+ hb+o(h).
Par unicité de la limite, le b en question est bien f’(a). [

Corollaire 1 : dérivable — continue

Si f est dérivable en a (respectivement sur I), alors f est continue en a (respectivement sur I). La
réciproque est fausse.

Démonstration

I suffit de passer a la limite dans le DL;. [ |

Remarque

R1 - Comme pour les fonctions numériques, on définit aussi des dérivées & gauche et a droite de a (lorsque c’est
possible) notée fg(a) et f(a) : ce sont les dériveées des restrictions & In] —oo,al et Inla,+oo[ de f, et on a f
dérivable en a si set seulement si elle I'est & gauche et & droite et fg(a) = ft;(a).
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Propriété 2 : Lien avec les fonctions coordonnées

n
Sin=dimE et B=(e,...,e;) base de E, f = )_ fiex.
k=1
n
f est dérivable en ac I (respectivement sur I) ssi pour tout k, fi I'est et alors f'(a) =) fi(a)ex (respecti-
k=1

n
vement f'= )" flek).
k=1

Démonstration

Conséqguence de la propriété analogue sur la limite appliquée au taux d’accroissement.

E Opérations sur les fonctions dérivables

Propriété 3: Linéarité

Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivables de dérivée la combinaison linéaire
des dérivées.

Démonstration

Avec DL, :si f et g sont dérivables en a et A e R, f(a+h) = f(a)+hf'(a)+o(h) €t gla+h) = g(a) + hg'(a) + o (h) alors
(f+Ag)a+h) = (f+Ag) (@) +h(f +Ag")(a) +o(h), d 0Ol le résultat.

Propriété 4 : Image par une application linéaire

Siue £(E,F) et f:1— E dérivable sur I, alors uo f est dérivable, de dérivée (uo f)' = uo f'.

Remarque

R2— A ne pas confondre avec la formule de dérivée d’une composée !

Démonstration

Avec DLy :siael, uofla+h) = u(f(a)+hf'(a)+he(h) = uo f(a) + huo f'(a) + hu(e(h)) avec u(e(h)) — u(0) = 0 par
continuité de u, linéaire sur un espace de dimension finie.
Donc uo f dérivable en a et (uo ) (a) = uo f'(a).

Exemple
E1 - La projection du vecteur vitesse est le vecteur vitesse de |la projection du mouvement.

Propriété 5 : Image par une application multilinéaire

SiB:ExF — G bilinéaire, f:1—E, g:I— F dérivables sur I, on note B(f, g) : x— B(f(x), g(x)).
Alors B(f,g) dérivable sur I et B(f,g)' =B(f',g)+B(f.g).

n n
Plus généralement, si (fi,..., f.) € [| E} est une famille de fonctions dérivables sur I, M : [ E; — F une
i=1 i=1

n
application n-linéaire, alors M(f,..., f») est dérivable sur I et M(fi,...,f)' =Y. M(fi,-., [}, s fn)-
i=1
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Démonstration

Se voit avec DL; mais la discussion est assez pénible pour le o.
Le mieux est de revenir au taux d’accroissement : si ae I,
1

% (B(fla+h),gla+m)-B(f@,g@)) == (B(fla+th) —f@+ f(a),gla+h)-B(f(a),ga))

(B(fla+h) - f(a),gla+h)+B(f(@,gla+h -ga))

& >~

1 1
E(f(‘H h) - f(a),gla+ h)) +B (f(a), E(g(a+ h) - g(a))
—B(f'(a),g@)+B(f(a),g (@)

par continuité de B, bilinéaire sur des espaces de dimension finie et de g, dérivable.

Corollaire 2 : Dérivée d’un produit de fonction scalaire par une fonction vectorielle

Dérivée d’un produit de fonctions dérivables fg ot f:I1—-Ketg:I—-E: (f-g)=f"-g+f g

Corollaire 3 : Dérivée d’un produit scalaire

Dérivée d’un produit scalaire de fonctions dérivables dans un espace euclidien : (f|g) = (f'|g) +(f|g')-

Corollaire 4 : Dérivée du déterminant

Dérivée d’un produit scalaire de fonctions dérivables dans un espace euclidien : Soit, pour j € [1,n],
Cj:I— Ay (K) fonction deérivable. Alors I'application déterminant f: t — |C1(t)

n

vablesurI et f'=3_
j=1

5 99555 : Cn(t)) est déri-

Propriété 6 : Composition

Sif:1—E, ¢:]—R dérivables tel que ¢(J) < I, alors fo ¢ dérivable et (fop) =¢'- f 0.

Démonstration

DLI.

Applications de classe ¢”

Définition 2 : Classe d’une fonction vectorielle

f est dite de classe 4° sur I si elle est continue sur 1.
f est dite de classe € sur I si elle est k fois dérivable sur I et £ est continue sur 1.
f est dite de classe ¢ si elle est de classe €™ pour tout n, c’est-a-dire si elle est indéfiniment dérivable.

Remarque

R3— On peut étre dérivable sans étre de classe €.

Exemple

E2— f(x)=x?sin 1 prolongé par 0 en 0.
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On fixe désormais n € IN U {+oc}.

Propriété 7 : Lien avec les fonctions coordonnées

n
Sip=dimE et B=(ey,...,ep) base de E, f =) _ frex.
k=1

n

f est de classe €" sur I si et seulement si pour tout ke [1,n], fi I'est et dlors sine N, f™ =Y f"e.
k=1

Démonstration

Récurrence.

Propriété 8 : Linéarité

€"(1I,E) est un K-espace vectoriel et sine N et si f,ge €"(I,E) et Ae K, (f+Ag)" = fW + 1g".

Démonstration

Récurrence.

Propriété 9 : Image par une application linéaire

SinelN, ue L(E,F) et fe6"(,E) alors uo f € €™(I,F) (uo f)"”) = uo fV.

Démonstration

Récurrence.

Exemple
E3 — La projection du vecteur accélération est le vecteur accélération de la projection du mouvement.

Propriété 10 : Formule de Leibniz

SineWN, B:E x F — G bilinéaire, f € €"(I,E), g €"(I,F) alors B(f,g) € €"(I,G)

(B(f,g))(n) — Xn" (Z

k=0

B (f(k), g(n—k))‘

Démonstration

Récurrence.

Corollaire 5 : Dérivées successives d’un produit

SineNN, fe€"(,K), g €"(I,E) alors f-ge€"(,E)

(f-g)™ = Z": (’I:)f(k) g b,

k=0
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Propriété 11 : Composition

Sif:1—E, ¢:]—R de classe €" telles que ¢(J) < I, alors fo¢ de classe €" sur J.

Démonstration

Par récurrence. [ |

m INTEGRATION SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION VECTORIELLE

Il Fonctions continues pas morceaux

Soit a,be R tels que a< b.

Définition 3 : Fonctions continues par morceaux sur un segment

Une application f:[a, b] — E est dite continue par morceaux si et seulement s’il existe une subdivision
o=(a=aya,...,a,=b) de [a,b] telle que

I

f admet des limites & droite de a; et & gauche de a;.;.

est continue.
|

Vke[o,n-1], {

c’est-a-dire
f|] [ est continue.
Vke[o,n-1], ottt
f|] [ est prolongeable par continuité & [a, ars1].

On dit alors que ¢ est adaptée a f.
On note €,,(la, b], E) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Propriété 12 : Lien avec les fonctions coordonnées

n
Sin=dimE et B= (ey,...,e,) base de E, f = Z frex. [ est continue par morceaux ssi pour touf k, fi. I’est.
k=1

Corollaire 6 : Opérations

Si f,g € 6m(la,bl,E), pe€m(a b, R) et Le K, x— | f(x)|. f+Ag et ¢- f sont continues par morceaux.

Ay Af+1

Remarque
R4 — Em(la,bl,E) est un K-espace vectoriel.

Propriété 13 : CPM = bornée

Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.

Définition 4 : Fonction CPM sur un intervalle

Si I est un intervalle d’intérieur non vide, f est dite continue par morceaux sur I lorsqu’elle |"est sur fout
segment inclus dans 1.
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E Intégration sur un segment d’une fonction continue par morceaux

Propriété 14 : Indépendance du choix de la base

n n b
Sin=dimE et % = (ey,...,ep) base de E, f =) frex. Alors ) U fk(t)dt) e he dépend pas de la base
k=1 k=1\Ja
AB.

Démonstration

Soit € = (¢1,...,e,) UNE Auire base de E.
n

Alors, on peut décomposer tout e = '21 ajkEj-
]:

n

n n n n
Puis on décompose f= ) gjej= Y frex =), ). ajifrej. donc pourtout j, gj= 3 ajfr-
=il 1 j=lk=1 =il

j= k= 1 k
n b n o n b n b n n b
Alors Z(f fk(t)dt)ek: Z Zaj,k([ fk(t)dt)EjZZ(f (Z aj,kfk(t) dt)b‘j:Z(f g]([)dt)fj | |
k=1\a k=1j=1 a j=r\va \k=1 j=1\Va

Définition 5 : Intégrale sur un segment

n
Sin=dimE et B=(ey,...,e,) base de E, f= ) _ firex.
k=1
On appelle intégrale de f sur [a, b] le vecteur

f[a’b]fzfabfzj:f(t)dt:él(fabfk(t)dt)ek,

a a b
On pose f fde=0g e‘rf fde= —f f(odt.
a b a

Remarque
R5 — Pas d’intégration sur un infervalle quelconque pour des fonctions vectorielles au programme.

Propriété 15 : Linéarité

b
f— f f(vydt est une application linéaire de €,,(la, b, E).
a

Démonstration

Il suffit de passer par les coordonnées. [ |

Propriété 16 : Relation de Chasles
Si fe€nl,E)etabcel,
b c b
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(ndt.
a a c

Démonstration

Il suffit de passer par les coordonnées. [ |
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Sommes de Riemann

Si f est continue par morceaux sur [a, b, o = (ay, ..., ay) Une subdivision et pour tout k entre 0 et n—1, & € [ag, agyq]
alors on pose la somme de Riemann

n—1
R(f,0,8) =Y (ags1—ap) fEp).
k=0

Pour une fonction numérique, cela correspond & une somme d’aires de rectangles.
b-a

Si la subdivision est réguliere, pour tout k, ag,; —ay = ? et pourtout k, ap=a+k
On obtient alors

b— n—1
$(f,0,0= 2% FEp.
k=0

b-a

Et si on prend les rectangles & gauche, ona alors ég = ap =a+k

Dans ce cas,

b

_an—l
S(f,O',f)Z T Z f a+k
k=0

b—a)
—

Théoréme 1 : Convergence des sommes de Riemann

Si f€€m(la,bl,E), ne N*,

b—a™l b-a
Ry (f) = T};Of(aﬂc - )

b n-1 1
alors Ry (f) mf f(nydet. En particulier, si f € €,,(10,11,E), %Z f(%) —»fo f(ode.
a k=0

Démonstration

I suffit d"appliquer le théoréme vu en premiere année sur les fonctions numériques aux coordonnées dans une
base.

Théoréme 2 : Inégalité triangulaire intégrale

b b
Si f € m(LE), abel, ”[ f(t)dt” < U Lrol dt'.
a a
(La valeur absolue sert & remettre les bornes dans le bon sens.)

Démonstration

Sia=b,iln"y arien & faire.
b-a=l
Sia<b, et neN*, |Su(f)| < — X
n k=0

b- 2
f(a+ kTa)H donc en faisant n — +oco, par continuité de la norme et || ||

b b
étant continue par morceau, “f f(t)dt” gf | f@| de.
a a
Si a > b, il suffit de remetire les bornes dans le bon sens.
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Propriété 17 : Image d’une intégrale par une application linéaire

u(fabf(t)dt) :fabu(f(t))dt.

Siue L(E,F) et fe€nla, blE),

Démonstration
. " b-anzl b-a . N D
Soit ne IN*, u(Sp(f)) = Y u(f(a+ kT)) donc en faisant n — +oo, par continuité de u, application linéaire
k=0
b b
sur un espace de dimension finie, u(f f(t)dt) :f u(f(@)de. [ |
a a

ﬂ Intégrale et primitive

Définition 6 : Primitive

g:I— E est une primitive de f:1— E si g dérivable sur I et g’ = f.

Propriété 18 : Caractérisation des fonctions constantes

f:1— E dérivable sur I est constante si et seulement si f'=0g sur 1.

Démonstration

Si f est constante c’est la définition.
Si f' =0, alors, en passant par les coordonnées, f est constante. [

Remarque
R6 — La constante dépend de l'intervalle !

Propriété 19 : Comparaison de primitives

Soit f . I—E, EG deux primitives de f sur I, avec I intervalle.
AlorsonaCeK felque Vxel, F(x)=G(x)+C.

Démonstration

F'—G' =0 surl'intervalle I. [ |

Théoreme 3 : fondamental de 'analyse

X
Si f est continue sur un intervalle I & valeurs dans E et ael, F: x— f f est I'unique primitive de f qui
a

s’‘annule en a.

Démonstration

Il suffit de passer par les coordonnées. [ |
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Corollaire 7 : Applications du théoréme fondamental

() Toute fonction confinue sur un intervalle possede des primitives.

b
(i Si fe€U,XK), F primitive de f surl, a,bel, f f(Odt = [F(1)]2 = F(b) - F(a).
a

X
(iiy Si f est de classe €' ([a, b)), f(x) =f(a)+f fl(ndr.
a

(iv) Inégalité des accroissements finis :
Si f est de classe €' sur la,b] et | f'| < k. alors f est k-lipschitzienne sur [a, b].

Démonstration
X
(i) x-—»[ f(nde et F—F(a) sont deux primitives de f sur I'intervalle I s’annulant en a, donc sont égales.
a
(i) f primitive de f’.
y y
(V) Six<y. |fx)-Ffy= Hf f’(z)dtH <[ |/ dr < k(x—y).
P X

Propriété 20 : Fonction intégrale dépendante de ses bornes

Soient I, J intervalles de R, u,v: I — J dérivables, f: ] — E continue.

I — K
L'application ¢ : v(x) est dérivable sur I et
X — fHde

u(x)

Vxel, ¢'(x)=v'(x)f(vx)-u X f(ux).

Démonstration

Si F primitive de f, ¢ =Fov—Fou.

E Intégration par parties

Propriété 21 : Intégration par parties

Siuee (I, K), ve € (I, E),

b b
Ya,bel, f u(n)v'(de= [u(t)v(t)]Z—f u' (v de
a a

Démonstration

(uv) = u'v+uv' puis intégrer entre a et b.

ﬂ Changement de variable

Propriété 22 : Changement de variable
Si I intervalle, ¢ :[a, B] — I de classe €', f e €(I,E),

o(B)

B
" f(t)dt:f @' (w)- flpw)du.
¢(a a
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Démonstration

Si F primitive de f, (Fop) =¢'- fog.

m FORMULES DE TAYLOR

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

E]san-i

Définition 7 : Développement et reste de Taylor

Si f est n fois dérivable en a, son développement de Taylor en a & I'ordre n est

_ \n
Th(x)=fla)+(x—a) f'(@+-+ %f”’)(m,

et le reste de Taylorde fenadl'ordre nest R, = f—T, (felque f=T,+Ry,).

On sait déja que si f est polynomiale de degré d, pourtfout n>d+1, R, =0.
On va chercher & :

m exprimer globalement R, : c’est la formule de Taylor avec reste intégral,
= majorer globalement R, : c’est I'inégalité de Taylor-Lagrange,

m dominer localement R, : c’est la formule de Taylor-Young.

Théoréme 4 : Taylor reste intégrale

Si f est de classe €"*(I,E), ae I, alors pour tout xe I,

f(x)—Z(x a)k F® (@) + f (x— f(n+1)dt

k=0

Remarque

R7 - A connaifre PARFAITEMENT.
Pour s’en rappeler : tester pour n =0 et plus de a sous I'intégrale.

Démonstration
Par récurrence sur n.
X
m Sin=0, fe€ (), pourtout xeI, f(x) = f(a) +f f(ndt.
a

= Sic’estvrai pourun n>0, fe € 2(I), par hypoth&se de récurrence, si xe I,

(n)
fO=f@+f(@x-a+- f (“) - f GO e gy 4y,
_ ph+l
Par intégration par parties, f+D et r— —% étant de classe ¢!,

X
Rp(x) :f (x f(”H)(t)dt_
a

_ an+l 25 X (v_ pn+l
_ (x=1) f(n+1)(t)] +f (x—1) f(n+2)(l‘)dl‘
. Ja

n+1)! n+1)!
_ =™ ¥ x=)" )
mrnr | @Y T S 0de

ce qui établit la récurrence.
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Théoréme 5 : Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f:I— E est de classe €™ sur I, ae I. Pour tout xe I,

|x—a|n+1 (n+1)
—_— 1| .
(n+1)! tE[aI,)x] ||f ( )”

”f( -y O =@t

k=0 k!

Remarque
R8 — Facile, plus de piege. Que retrouve-t-on pour n=07?

Démonstration

m Pas de probleme si x = a.
m Si x> a, par Taylor reste intégrale, les bornes étant dans le bon sens,

X
IRy ()]l = Hf i f(n+l)(t)dt“ f
a

<J xﬂﬂf‘"*“mﬂ a

a

(x—

f("“)(t) H dt

Comme "f(”“) ” est continue sur le segment [a, x], ell est bornée donc  sup
tela,x]

f("“)(t)‘ existe et, tout étant

positif et les bornes dans le bon sens toujours,

5 (B= t)”

sup ”f(”ﬂ) " dt = sup Hf("ﬂ)

la, x] [a,x]

fx (x_ t)ﬂ B (x_ a)l’H-I f(n+l) H

a nl T (n+1)! [ax]

IR < f

m Six<a,

(x-
IRy ()1l =

X
f (x- f("+1)(t)dtu

a

I,
<fa - x) |r D] ar
X

a(+_ +\1 _ n+l
f(n+1)||f (t x) dre @
(n+1)! [xa]

f(n+1)(t)H dt’

f(n+1) H

Ayant défini la négligeabilité, on peut, comme pour les fonctions numériques, calculer des développements limités
vectoriels.

Propriété 23 : Primitivation de DL

Soit f: I — E admettant un DL, (a) avec ac€ I
f@)=ap+-+ay(x-a)"+o((x—a)")

Toute primitive F de f sur I admet un DL,11(a)

F(x)=F(a)+ap(x—a) + %(x— A+ + nanl x-a)" " +o((x—a)™)

obtenu par primitivation terme & terme du DL de f.

Démonstration

Soit g(h) = F(a+ h)—F(a)—aoh—%hz—---—ﬂh’”l.

On veut montrer que ¢(h) = o (h"™*1).
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Or ¢ est dérivable sur I et ¢':h— fla+h) —ag—---—aph™ =o(h").
Soit e>0. Onan>0tel quesild <n, |¢' O] <eld™

m En particulier, si k#0 et [l <7, alors ¢’ ()| < sur 105 hl.

elh|"
N——r
indépendant de ¢

Par inégalité des accroissements finis, ¢ étant de classe ¢! sur 105 k[ en supposant de plus f continue,
lom) — O] = o] <elhl™ |h-0]=e|h"*!.

Notons que pour I'inégalité des accroissements finis vectorielle, nous avons besoin de la classe ¢! de ¢ et
donc la continuité de f (en fait f continue par morceaux suffit), mais elle est valable pour ¢ continue sur [0, A
et dérivable sur |0, a[ (hors-programme pour une fonction vectorielle).

m Autre rédaction possible (demandant par contre forcément f au moins continue par morceaux), si k > 0,
le] = et -0 = Hfohw’(r)dt“ <th [AG] dtgfoheuv’ de <elh|"™1.
On peut faire un calcul semblable si h <0 en renversant les bornes de I'intégrale.

Donc ¢(h) =o (h"1).

Remarque

RY — A Comme pour les fonctions numériques, on peut aussi dériver un DL terme & terme & condition de savoir
que ' admet un DL.

Théoréme 6 : Formule de Taylor-Young

Sif:1—E,acl tel que f soif de classe €" sur I, alors f admet un DL, en a

f(n) (a)

n!

x-a)"+o((x-a)")

f@=fla+f@x-—a)+--+

(n)
fla+h) =f(a)+f’(a)h+--~+f (a)h”+o(h”)

n!

A La réciproque est fausse : I'existence d’un DL,, en a n’‘implique pas en général que f est n fois
dérivable en a si n > 2.

Remarque

R10- L'hypothése du programme officiel est f de classe €, mais il suffit qu’elle soit n-1 fois dérivable et que =1
soit dérivable en a.

Démonstration

On a déja vu que c’est vrai pour n=1.
Sic’est vrai & l'ordre n—1, et si f admet une dérivée d’ordre n> 1 en a, alors f' admet une dérivée d’ordre n-1
en a et par hypothése de récurrence,

f(n) (@)
(n=1!

FO=f@+f'@x-a+ -+ (x—a)"! +o((x— a)"_l).

Alors, par primitivation de DL,

f(") (@)

n!

x-a)"+o(x-a)")

f@=fla+fll@x-—a+ -+

ce qui établit la récurrence.
Pour la réciproque, si f(x) = x3 sini prolongé par continuité paro en 0, on a f(x) = o(xz] quiestun DL, de feno

1 1 . , , ‘s
et pourtant f’: x— 3x%sin— — xcos = si x #0 et 0 sinon n"est pas dérivable en 0.
p X
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m SERIES VECTORIELLES

Dans foute cette partie, K désigne R ou C., (E, |-I) est un K-espace vectoriel normé non nul de dimension finie.
On pose p =dimE et B = (ey,...,ep) Une base de E.

Il Généralités

Définition 8 : Vocabulaire des séries vectorielles

Soit () new € EN une suite.
Etudier la série de terme général u, notée Y u,, c’est étudier la suite (Sy)enw ©OU
n

Sp=) up=up+ui+--+up€ck.
k=0
S, est appelée somme partielle d’ordre n de la série ¥ u,,.
Y u, est dite convergente lorsque (S,),, converge, divergente sinon.

Lorsgu’elle est convergente, on appelle somme de la série Y u,, le nombre

+00

n
u,= lim S, = lim Zuk.
n—+oo n—+oo

n=0 k=0

Propriété 24 : Série télescopique vectorielle

Soit (v,), € EN. La suite (v,) et la série télescopique ¥ (v,+1 - v,) ONt méme nature et, si elles sont conver-
gentes,

+00
> Wnr1=vn) = lim v, —vo.
n—+oo
n=0
Démonstration
n
Sn= Y W41 = VE) = U1~ Vo, u

k=0

Propriété 25 : Espace vectoriel des termes généraux de séries vectorielles convergentes

Si les séries Y u, ety v, convergent, et si Ae K, alors ¥ (u, + Av,) converge et

+00 +00 +00
Z (Uy +Avy) = Z un+/lz Un
n=0 n=0 n=0
Démonstration
n n n
Sn=) upn.Zp=) vpalors Y (up+Avy) =Su+AZ,. [

k=0 k=0 k=0
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Propriété 26 : Convergences des séries coordonnées

p
Soit ue EN. On pose pour nelN, up, = Y. uPey.
k=1

La série ¥ u, converge si et seulement si pour fout k € [1, p]. la série ¥ u® converge.
Lorsque c’est le cas,

P (+oo
D= ) (Z uﬁlk))ek.

n=0 k=1 ‘\n=0

Démonstration

D’aprés la propriété connue sur les limites de suites vectorielles. [

Remarque

+00 (k) +00 P
R11 - Lorsqu’il y a convergence, pour fout k€ [1, p], (Z un) =7
n=0 n=0

Propriété 27 : Divergence grossiére

Si u, # 0g, alors ¥ u, diverge. On parle de divergence grossiére.
/\ Laréciproque est fausse !
Si u, — 0g, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la convergence de Y u,,.

Démonstration
un=Sn—Sp—1. donc si (S,) converge, uy, — 0.

Contre-exemple : série harmonique. [ |

E Reste d’une série convergente

Définition 9 : Reste d’une série vectorielle convergente

+00
Soit ¥ u,, une série convergente et S= Y u,.
n=0

On appelle reste d’ordre n de la série ¥ u,, le nombre R, = S—S,, quin’a un sens que si la série converge.

Propriété 28 : Expression du reste

+00
R,= ) uietR,

N
Avec les mémes hypothéses, Y uy

0f.
k=n+1 N—+oo k=n+1 n—+0o
Démonstration
N +00
SN—=Sn—S8-Sp=Rplorsque N—+coet Y up— Y uylorsque N— +oco [
k=n+1 k=n+1
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Convergence absolue

Définition 10 : Absolue convergente d’une série vectorielle
Une série ¥ u,, & valeur dans E est dite absolument convergente lorsque Y |lu, || converge.

Théoréme 7 : En dimension finie, convergence absolue = convergence

Si E est de dimension finie et si Y u,, converge absolument (donc si Y llu,l converge), alors ¥ uy,

converge.
La réciproque est fausse.

Démonstration

m Cas ol E=TR: On écrit u, = u); —u, avec

N Up Si upy >0 B —Up Siup <0
Uy = et u, =

0 sinon. 0 sinon.

Comme 0< u}y <lunl et 0< u;, <lunl, Y ujt et ¥ u;, convergent.
Donc, par linéarité, ¥ uy, = ¥ (u} — u;;) converge.
= Cas complexe : ) Reu, et ) Jmu, convergent absolument car [Reunl < lunl ef [Imuyl < |lunl donc

convergent.
m Cas général : Comme toutes les normes sont équivalentes, en considérant |-, 0N A a > 0 tel que [|-lloo < a|l-Il.
on montre que chague suite coordonnée de u est le terme général d’une série absolument convergente.

- (-n" .
Pour la réciproque fausse, ). —— est convergente mais elle ne converge pas absolument. |
n

Remarque
R12— Lorsqu’une série est convergente mais n'est pas absolument convergente, on dit qu’elle est semi-

convergente.

Propriété 29 : Inégailité triangulaire vectorielle

Si' Y u, est absolument convergente,

+00
<Y luall.
n=0

+00
>
n=0

Démonstration

Il suffit de passer & la limite dans I'inégalité triangulaire pour les somnmes partielles, les deux séries convergeant
[ |

bien.

FONCTIONS VECTORIELLES - PAGE 19 sur 30



y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

E].
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I 1}_1* ]
it

[CIFE

Remarque : Comparaison asymptotique pour les séries vectorielles

R13 - On compare |lu,l & une suite (v,) & termes réels positifs (au moins & partir d’un certain rang), ferme général
d’une série convergente.
Dire que u;, =o(vy) OU qQue u, = O (vy), c'est dire que |luyll = o (vy) ou que lluyll =0 (vy).
Si lupll = o(vy) OU O(vy) OU < v, APCH, OU ~ v, alors la série Y u, est absolument convergente donc conver-
gente.
Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-convergentes.

ﬂ Sommation des relations comparaison

Si les sommations de relations de comparaison dans le programme officiel n’apparaisse que pour les séries numeé-
riques, elles s’étendent aisément au cas vectoriel en remplagant dans les démonstrations les valeurs absolues par des
normes.

Deux remarques :

m La série de référence est foujours A fermes réels positifs.

m Rappel : pour les relations de comparaison vectorielles, ils suffit de rajouter des normes de partout...

Théoréeme 8 : Sommation des relations comparaison dans le cas de divergence

Soient ue EN, v une suite reelle positive. On suppose que ¥ v, diverge.

On note S, = Zuk etz, = ka
k=0 k=0

() Siup=0y), alors S, =0(Z,).

(i Siuy=o0(vy), alors S, =o0(Z,).

Démonstration

Comme X, — +oo, ON A Un rang Ny & partir duquel £, > 0.

() Ona MeR* etunrang N tel que sin> N, lluyll < Mvy,.
Sin= N, ISpll ISyl +M(Zn—ZN) < ISyl +MZ,.
Or 2, — +0o, donconaunrang N’ tel que sin> N, ISyl < Zn.
Ainsi, pour n > max(N,N'), |Sull < (M+1)Z, et S, =0 (En).

(i) Soit e>0. On aunrang N & partir duquel [luyll < §
Sin= N, ISpll <USnlI+5 En—ZN) <ISnlI+5Zn.
Si n > max(N, No), 1l < 1l
Et enfin "“;—1"1’” — 0 donc on a un rang N’ & partir duguel "g—f;’” <5
Donc, si n > max(N, Ny, N), ISyl < eZ, €t S =0(En).

Remarque
R14 — C’est encore valable si v, > 0 seulement & partir d’un certain rang.

Théoréme 9 : Sommation des relations comparaison dans le cas de convergence

Soient ue EN, v une suite réelle positive. On suppose que ¥ v, converge.
o0

+00 +
On note, sous réserve d’existence, R, = Y uretp,= Y vk
k=n+1 k=n+1

() Siup=0(vy). alors ¥ u, converge et R, =0 (pn).

(i) Siun=o0(vy,), alors ¥ u, converge et R, =o(py).
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Remarque
R15— C’est encore valable si v, > 0 seulement & partir d’un certain rang.

Démonstration

(i) OnaMeR* etunrang Ntelquesin> N, |u,ll < Mvy, et ¥ uy, est absolument convergente donc convergente.
p
> uk
k=n+1
(i) Soit e>0. On aunrang N a partir duguel llu,ll < evy, €t ¥ u, est absolument convergente donc convergente.
Avec le méme calcul en remplagant M par e, sin> N, |Ryll < epp dONC Ry =0 (py).

Sin,p>N,

P P
< Y uel| €M Y. vg. Puis, en faisant p — +oo, [Rull < Mpp donc Ry, =0 (py).
k=n+1 k=n+1

m SUITES ET SERIES DE FONCTIONS VECTORIELLES

(E, -l g) et (E Il g) sont des K-espaces vectoriels normés de dimension finie. A est une partie non vide de E.
Pour faire simple, les normes vont remplacer les modules et les boules vont remplacer les intervalles ouverts.

Il Suites de fonctions

Définition 11 : Convergence simple

Soit f: A— F et (f,)» une suite de fonctions appartenant & FA4,
On dit que (f,),, converge simplement sur A vers f lorsque pour fout x € A, f;,(x) — f(x). C'est-a-dire

VxeA Ve>0, 3Ny €N, Vi Ny, [ful0)-f0)];<e.

Définition 12 : Convergence uniforme

On dit que (f»), converge uniformément sur 7 vers f lorsqu’on peut choisir le N, . de la définition
précédente indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, AN €N, Yn> N, VxeA, |fu0)-f0|p<e

Propriété 30 : de la convergence uniforme

m La convergence uniforme implique la convergence simple.

= (fu)n CONverge uniformément vers f sur A si et seulement si, & partir d'un certain rang, f, - f est
bornée sur A et Ne(fn— ) =sup || fu(x) = f(x)]|  — 0.
X€EA

Remarque

R16— Il y a convergence uniforme au voisinage de xg € A lorsqu’il existe i > 0 tel qu‘il y ait convergence uniforme
sur An B(xp,n).

Théoréme 10 : Limite uniforme de fonctions continues

Soit f: A— F, (fu), une suite de fonctions appartenant & F4, x, € I. On suppose que
H1 Pour tout n, f, est continue en x, (respectivement sur A).

H2 La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f au voisinage de x, (respectivement au
voisinage de chaque point de A).

Alors
C1 f est continue en x, (respectivement sur A).

FONCTIONS VECTORIELLES - PAGE 21 SuUR 30



* LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Théoreme 11 : de la double limite

Soit f: A— F, (fu)» une suite de fonctions appartenant & FA, (b,), € FN et ae A. On suppose que
H1 (f.). converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 Pour tout ne NN, f,(x) — b,.

Alorson a be F tel que

Cl1 b, b
n—+oo

Autfrement dit, les limites existant bien :
lim  lim fn(x)) = lim_ (}1613 fn (x)).

X—a (I’L—'-FOO

Pour les intégrations et dérivations, la variable est réelle.

Théoréme 12 : Interversion limite intégrale par CU sur un segment

Sia,beR, f:la bl — F et (f,), une suite de fonction de F'#V tel que
H1 Pour tout ne N, f, est continue sur [a, bl
H2 La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f sur a, b
alors
C1 f est continue sur [a, b]

b b
C2 f fn(0)dt f f(ndt.
a a

Autfrement dit, les limites existant bien,

n—+oo

b b
n@@fq fn(t)dt:fa lim_f(ndz.

Théoréme 13 : Convergence uniforme de primitive de fonction vectorielle

Soient f:I— F et (f,), une suite de fonction de F!, ae 1. On suppose que
H1 Pour tout ne N, f, est continue sur I.
H2 La suite de fonctions (f,),, converge uniformément vers f sur fout segment de 1.

X
Alors on pose Gy, : x — f (0 de I'unique primitive de f,, qui s’annule en a et
a

X
C1 f est continue sur I donc G: x — f f(r)dt unique primitive de f qui s‘annule en a existe bien,
a

C2 (Gn), converge uniformément vers G sur fout segment de 1.

Théoréeme 14 : Dérivation d’une suite de fonctions vectorielles

Soient f:I— F et (f,), une suite de fonction de F'. On suppose que

H1 Pour fout neNN, f, de classe €' sur I.

H2 La suite (f,), converge simplement vers f sur I.

H3 La suite (f), converge uniformément sur fout segment de I vers une fonction h.
Alors

C1 f estde classe €' sur I.

C2 f'=h c’est-a-dire (lim f,)' =lim f},.

C3 (f»)n converge uniformément vers [ sur tfout sesgment de 1.
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Théoréeme 15 : Généralisation a la classe €7

Soit (f,)n Une suite de fonction de F!, pe IN*. On suppose que
H1 Pour touf ne N, f, de classe €? sur I.

H2 Pour tout k€ [0, p—1]. la suite ( ,(lk’) converge simplement vers une fonction hy. sur I.
n

H3 La suite ( ,E’”)) converge uniformément sur fout segment de I vers une fonction h,.
n

Alors
C1 f=hy estde classe €P sur I.

C2 Pour tout ke [0, p], f*® = hy c’est-c-dire (lim f,)® =1im £,

C3 Pour fout k€ [0, p]. ( ,(,k’) converge uniformément vers hy. sur fout segment de 1.
n

E Séries de fonctions

n
Soit (fn) ey UNe suite de fonctions de FA. Pour fout ne N, on pose S, = Y. fi.

=
Il
(=]

Définition 13 : Convergences de série de fonctions vectorielles

On dit que la série de fonction Zf,,

= converge simplement sur A si, pour fout x € A, la série }_ f,,(x) converge.

m converge uniformément sur A si la suite de fonctions (S,) ey converge uniformément sur A.

= converge uniformément au voisinage de a € As’il existe r > 0 tel que (S,,) ,ew CONVerge uniformément
sur AnB(a,r).

= converge normalement sur A si pour fout ne N, f, est bornée et sila série ) N (f,,) converge, avec

Noolf) = sup | £ G0} -

Théoreme 16 : Continuité d’une série de fonctions vectorielles

Soit (f»), Une suite de fonctions appartenant & F4, ae A. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est continue en a (respectivement sur A).

H2 La série de fonctions ) f, converge uniformément au voisinage de a (respectivement de chaque
point de A).

Alors

+00
Cl1 f=)_ fa. est continue en a (respectivement sur A).

n=0

Corollaire 8 : Continuité d’une série entiére complexe

+00
La somme d’une série entiére f:z — Z a,z" de rayon de convergence R est continue sur le disque
n=0

ouvert de convergence D(0,R).

Démonstration

Les f,, sont continues et la convergence est uniforme au voisinage de chaque point de D(0,R), car sur tout
disque fermé inclus dans D(0, R). [ |
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Remarque

R17 — Il peut y avoir des discontinuités sur le cercle.
Il peut y avoir une convergence seulement uniforme voire pas de convergence du tout sur le cercle.

Exemple
E4 — La fonction exponentielle est continue sur C.

Théoréeme 17 : de la double limite

Soit (f»), Une suite de fonctions appartenant & FA, (b,), € FN et a € A (éventuellement infini si E = R).
On suppose que

H1 ) f, converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 Pour tout ne N, f,(x) — b,.

Alors
C1 Y b, converge.

+o0
C2 f(x)— ) bn.
k=0

Autfrement dit, les limites existant bien :

+o0o +0o
)lcll%,;of"(x) = ];);gr}lfn(x)-

Désormais, les fonctions sont considérées de I intervalle de R d’intérieur non vide vers |'espace vectoriel normé de
dimension finie (E, |1 g).

Théoréme 18 : Intégration terme & terme sur un segment

Sia,beR, (fu), une suite de fonction de F'*Y tel que
H1 Pour touf ne N, f, est continue sur [a, bl
H2 La série de fonctions ) f, converge uniformément vers f sur (a, b]
alors

+00
Cl1 f=)_ fa est continue sur [a, b].
n=0
b
c2 ) f fa(t)dt converge et
a

b +oo

+oo pb
Yo fuode=| ) fundr.
n=0Ja a n=0

Théoreme 19 : Série de primitives

Soient (f,), une suite de fonction de F!, ae I. On suppose que
H1 Pour tout ne N, f, est continue sur I.

+00
H2 La série de fonctions ) f, converge uniformément vers f =) _ f, sur fout segment de 1.
n=0
X
Alors on pose G, : x— f fn(®dt I'unique primitive de f,, qui s‘annule en a et
a

X
C1 f est continue sur I donc G: x— f f(r)dt unique primitive de f qui s’annule en a existe bien,
a

+00
C2 La série de fonctions Z G, converge uniformément sur fout segment de I et G = Z Gy.
n=0
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Théoréeme 20 : Classe ¥” d’une série de fonctions

Soit (f,)n Une suite de fonction de F!, pe IN*. On suppose que
H1 Pour touf ne N, f, de classe €? sur I.

H2 Les séries de fonctions Y., fo,.... Y. P~V convergent simplement sur I.

H3 La série de fonctions ) | £P converge uniformément sur tout segment de I.

Alors

+00
Cl f=)_ fa. estde classe €7 surI.
n=0

+00

C2 Pour tout ke [0,p], fP =Y 1% et la convergence est uniforme sur fout segment de 1.

n=0

Théoreme 21 : Classe ¥ d’une série de fonctions

Soit (f»), une suite de fonction de F'. On suppose que
H1 Pour touf ne NN, f, de classe € sur I.

H2 La série de fonctions ) f, converge simplement sur I.
H3 Pour tout ke IN*, la série de fonctions Y f\¥ converge uniformément sur fout segment de 1.

Alors

+00
Cl1 f=) fa. estde classe €> surI.

n=0
+00
C2 Pour tout ke N, f® =Y £b,
n=0

m EXPONENTIELLES DE MATRICES ET D’ENDOMORPHISMES

E est un K-espace vectoriel de dimension finie, non réduit au vecteur nul.

Il Définition

Définition 14 : Norme d’algébre

Une norme N sur une K-algébre («,+,x,) est dite sous-multiplicative si pour tout (a,b) € «/2,
N(ab) < N(a)N(b). On parle aussi de norme d’algeébre.

Remarque

R18 — Toute norme subordonnée convient sur Z(E) et sur 4, (K).
On a aussi que |-l est une norme d’algebre sur 4, (K).

Propriété 31 : Norme d’algébre et puissance

On a alors, pour tout ae </ et ke N*, N(a*) < N(@F.
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Démonstration

Récurrence immédiate. [ |

Corollaire 9 : Convergence de séries vectorielles exponentielles et géométriques

Soit (¢#,+, x,-) une KK-algébre munie de N norme d’algébre, et a€ o .

k
., a

(i) Lasérie Y o est absolument convergente.
k>0

(ify Si N(a) <1, alors la série ) a* est absolument convergente.
k>0

+00
Si1, estl’'unité de «, et « de dimension finie, on a alors 1., — a inversible, d’inverse Z ak.

n=0

Démonstration

ak

k!

N(a)¥ N(a)k
STh ciF

>0 k!

Pour tout ke N, 0 < N( converge comme série exponentielle réelle. [

Remarque
R19 — |l faut étre en dimension finie pour en déduire la convergence de ces séries.

Exercice 1: CCINP 40 et 61

On rappelle que E désigne un espace vectoriel normé de dimension finie.

Corollaire 10 : Cas des endomorphismes et des matrices carrées

k
Pour fout ue £(E), la série ) % est absolument convergente donc convergente.
k>0 ™
iy A¥
Pour tout A€ ., (K). la série ) Vel est absolument convergente donc convergente.
k>0 ¢

Définition 15 : Exponentielle d’endomorphisme et de matrices

+00 4,k
Pour tout ue £ (E) ou E est de dimension finie, on nofe expu =e¥ = %
k=0
+00 Ak
Pour toute A€ 4, (K), on note expA=e’ = o
k=0

E Propriétés

Propriété 32 : Lien entre les exponentielles d’endomorphisme et de matrice

Si A matrice représentant u e £(E), alors exp A représente exp u dans la méme base.
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Démonstration

N N
Pour tfout k€ IN, Matg (uk] = Ak donc pour fout N € IN, Matg ( Yy uk) =) A¥ et comme u— Matg u est linéaire en
k=0 k=0

dimension finie (celle de £ (E) suffit), elle est continue, donc avec N — +oo, Matg (exp u) = exp A.

Remarque
R20 — Ainsi, via I'isomorphisme de K-algébres u e £ (E) — Matgg (u) € 4, (IK), les propriétés de exp pour les matrices ou

les endomorphismes sont semblables.

Propriété 33 : de I'exponentielle

Soit A, B € 4, (K).
() Si AB=BA, exp(A)B = Bexp(A).
(i) Si AB=BA,

Soit u,ve £(E).
() Siuov=vou, exp(u)ov=rvoexp(u).

(i Siuov=vou,

exp(u) oexp(v) = exp(v) oexp(u). exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
" . _ t‘ .
(i)  Pourioui ¢ K, exp(¢idg) = etidz. (iily Pour tout t € K, exp(tIy,) = e'I,,.
iv) exp(0 =idg. .
(V) exp(0s(m) = ide (iv) exp(0p) = Iy
Démonstration
N N
() Si AB=BA, pour fout Ne N, [ Y A¥|B=BY" ¥, d’ou le résultat par linéarité donc continuité de M — MB et
k=0 k=0
M— BM.
(i) 1l suffit d"appliquer (i) deux fois!
N k N k
(iin) ;0 FI” = (k;) F) I, puis N — +oo avec un argument de continuité.

(iv) exp(0p) = I, : immédiat par définition.

Propriété 34 : Continuité de I’exponentielle

ZL(E) — 2(B) ; Mn(K) —  M(K)

Les applications exp : efexp:
u — expu A — expA

sont continues.

Démonstration

Ak
C’est une série entiére... vectorielle! N norme sous-multiplicative. Les fonctions fi.: A— = pour ke IN sont conti-

nues sur .4, (K). '
On a convergence normale de ) f;. sur toute boule fermée centrée en 0,, pour N norme sous-multiplicative. En

k
P g Py ;

effet, dans une felle boule de rayon r >0, pour tout ke IN*, N(f(A) < K indépendant de A, terme général d’une

série (exponentielle) convergente.
Donc on a convergence uniforme au voisinage de chaque matrice A, donc exp est bien continue sur ., (K).
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Propriété 35 : Dérivation

Soient ue L (E) et Ae 4, (K).

L R — 2£(b) R — 4K -
Les applications ¢ : etg: sont dérivables sur R, et pour tout te R,

tr — exp(tu) r — exp(t4)

¢ (1) = uoexp(tu) = exp(tu)ou

@' (1) = Axexp(tA) = exp(tA) x A.

Démonstration

C’est une série entiére... vectorielle! N norme sous-multiplicative.
k 4k

1 t"A
m Les fonctions gy : t— S pour ke IN sont de classe € sur R.
m ) g converge simplement sur R.
= On montrer que Zg}C converge normalement donc uniformément sur fout segment de la forme [-M, M.
~

=1 =D indépendant de A, terme général d’une série

En effet, si re [-M,M], k> 1 N(g}.(1) = N(

(presque exponentielle) convergente.

+00
Donc ¢ est de classe ¢! sur R et pour fout te R, ¢’ ()= Y g;c(t) = Aexp(tA) = exp(tA) A.
k=0

Propriété 36 : Exponentielle d’'une somme
Siu,ve £(E) tel que

exp(u+v) =expuoexpv =exp Voexp U.

Si A,B € 4,(K) tel que

exp(A+ B) =exp A x exp B =exp B x exp A.

Démonstration

1re solution : c’est un produit de Cauchy. Probléme : au programme, seul le produit de Cauchy sur C
Autre solufion : C’est un... probleme de Cauchy! Soit (Ej,...,Ep) la base canonique de #,(K),

@y :t—exp(t(A+ B))E;.
Alors ¢’1 11— (A+ B)¢1 (1) donc @; est solution du probléme de Cauchy X’ = (A+B)X et X(0) = E;.
Puis ¥, : t— exp(tA) exp(tB)E; est tel que u/’l 11— (A+ By (1) et ¥1(0) = E;.
Par unicité de la solution & un probleme de Cauchy (ici la matrice, A+ B, est constante donc continue), ®; = ¥;.
Cela signifie que la premiere colonne de exp(t(A + B)) est égale A la premiére colonne de exp(tA)exp(tB).
En réitérant sur les autres vecteurs de la bases canonique, on obtient ¥Vt € R, exp(t(A+ B)) = exp(tA) exp(tB).
L'évaluation en =1 permet de conclure.

Corollaire 11 : Inversibilité et inverse de I’exponentielle

Soit ue L (E) et Ae 4, (K). Alors
exp(u) e 9L (E) et exp(u)f1 =exp(—u)
exp(A) e 9L, (K) et exp(A)_l =exp(-A)
Démonstration

exp(A-A) =1,
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Propriété 37 : Exponentielles de matrices diagonales, triangulaires, nilpotentes

= exp = m exp =

. . v 1
m Si N est nilpotente d’indice p, exp N =1I,+ N+ 5N2 oo s
! p—1)!

Propriété 38 : Exponentielle et réduction

m SiAe tn(K) et Pe49£,(K), alors exp (P~ AP) = P~1exp(A)P.
m Spc (exp(A)) = {e!, 1eSpg A}.

Remarque

R21 - Sp (exp(A)) = {e’l, LeSpe A}mIR: {e’l, AeSpc A, Im(A) s()[n]} # {e’l, /IESpRA} en général

Démonstration

Aet B =Pl AP représentent un méme endomorphisme u dans des bases différentes. exp(B) et exp(A) représentent
exp(u) et la formule de changement de base donne exp(B) = P~ exp(A) P.
Pour le spectre complexe, il suffit de frigonaliser (ce qui est toujours possible dans C).

Exemple

. On peut déterminer exp A soit en diagonalisant, soit en cherchant le polyndme
1 -1

annulateur pour frouver les puissances de A.

2
E5 — Exponentielle de A= (

-2 0 1 4
En effet, On vérifie que A= PDP~! avec D= ( ) etp= ( )
0 3 -1 1

e 2+4e3 —4e 24468

3 4e 2 +e

1
Alors exp A= P(expD)P™! = =
5|-e?+e

) aprés calculs.

Deuxieme méthode P = (X +2)(X +3) est & la fois le polyndbme caractéristique et le polyndme minimal de A, et
en est un polynéme annulateur. Division euclidienne : X% = P x Q. + R OU Ry, = ;X + by, se trouve en évaluant
en -2 et 3, avec A* = Ri.(A) = ap A+ by 1.

+o0o Ak’
En remplagant dans la définition de expA= ) K on retrouve |’expression.
k=0

0 1

1
E6 — Exponentielle de A= (
0 0

0
.Onremarque que A=I)+N OU N = ( ) nilpotente d’indice 2.

e O e -—e
Comme elles commutent, exp A=exp I exp N = ( )(Iz +N)= ( )
0 e 0 e
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Méthode 1: Avec une matrice nilpotente

Plus généralement, si on a N nilpotente et 1 e K tel que A= A1, + N, le calcul de exp A est facile.

C’est le cas lorsque A a une unique valeur propre A, alors y 4 = (X - A1) est un polyndme annulateur par Cayley-
Hamilton, donc N = A- A1, est nilpotente.

Plus généralement, un résultat du programme montre que dans une base adaptée (supplémentarité des sous-

Ar (0
espaces caractéristiques), on a une matrice diagonale par blocs ou pour fout i, A; = A;I; + N; avec
(0) A
N; nilpotente. exp Ay )
On vérifie facilement que I'exponentielle de cette matrice est h )
0) expAp
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