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Régularité des suites et séries de fonctions

KK désigne R ou C, I est unintervalle de R contenant au moins deux points,
X une partie non vide R.

Théoréeme 2 : Convergence uniforme de primitive

Soient f:1— K et (f,),, une suite de fonction de K!, ae 1. On suppose
que

H1
H2

ﬂ SUITES DE FONCTIONS

Il Intégration sur un segment

X
Alors on pose F,, : x — f fn(®de I'unique primitive de f, qui s‘annule en a
Théoréme 1 : Interversion limite et intégrale of z

Sia,beR, f:la bl — K ef (f,), une suite de fonction de K*" tel que C1
H1
H2 C2
alors Remarque
Ci R1 - En fait, le premier théoréme est une conséquence du second, en prenant
Cc2 I'=a,b], On obtient bien Fy(b) F(b).

n—+oo

E Dérivation

Théoréme 3 : Interversion limite et dérivée (classe ¢')

N

. Soient f:1—K et (f,),, une suite de fonction de K!. On suppose que
Méthode 1 : (nouvelle) Pour montrer qu’on n’a pas convergence

uniforme... H1
b b H2
Il suffit qu’on n’ait pas f fa(nde f f»dr.
a n—+oo Jq H3
Alors
Exercice 1:CCINP 10, 48 Cl
Cc2

c3
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Remarque

R2- Vrai avec I'hypothese plus faible de dérivabilité des f,, mais hors-

programme.
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Remarque

R3 — Pour obfenir une classe €, il suffit que les f;, le soit et que la convergence

des (f,gk)) soit uniforme au moins & partir d’un certain rang. En général,

n
elle I'est & partir du rang 1 d’ou I'énonceé suivant.,

Théoréme 4 : Généralisation & la classe €*

Soit (f,)n Une suite de fonction de K, ke IN*. On suppose que

H1

H2

H3

Alors

Cl

C2

C3

Soit (fu)n une suite de fonction de K!. On suppose que
H1

H2

H3

Alors
Cl1

C2
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Théoréme 5 : Généralisation da la classe €
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Exercice 3
m Pour tout ne N, x€ [0, 1], f(x) = (1) x" (1 — x)2.
L +00
SERl ES DE FONCTIONS Montrer que }_ f,, converge normalement sur [0, 1] puis déterminer = ) f;.
n=0
P L. . . , . PR +00 _1\n
Les ’rheoremes surlles séries de forlwc’rlons se dedIU|sen’r directement <IJIes théorémes En déduire la valeur de 5= Y =) )
sur les suites de fonctions en les appliquant aux suites de sommmes partielles. n=o (n+1)(n+2)(n+3)

Il Intégration sur un segment E
Primitive

Théoréme 6 : Interversion série-intégrale sur un segment
Théoréme 7 : Interversion série et primitive

Si a,beR, (fu), une suite de fonction de K!* tel que

H1 Soient (f,), Une suite de fonction de K!, ae I. On suppose que
H1
H2
alors
Cl H2
C2

X
Alors on pose F,, : x — f fn(0)dt I'unique primitive de f, qui s‘annule en a
a

et
C3
Cl1
Exercice 2 : CCINP 14
C2
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Théoreme 9 : Classe ¥ d’une série de fonctions

Classe «* Soit (f)n une suite de fonction de K'. On suppose que
H1
Théoréme 8 : Classe ¢* d’'une série de fonctions
. ; . H2
Soit (fu) . une suite de fonction de IK!, ke N*. On suppose que
H1
H2 H3
H3
Alors
Alor.
ci ors
Cl
C2
C2
c3
Exercice 4: CCINP 16 Exercice 6
+00
E . 5 1. Montrer que (: x €]1, +oco[— Z % est de classe € sur |1, +oo[ et donner une
xercice n=1
(=" expression de ses dérivées sous forme de somme.
R RELN G S0 C[ZEED oS n+x’ 2. Etudier la convexité de (.
Montrer que ) f,, converge simplement vers f de classe €. +oo (L)
o . 3. Montrer que 77: xe R — est de classe ¢°.
Calculer f' et étudier les variations de f. =1 n*
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