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Fonctions numériques

Continuité, continuité uniforme, dérivabilité, convexité,
intégration sur un segment (MP2l)

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel contenant
au moins deux points, IK désigne R ou C.

n CONTINUITE
n Définition
Définition 1 : Continuité

Soit f:I1—-K, ael.
f est dite confinue en a si et seulement si
fx) f(a), si et seulement si

X—a
Ye>0, An>0, Vxel, [x—al<n=|f)-f(a)|<e.

Soit f: I — K. f est dite continue sur I lorsque f est
continue en tout point de 1.

On note ¥(I,R) ou €(I) ou €°(,R) ou €°() I'en-
semble de telles fonctions.

Propriété 1 : Caractérisations séquentielles

(i) f est continue en a
= (i) Y(ap) € IN | an— a, flan) — f(a).

> (iii) Y(ap) € IN | an — a, (f(an)) converge.

E Cas des fonctions & valeurs réelles

Dans ce paragraphe, toutes les fonctions sont & valeurs
réelles.

Théoréme 1 : des valeurs intermédiaires

Soit f:1— R confinue. Si a,be I fels que a < b ef
me [f(a), f(b)], alorsilexiste ce [a,b] tel que m= f(c).
N

Autfrement dit,

[f(@, fD)] < fla,b)).
N

Extension : Si a,b € R tels que a < b, f:la,bl— R
continue sur la,b[ et admet des limifes lim f & droife
a

de a et librp f & gauche de b, alors pour fout

me

limf,l})mf[, on acela, bl tel que f(c) = m.
at R
Aufrement dit,

]lirpf,l})rpf[Cf(]a,bD-
“ N

Corollaire 1:Image continue d’un intervalle

L'image d’un intervalle par une fonction confinue
est un infervalle.

Autrement dit, si f est continue sur un infervalle I,
alors f(I) est un intervalle.

Théoréeme 2 : des bornes atteintes

Une fonction continue sur un segment est bornée
et atteint ses bornes.

Ainsi, si a,b € R fels que a < b et si f est continue
sur le segment [a,b], alors on A c¢,d € [a,b] tels que

=mi t = ]
fo [a,ll%fe fa [a,%)](f

Corollaire 2: Image continue d’'un segment

L'image d’un segment par une fonction confinue
est un segment.

Avec les nofations précédentes, f étant continue
sur [a, b,

f(la,bl) =

%f,%f] = [f©), f@)]

Propriété 2 : Stricte monotonie d’une fonction conti-

nue injective sur un intervalle

Si f est continue et injective sur un intervalle I, f
est strictement monotone sur 1.

Théoréme 3 : de la bijection
Soit I un infervalle et f définie au moins sur I, &
valeurs réelles. On suppose que
H1 f est continue sur I.
H2 f est sfrictement monotone sur I.
Alors
C1 £ induit une bijection f de I sur J = f(I).

C2 f~! est strictement monotone de méme monoto-
nie que f.

C3 f~! est continue sur J.

Définition 2 : Homéomorphisme (HP)

f:I— J est appelé homéomorphisme lorsque f
est bijective et bicontinue, c’est-a-dire f continue sur
I et f~1 est continue sur J.
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Le «théoreme de la bijection » se reformule alors en

Théoréme 4 : Théoreme de ’lhoméomorphisme

Toute fonction continue strictement monotone in-
duit de I sur J = f(I) un homéomorphisme.

Uniforme continuité

La continuité dont on a parlé jusqu’ad maintenant était une
propriété locale : au voisinage d’un point a, si je me reproche
de a, alors mon image par f se rapproche de f(a), ce quis’écrit
formellement :

Yael, Ye>0, 3n>0, Vxel, |x—al<n=|fx) - fla)|<e

Définition 3 : Uniforme continuité

Soit f:1— K. On dit que f est uniformément conti-
nue sur I si

Ve>0, 3n>0, Vx,yel, |x-y|<n=|f0)-f)]|<e

Cela impose que si x et y sont suffisamnment proches, mais
n‘importe ou dans I, alors f(x) et f(y) sont proches également.

Ainsi, pour des fonctions & trop grandes variations, on pourra
ne pas avoir uniforme continuité.

Propriété 3 :UC = Continue

Une fonction uniformément confinue sur I est
continue sur 1. Réciproque fausse.

Propriété 4 : Caractérisation séquentielle

f est uniformément continue sur I si et seulement

Ni

0.

0, fxn)—f(yn)

n—+oo n—+oo

Propriété 5 : Stabilités

Une combinaison linéaire, une composee de
fonctions uniformément continue I’est encore.

YV (xXn)n,(YnIn € I]N | Xn—yn

A Faux pour un produit ou un quotient.

Théoréme 5 : de Heine

Tout fonction continue sur un segment est unifor-
mément continue sur ce segment.

n Application au théoréme d’approxima-
tion uniforme par des fonctions en esca-
lier

On redonne la définition d’une fonction continue par mor-

ceaux et on ufilise le théoreme de Heine pour démontrer le
théoréme d’approximation uniforme par des fonctions en es-

calier, résultat a la base de la construction de l'intfégrale de
Riemann sur un segment.
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Définition 4 : Fonctions continues par morceaux

Une application f: [a,b] — K est dite continue par
morceaux si et seulement s'il existe une subdivision
o =(ag,ay,...,an) de [a,b] (QveC ap=a<ay; <---<anp=Dh,
donc) telle que

f|]“kv“k+l[ est continue.
Vke[0o,n-1], { fadmet des limites & droite
de a; et & gauche de ay,;.
c’est-a-dire
f|]ak,ak+1[ est continue.
Vke[0o,n-1], f|]“k;“k+1[ est prolongeable par

continuité & [ay, ags1].

On dit alors que o est adaptée a f.

On note €., ([a, b)) I'ensemble des fonctions conti-
nues par Morceaux sur [a, b].

f:1— XK est dite continue par morceaux (sur I) si
sa restriction & tout segment |est.

Théoréeme 6 : Approximation uniforme des fonctions

CPM sur un segment par des fonctions
en escalier

Toute fonction confinue par morceaux sur un seg-
ment est limife uniforme sur ce segment d’une suite
de fonctions en escalier.

H Fonctions lipschitziennes

Définition 5 : Fonction lipschitzienne

f: X cR — R est dite k-lipschitzienne sur X (ou
keRY) si

Vx,yeX, [f(0)-fy)|<k|x-y|.

Propriété 6 : Lipschitzienne = UC

Toute fonction lipschitzienne (ou plus générale-
ment hélderienne) sur I y est uniformément confinue.
La réciproque est fausse.
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m . . n Opérations algébriques
DERIVABILITE

Propriété 9 : Opérations algébriques

n Nombre dérivé et fonction dérivée Sif,eg:1—=R,acl, AeR
() f+gdérivable en a et (f+g)(a) = f'(a)+ g (a).
n Dérivabilité en un point, sur un intervalle (i fx g dérivable en a et

fxg'@=faga+fl@g (.

Définition 6 : Nombre dérivé, fonction dérivée

Soit f: I -1, ae I. On dit que f est dérivable en a (i) Af derivable en a et (Af)'(a) = Af'(@).

f)-fla

si ef seulement si a une limite lorsque x — a (iv) Si g ne s’annule pas, L est deérivable en a et
4

X—a
si et seulement si W
h— 0.

a une limite lorsque

(f)’(a) _ flag@-flag' (@

g (g(a)?
Cette limite est alors notée f'(a) ou %(a) et appe- 8 e
|ée nombre dérivé de f en a.
L ‘ell iste, d a2 =
orsqu-elle existe. on a done Propriété 10 : Composée
. xX)-fla) . (a+h) - f(a)
f@ :)%llr}lf x_£ = }llli’f})f h ! . Soient I, ] sont des intervalles, f: - R et g: J— R
telque f(I)c ] etac L
f est dérivable sur I si et seulement si f est déri- Si f est dérivable en a et g est dérivable en b= f(a).,
vable en tout point de 1. alors go f est dérivable en a et
On définit alors la fonction dérivée , , ,
(goN(@=f(a)xg ofla.
I — R
ﬂ:Df:ﬂ: . .
dx | x — ' Dérivée d’une réciproque

Propriété 11 : Dérivée d’une réciproque

Propriété 7: DL, Si f:I— J bijective et dérivable sur I, alors f~! est

f est dérivable en a si et seulement si elle admet dérivable sur {f(x) ; xe Iet f'(x) #0} et
un développement limité & I’ordre 1 en a, c’est-a-dire W 1
si on peut écrire (f - ) = For 1
fla+h)=f(a)+hb+h-e(h) = f(a)+hb+o(h)
oubekK ete(h) ——-0. E Dérivées successives et classe d’une
Dans ce cas, b= f'(a). fonction

Définition 8 : Dérivées successives et classe d’une

Corollaire 3 : dérivable — continue fonction

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. Soff f:I—R.nelN.
La réciproque est fausse. m Lorsque f est dérivable n fois, note £ sa dérivée

ne tel que f© = f et pour tout k, F&+1 = (f(k))/_

Définition 7 : Dérivabilité a gauche, a droite m SikeIN, f est de classe € sur I lorsque f est k fois
dérivable et f® est continue sur I. On note €* (1)
I’ensemble des fonctions de classe € sur I.

Sif: I—- TR, ac I f estdite dérivable & gauche (res-
pectivement & droite) de a lorsque W admet
une limite & gauche (respectivement & droite) de a,
notée fg(a) (respectivement f(a)).

m f est de classe € sur I lorsque f est de classe
¢* pour tout ke IN, ¢’ est-a-dire lorsque f estindé-
finiment dérivable.

Propriété 8 : Caractérisation de la dérivabilité

Propriété 12 : Classe d’une dérivée

Siae CI) f est dérivable en a si et seulement si f est Sin>1, f est n fois dérivable (respectivement de

dérivable & gauche et & droite de a et fé(a) = fz;(“)' classe €") si et seulement si f dérivable et f' est n—1

On a alors fé’,(a) = fcli(“) = f(a) fois dérivable (respectivement de classe €™ 1). Alors
=,
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Propriété 13 : Opérations sur les dérivée d’ordre

Soient f,g: I - R n fois dérivable (respectivement
de classe €™) sur I, A€ R.

() f+g est n fois dérivable (respectivement de
classe €™) sur I et

(f+g)(") :f(n) +g(").

(i) Af est n fois dérivable (respectivement de classe
€™ surI et
(;lf)(n) _ ﬂf(n).
(i) Formule de Leibniz
f x g est n fois dérivable (respectivement de
classe €") sur I et

n

Fxg®=3 (Z)f(k)g(n—k).

k=0

f

(iv) Si g ne s’annule pas sur 1, = est n fois dérivable
(respectivement de classe €™) sur 1.

(v) Sih:J—R, tel que f(I) c J est n fois dérivable (res-
pectivement de classe €™) sur J, fog est n fois
dérivable (respectivement de classe €™) sur I.

Propriété 14 : Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles exp, sin, cos, tan, In, ch, sh, th,
Arctan ef polynomiales ou rationnelles sont de classe
€ sur leur ensemble de définition.

Les fonctions Arcsin et Arccos sont de classe €°° sur
1-1,1L

/- est de classe €*° sur R}.

Définition 9 : ¢*-difféomorphismes (HP)

f: 1—J estun €k-difféomorphisme lorsque
m [ est bijective,
m [ estde classe €¥ sur I,
m /! estde classe €* sur J.

Propriété 15 : Caractérisation (HP)

Soit f: I — ] bijective de classe €k avec k> 1.

Alors f est un €*-difféomorphisme (ie f~1 est de
classe €* sur J) si et seulement si f' ne s’annule pas
surI.

Applications

n Condition nécessaire d’extremum local

Définition 10 : Extremum local

Soit f: I-R, ael.

@ On dit que f admet un minimum (res-
pectivement maximum) local en a lors-
qu’il existe un voisinage V de a tel que
VxelnV, f(x)= f(a) (resp.f(x) < f(a).

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE E] plril
[T Gasd
[CIFEE

(i) On dit que f admet un minimum (respec-
fivement maximum) local strict en a lors-
qu’il existe un voisinage V de a tel que
Vxe(InWV)\{a}, f(x)> f(a) (resp.f(x) < f(a)).

On parle alors d’extremum local.
Lorsque V =R, on parle d’extremum global.

Définition 11 : point critique

Sif:I-R,ac I tel que f dérivable en a. On dit
que a est un point critique de f lorsque f’(a) = 0.

Propriété 16 : Condition nécessaire d’extremum lo-
cal

Soit f: I- R, acI fel que

H1 acl
H2 f est dérivable en a
H3 f admet un extfremum local en a

Alors a est un pont critique de f : f'(a) =0.
La réciproque est fausse.

n Théoréme de Rolle

Théoréme 7 : Théoréme de Rolle

Soient (a,b) e R? avec a<b et f: [a,b] — R. Si
H1 f esf confinue sur [a, b]
H2 f est dérivable surla, bl
H3 f(a) = f(b)

Alors Acela,bl, f'(c)=0.

c P . ..
. Théoreme des accroissements finis

Théoréme 8 : Théoréme des accroissements finis

Soient (a,b)e R?> avec a<b et f: [a,b] — R. Si
H1 f esf continue sur [a, bl
H2 f est dérivable surla, b|

_f0-f@

!
Alors 3c€la,bl, f'(c) b a

f) = fl@+b-af (.

n Inégalité des accroissements finis

Théoréeme 9 : Inégalité des accroissements finis

Soient (a,b) e R? avec a<b et f: [a,b] — R. Si
H1 f est continue sur [a, bl
H2 f est dérivable surla, bl
H3 3m,MeR, Vxela,bl, m<fl(x) <M

Alors m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b - a).
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Corollaire 4 : 2¢ version

Soit f: I-K. Si
H1 f est continue sur I

H2 f est dérivable sur T

H3 3keR, Vxel, |f'0|<k
Alors f est k-lipschifzienne sur I, ¢ ’est-a-dire

vx,yel, |[f)-fyp|<klx-yl.

E Variations des fonctions dérivables

Théoréme 10 : Variations des fonctions dérivables

Soit f: 1— 1R, continue sur I, dérivable sur I.

() f est constante sur I si et seulement si f' =0 sur I.

(i f est croissante (respectivement décroissante)
sur I si et seulement si f' > 0 (respectivement

f'<0)surl.

(i f est strictement croissante (respectivement dé-
croissante) sur I si et seulement si f' > 0 (respec-

tivement f' <0) sur Tet {x el | flx) = 0} ne conti-

nent aucun intervalle d’intérieur non vide ie f' ne
s’‘annule qu’en des points isolés.

n Théoréme de la limite de la dérivée

Théoréme 11 : Théoréme de la limite de la dérivée

Soit f:1—1R, acl tel que
H1 f est dérivable sur I\ {a}
H2 f est contfinue en a
H3 £/ — teR

f)-fla
a

B

X—a

Alors

Donc

m SOit ¢ = 00 ef €r admet une fangente verticale
en a,

m soit ¢e R et f est dérivable en a, f'(a) = ¢ et f' est
confinue en a.

Théoréme 12 : du prolongement <~ (HP)

Soit k € N U {+oc}, ef f € €k \{a}) ftelle que
vie[ok], f9 aune limite finie en a. Alors le prolon-
gement de f par continuifé en a est une fonction de
classe €* sur I.

VERSION DU 18 NOVEMBRE 2025

m FONCTIONS CONVEXES D’UNE VARIABLE

REELLE

n Définitions

Définition 12 : Fonction convexe, concave
m f:I— R est dite convexe sur I lorsque

Vxyel, Ytelo,1], f(A-nx+ty) <A-0fx)+Lf(y)

m f est dite concave sur I lorsque —f est convexe.

Propriété 17 : Caractérisation par interprétation géo-

métrique

f est convexe (respectivement concave) si et
seulement si fout sous-arc de sa courbe est situé en
dessous (respectivement au-dessus) de la corde cor-
respondante.

Définition 13 : Epigraphe

La partie &(f) du plan située au dessus (au sens
large) de la courbe de f s’appelle son épigraphe.

xx,e&(f) =y=f(x

E Caractérisations

Ces caractérisations sont & visualiser sur des dessins !

Propriété 18 : Caractérisation avec I'épigraphe

f est convexe sur I si et seulement si son épi-
graphe &(f) est une partie convexe de R?.

Propriété 19 : Caractérisations avec les pentes des
cordes

Soit f: I — R. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

() f estconvexe sur I.
(ih Inégalité des trois cordes : si x,y,ze I, x<y<z,
fO-f@ _f@-f® _ f(D-f()

~ ~
y—x %= z—y

(iiy Croissance des pentes : pour fout a€ I,

N} — R
Tg: f(x) - f(a) ©stcroissante

X
X—a
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Cas des fonctions dérivables

Propriété 20 : Caractérisation avec la dérivée

Soit f: I — R dérivable sur 1.

f est convexe si et seulement si f' est croissante
surl

Corollaire 5: Caractérisation avec la dérivée se-
conde
Soit f: I — R deux fois dérivable sur 1.

f est convexe (respectivement concave) si et
seulement si f"" >0 (respectivement f" <0) sur I.

Propriété 21 : Caractérisation avec les tangentes

Soit f:1— R dérivable sur 1.

f est convexe (respectivement concave) si et
seulement si son graphe est au-dessus (respective-
ment au dessous) de foutes ses fangentes.

n Inégalités de convexité

Propriété 22 : Inégalité de Jensen

Soit f:I—-R,n>1,(x1,...,xn) €I, (A1,...,Ap) €0,1]"
n
felque Y A;=1.
i=1

n
m Si f est convexe, f(z Aix,-) <
i=1

~
Il

En particulier,

m Si f est concave, f(.n /ll-x,-) > .n Ai f(x;)
En particulier, - -
1 Z 12
f(;lgxi) > ;Elf(x,)

m INTEGRATION SUR UN SEGMENT D’UNE
FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX

n Définition et propriétés

L'idée de la constfruction de I'intégrale d’une fonction conti-
nue par morceau consiste & commencer par définir celle
de fonctions en escalier (somme des aires des rectangles)
puis gréce au fait que tfoute fonction continue par mor-
ceaux est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier,
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d’en déduire que si f € €m(la bl R), {f[u’b](p; <pe£([a,b]),<p<f}

et {f[ayb]u/; weéb(a, b]),u/>f} admettent respectivement une
borne supérieure et inférieure, égales. On a alors la définition :

Définition 14 : Intégrale d’une fonction continue par
morceaux

Soit f € € (la,bl,R). On définit

f= sup f = inf f v.
][-u,b] peé&(la,b))Y1a,bl yeé(la,b)) Ja,b)
o<f v=2rf

Soit f € €ma,b),C). Alors Ref € Emlla bl,R),
Im f € €m(la,b),R) et on pose

= Re f+1i Jm
f[a,h] ! f[a,b] ! [a,b] !

La premiere définition a un intérét uniquement théorique.

b
Pour f € %m(la b)), on note ff = .
@ la,b]

foe-Lr==fyretfr=0

b b
On note aussi f fzf fnde.
a a

Propriété 23 : de lintégrale sur un segment d’une

fonction CPM

Si I infervalle, a,b € 1 (non nécessairement ordon-
nes).

CEm() — K
0) fb est linéaire.
— f
a

b b
() Sla<b r<g= [ r<[ g
a a

b b
Siv<af<g=[ r>[ g
a a

(i N\ Engénéral, sia,belet fe€Cnl),

A<l

c b c
(iv) Sia,b,celeffeﬁfm(l),f fo f+/l; f
a a

Propriété 24 : Positivité améliorée (appellation non

officielle)

Si f est continue sur [q,b] et de signe constant,

b
f f=0< f=0surla,b]
a

C’est faux si f est seulement continue par mor-
ceaux.
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Propriété 25 : Inégalité de Cauchy-Schwarz Corollaire 7 : du théoréme fondamental

Sif,ge€(abl,R), () Toute fonction continue sur un intfervalle posséde
) des primitives.
(fbfg) < fhfZIbgz (i) Si fe€U,XK), F primitive de f sur I, a,be I,
a a a
b b
avec égaliité si et seulement si (f, g) est lige. f fwde=[Fo]| = Fb)-F@
a

X
(iify Si f est de classe €' (la, b)), f(x) = f(a)+ f f'(ndr.
a

E Sommes de Riemann (iv) Inégalité des accroissements finis : Si f est de

o ) classe €' sur [a,b) et f' bornée par k, alors f est
Définition 15 : Sommes de Riemann k-lipschitzienne sur [a, b.

Soit f e €mla,bl). o= (ag,..., ay) subdivision de [a, b]
et pour ke [0,n—1], & € [ag, ag,1]. On appelle somme

€D el CEREEES €y @ G Propriété 27 : Fonction intégrale dépendant de ses
n-1 bornes

S(f,0,8) = (ag+1—aR) f(&x)
! kg‘o ko1~ @k Soient 1,] infervalles de R, u,v : 1 — J dérivables,

f:J—XK continue.
I — K

Théoréme 13 : Convergence des sommes de Rie- L'application ¢ : P Fodt est deri-
mann u(x)

vable sur I et
Soit f € €m(la,b)).
() h(o) désignant le pas de o, Vxel, ¢'(0)=v@fwm) -1 G f@x).

Propriété 28 : Intégration par parties

Si u, v sont de classe €' sur I,

b
S(f,0,8) —— .
(f,0:) h(o)—0 fa !

(i Si, de plus, f est K-lipschitzienne,

b
— — b b
‘S(fyavf) faf‘gK(b a)h(o). Vabel, f u(t)l/’(t)dt:[u(t)v(t)]Z—f W () de
a

a

Corollaire 6 : Cas simples . .
Propriété 29 : Changement de variable

Si f est confinue par morceaux sur [a,bl, a< b,
SiIintervalle, ¢ : [a, f] — I de classe €', f continue

a"zlf( +k—) n_ﬂmf f surl,

En particulier, sia=0 et b=1, f € €, ((0,1]),

15 (E) e [ 7

L)

»(B) p ,
f fmdtzf Flpw)g' wdu.
¢(a) a

Intégrale et primitive

Propriété 26 : Constante de primitivation

Soit f : I -1, F,G deux primitives de f sur I, avec
I intervalle.
AlorsonacCeK telque Vxel, F(x)=Gx) +C.

‘
3

Théoreme 14 : fondamental de ’Analyse

Si f est confinue sur un intervalle I et a € I,
X
F:x— f f est l'unique primitive de f qui s’annule
a
en a.
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n Calcul de primitives et d’intégrales

Méthode 1 : Technique de calcul de primi-

tives et d’intégrales

n Calculs directs

Il est bien entendu indispensable de connaitre ses pri-
mitives usuelles (cf formulaire).

On reconnaiit souvent une forme u’ x v/ () qui s'intfegre
en vou (VOir aussi le changement de variable)

On peut parfois passer par les complexes : par défini-
fion, la partie réelle (imaginaire) de la primitive est la primi-
tive de la partie réelle (imaginaire).

n Lintégration par parties

Fonction dont la dérivée est plus simple... ... comme par
exemple les fonctions In, Arccos, Arcsin, Arctan, etc.

Abaissement du degré, formule de récurrence

Le changement de variable

On veut calculer [ f(p(1)¢'(ndt : C’est en fait le cas ou
on reconnaiit une forme ¢’ x fog.

On veut calculer [ f(x)dx

Dans ce cas, il faut écrire x = ¢(1) avec ¢ de classe €.
Mais attention, si on fait un calcul de primitive, il fau-
dra choisir ¢ bijective pour pouvoir a la fin du calcul
revenir de r & x (t = ¢~ 1(x)). Si c’est un calcul d'inté-
grale avec des bornes, ¢ n"a pas besoin d’étre bijec-
five! (on en revient pas & la premiére variable.)
Comment déferminer un bon changement de va-
riable ? Pas toujours facile, mais voici quelques tuyaux
pour y parvenir.

ﬂ Les fractions rationnelles

Parfois, un simple changement de variable, ou des as-
tuces du type +1 -1 permettent de calculer les primitives.

Si ce n’est pas possible de simplifier « & vue », I'idée est
de se ramener & des fractions simples pour ufiliser, si a € R,
SUr Ja, +oo[ OU ] —co,al €t ne IN*,

+Csin#l

f 1 dx= -1
x-a" " (m-1)-al
fidx:lnlt—alJrC.
X—a

Pour se faire on procéde & une décomposition en élé-
ments simples. Ne pas oublier la partie entiere si elle est
non nulle.

Il'y a un autre cas & traiter : ¢’est celui pour lequel on
obtient un facteur ax? + bx+c au dénominateur sans racine
réelle : cela donne dans la décomposition un ferme en

ax+p . I
—————, Qui se primitive en In et Arctan :
ax?+bx+c

m On se débarrasse du x au numérateur en faisant ap-
paraitre la dérivée 2ax + b du dénominateur et on in-
fégre enIn,

m on met sous forme canonique le dénominateur du
ferme restant ef on intégre en Arctan.

ﬂ Les fonctions trigonométriques

Si on veut intégrer une fonction polynomiale en cosx
et sinx, le plus simple est de linéariser. Cependant, sion a
un ferme en sin? xcos? x avec p ou g impair, on peut poster
t =cosx Si g estimpair et r=sinx si p estimpaire en utilisant
cos? +sin =1.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H E]
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Si on veut intégrer une fraction rationnelle en cosx et
sinx, on applique :

Régles de Bioche

Si « f(x)dx » est invariant par

B x~— —x, ON pose
I =CoSXx;

B x — mT+x, ON
pose t=tanx;

m Sinon on pose
r=tanj.

mx — m—Xx, ON
pose t=sinx;

Ne pas oublier le dx!!

n Les fonctions hyperboliques

Pour les fonctions faisant infervenir ch,sh,th et exp,
1 1 1 1
on peut poser r = e* (chx = 7(1‘4—7), shx = 7(1*——),
2 t 2 t
2 _

r
t2+1')

th(x) =

Si I'on a une fraction rationnelle en ch, sh, th, il peut étre
plus efficace d’appliquer un changement de variable ob-
fenu gréce aux regles de Bioche appliquées & la fraction
rationnelle dans laguelle on aura remplacé mentalement
ch, sh, th par cos, sin, tan respectivement,

n Les fonctions avec radical

m Si I'on souhaite intégrer une fraction rationnelle en
nlax+b
cx+d

N ,\,/m

= cx+d’
m Si I'on souhaite intégrer une fraction rationnelle en x
et Vax?+bx+c (a#0), il faut mettre ce dernier sous

forme canonique pour obtenir du \/+(ax+ B)2 +1 puis

poser t = ax+ B. Ensuite, pour :

(x et Vax+b en particulier), on pose

* V12+1 0on pose t=shu (sh?+1=ch®) ou r=tanu
1 o
(1+tan? = — . affention a l'intervalle dans ce
Cos
casla.)

* Vt2—1 on pose t = +chu suivant le signe de t.
(ch?-1=sh2)

* V1-12 onpose t=sinu ou r=cosu (1—-cos? = sin?
et 1-sin? = cos?.)
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H Formules de Taylor

Définition 16

Si f est n fois dérivable en a, son développement
de Taylor en a & I'ordre n est

(n)
I n(a) x-a",

Typ(x) = fla)+ fl(@(x—a)+---+

etlereste de Taylorde fenadl'ordre nest R, = f-Tp,
(fel que f =Ty, + Ry).

On sait déja que si f est polynomiale de degré d, pour fout
n>d+1,R, =0,

On va chercher & :

m exprimer globalement R, : c’est la formule de Taylor avec
reste intégral,

® maojorer globalement R, :
Lagrange,

c’est l'inégalité de Taylor-

m dominer localement R, : c’est la formule de Taylor-Young.

n Taylor reste intégrale

‘
v
N

Propriété 30 : Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f:1— K telle que f est de classe ¢"*! sur I,
acl. Pourfout xel,

X
Rp(x) = f o
a

f(n+1)(t)dt

(n)
F00=f@+f@x—a -+ fn(“ x—-a)"

X
+f EZDT nen) )y,

a

n Inégalité de Taylor-Lagrange

Propriété 31 : Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f:1— K telle que f est de classe ¢"*! sur I,
acl. Pourfout xel,

[Rp(x)| =

(n)
L n(a) o a) )

f(x)—(f(a)+-

|x_ a|n+1

(n+1) 7
S o+ te[ax]‘f ()‘
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Formule de Taylor-Young

Propriété 32 : Formule de Taylor-Young

Soit f:1— K telle que f est de classe €" sur I,
acl.
_ _n
Rp(x)= o (x-a)")

fO=f@+f(@x-a+-

(n)
f n(a) e’

+x2a((x—a) )
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