KK désigne un sous-corps de C.
En fait tout corps convient, mais pour certaines propriétés, on a besoin qu’il soit de caracté-
ristique nulle, c’est-a-dire telque ng =n - 1g = 1 + - -- + 1k # Ok Sin € IN*,

n LALGEBRE DES POLYNOMES

n Polynémes formels a une indéterminée

Se donner un polynéme & coefficients dans K, ¢’est se donnerlasuite (ao, a1, . . .,a4,0,0,...) € K@M

de ses coefficients ayant un nombre fini de termes non nuls (nulle & partir d’un certain rang). On
parle alors de suite presque nulle.

On note alors, pour tout k € IN, X* la suite presque nulle (0,...,0,1,0,0,...).
~~
ke
Cela permet de fransformer la notation (ag, a1,...,a4,0,0,...) en
+oo d
P=ao+a X+ 4agX+0+0+--=> apXF = ap Xt
k=0 k=0
N———
somme finie

On note parfois P(X) pour P.

m X est appelée indéterminée. L'indéterminée n’est pas un nombre! Elle n’a pas de valeur.
Elle représente la suite presque nulle (0, 1,0,0,...).

m L'ensemble des polyndmes & une indéterminée & coefficients dans K est noté K[X].

m Par définition, P = 3 ap X* = Q = S bp X* <= V&, ai = by, (égalité de deux suites). Les
coefficients d’un polyndme formel sont uniques.

m Le polynéme nul est le polyndme dont tous les coefficients sont nuls, noté Ok[x] OU plus
simplement 0.

= On appelle monéme tout polynéme de la forme aX* avec k € N et a # 0.

= On appelle polynéme constant tout polyndbme P = a ol a € K.

m Si P € K[X]\ {0}, on appelle degré de P, noté deg P, le plus grand k € IN tel que ay # 0
(qui existe bien).
deg P = max{k € N, a; # 0}
adeg p €8T appelé coefficient dominant de P, noté cd P.
Sicd P = 1, P est dit unitaire ou normalisé.
On pose deg 0 = —oo.
m Onnote K, [X]| = {P € K[X] | deg P < n} I'ensemble des polyndbmes de degré au plus n.

Kn[X]={ao+a1 X+ - +anX", (ao,...,an) GIK"‘H} = Vect (1, X,..., X").

12

Polynomes et fractions rationnelles

E Opérations sur les polyndmes

“+oo +oo
Pour P = axX*, Q=) beX" € K[X] et X € K, on définit les lois +, x, -, o par

k=0 k=0
+oo
] P—i—Q:Z(ak—i-bk)Xk
k=0
“+ oo
B \P= Z (Aax) X"
k=0
+oo +oo —+oo
B PxQ=) arX" x> bX'= Y cnX™
k=0 =0 (mzis)»é)

en faisant une sommation par diagonales, c’est-a-dire avec

m m
Cm = E arbe = E arbm—1 = E Qm—ebe.
k=0 =0

m=k-+£

oo
PoQ=PQ) =) aQ".
k=0

Propriété 1 : Opérations algébriques et degré

SiP,QeK[X]etre K, P+ Q, P xQetAP sontdes polynbmes et

m deg(P + Q) < max(deg P, deg Q) avec égalité si et seulement si deg P # deg Q
ou (deg P =deg@ efcd P + cd Q # 0)

m deg(AP) = deg P et cd(AP) = Acd P si A # 0, sinon AP = 0.
B deg(PQ) = deg P+ deg@Q et cd(PQ) = cd Pcd Q.
= Si Q non constant, alors

deg(P o @) = deg Pdeg Q

et,siP #0,
cd(PoQ)=cdP x (cdQ)?s”.
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Remarque
R1- En général, on a deg(aP + Q) < max(deg P,deg Q).

Propriété 2 : Structure d’algébre commutative intégre

(K[X],+, %, -) est une K-algébre commutative intégre d’élément unité le po-

lynéme constant 1 et dont le groupe des inversibles est IKo[X] \ {0} (polynémes
constants non nuls).

Remarque

R2 - Lisomorphisme d’algébres trivial K — Ko [X] permet de confondre K et Ko [X], c'est-
a-dire les constantes \ et les polyndbmes constants P = \.

Dérivation formelle

Définition 1 : Polyndme dérivé

SiP=ao+ a1 X+ +a, X" € K[X], on appelle polyndbme dérivé de P, noté
P’, le polyndme défini par

n n—1
P'=> kaxX* ' =" (k+1ar X"
k=1 k=0

— a1 +2a3X + - +na, X" !
et =0.
Plus généralement, on note P(® = p, p) = p’, p® = p" =
ke, PO = (P’

(P")" et pour tout

Remarque

R3— Il n’est pas question ici de dérivabilité : la dérivation est une simple opération algé-
brigue sur les polynédmes.
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Propriété 3 : de la dérivation

Soient P,Q € K[X], a, 8 € K.
() deg P' = deg P — 1 si P non constant, —oo sinon.
Plus généralement, deg P = deg P — n si deg P > n, —oco sinon.
En général, deg P™ < deg P — n.
(i Linéarité : (aP + Q) = aP’ + BQ’.
(iify Formule de Leibniz

(PQ)" = P'Q + PQ' et plus généralement, (PQ)™ = (Z) P®EQn=F)
k=0

(V) (PoQ) =Q x P'oQ.
Remarque

Ra— P =0sin>degP +1etsid=degP, P{4 =d!cdP.

R5— Sin € NN,

0 sin>k+1

((X,a)k>(n): k! sin==k
k!
kEk—=1)---(k—n+1)(X —a)k—" = (X —a)k="  sinon.
(k—mn)!
d
R6— Si P = a,X", dlors pour foutn € N,
k=0
0 sin>d+1
pn) dlag sin=4d

d
> k(k—1)---(k—n+1)apX*™™  sinon.
k=n

m FONCTIONS POLYNOMIALES, RACINES

n Fonctions polynomiales

Définition 2 : Fonction polynéme associée

K — K

" - k = ~
Sleg)akX €K[X].onnote P:| Pla) = Y ase

k>0

» appelée fonc-

tion polynomiale associée a P.
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Remarque

R7 - Mathématiquement, P et P sont des objets fondamentalement différents. Cepen-
dant, sous certaines conditions, on peut les identifier (cf plus loin). Ainsi, on fait sou-

vent I'abus de notation P(x) pour P(z).

R8 — On peut en fait définir un polyndme pour autre chose qu’un élément de K : il suffit
de pouvoir élever & une puissance k et faire des combinaisons linéaires (matrices,
fonctions, polynémes, etc.) : la structure de K-algébre est adaptée.

R9— SiP,Q € K[X],PoQ = P(Q) (on applique la fonction polynomiale & un polynéme
au lieu d’'un élément de K).

Propriété 4 : Fonction polynéme et opérations

SiP,QeK[X]etreK (iiy AP = A\P.
() P+Q=P+0Q. (V) PoQ=Po0.
(i PxQ=Px0Q. (V) SurRR, P est dérivable et P' = P'.

Corollaire 1 : Identification polynéme et fonction polynéme

SiK estinfiniet P = Q, alors P = Q. On peut alors confondre P et P.

Remarque

R10- SIK = {z1,...,zn} fini (oar exemple Z/pz avec p premier), P = H (X —x) # 0 (il
k=1
est unitaire) et pourtant P = 0 (pas plus de racines que le degré ).

Exercice 1

SIK=RouC, P(X +a)= Y —P™(X).

n=0

Définition 3 : Multiplicité

Soient P € K[X]| telque P # 0, a € K.
On appelle ordre de multiplicité de a en tant que racine de P I'entier

m = max{k eN, (X — a)k‘P}

Ainsi, a est racine d‘ordre m si et seulement si (X — a)™

Pet (X — )™t 413 si et

VERSION DU 3 NOVEMBRE 2026

seulement sion a Q € K[X]telque P = (X —a)™Q et Q(a) # 0.
m Sim =0, an’est pasracine de P.
m Sim > 1, a est racine de P.
m Sim =1, a est racine simple de P.
m Sim = 2, a est racine double de P.
m Sim = 3, a est racine triple de P.

m Sim > 2, a est racine multiple de P.

Remarque
R11— Si (X —a)"|P alors a est racine de P d’ordre au moins n.

R12 - L'ordre est toujours au plus égal au degré du polynéme.

Propriété 5

x1,...,xy deux & deux distincts sont racines d’ordre au moins ma, ..., m,, res-
pectivement si et seulement si (X — x1)™ -+ (X —xn)™" ‘P.

Propriété 6 : Caractérisation de I'ordre

Soient P € K[X], a € K, m € IN. .
_aestracine d’ordre m de P si et seulement siV k € [0,m — 1], P%*(a) = 0 et
P™(g) £0.

Exercice 2: CCINP 85

Corollaire 2 : Multiplicité des racines de P vs P’

Sia estracine d’ordre m > 2 de P, a estracine d’ordre m—1 de P’. La réciproque
est fausse si on ne suppose pas a racine de P.
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E1- P=X(X-2)et P’ =2X —2:1estracine simple de P’, mais n’est pas racine double
de P. Soit P un polynébme non constant admettant exactement p racines deux &
deux distinctes d’ordres respectifs m1, ..., m, dans K. P est scindé si et seulement
Si
mi + -+ myp = deg P.
Exercice 3

Montrer que (X — 1)3[nX"+2 — (n +2) X" + (n +2)X — n.
Théoréme 1:Théoréme de d’Alembert-Gau (Théoréme fondamental de I'al-

gebre)

Tout polyndéme non consfant de C[X]| admet une racine.
ﬁ Voir exercice duTD : 10, 11, 15, 18 On dit que le corps C est algébriquement clos.

E Polynébmes scindés : : o
Corollaire 3 : Version alternative équivalente

Définition 4 : Polynéme scindé Tout polynéme & coefficients complexes non constant est scinde.

P € K[X] est dit scindé sur K s'il peut s'écrire comme produit de polyndmes
de degré 1 de K[X], c'est-a-diresiona A € K*, n e N* et yi1,...,y, € K tels que

P=XX—=y1) (X —yn), Corollaire 4 : Divisibilité et racines

Si P est scindé, alors P|Q si et seulement si foutes les racines de P sont racines
c'est-G-diresiona X € K*, p € IN* et x1,...,2, € K deux & deux distincts et de Q avec des multiplicités au moins égales & celles pour P.
ma,...,my, € N* fels que

P=XX—z1)™ (X —xp)"".

Alorsdeg P > 1, A =cd P, x1,...,x, SONt les racines de P deux & deux distinctes de Remarque
multiplicités respectives ma, ..., m,. R14 - C’est donc toujours vrai dans C.
Remarque

R13 — A Scindé sur C <= scindé sur R.
P = X2 — 1 est scindé sur C mais pas sur R.

— x2 _ indé i
P=X 2 est scindé sur R, € mais pas sur Q. g Voir exercice duTD : 12, 13, 16, 17
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Propriété 8 : Relations coefficients-racines

Relations coefficients-racines Soient n € NN*, ao,...,an € K aveC an # 0, P = ao + - + anX",
scindé sur K, zi,...,x, S€s racines comptées avec leur multiplicité, donc
Définition 5 : Fonctions symétriques élémentaires P =an(X —z1) - (X —2z,). En notant o}, les fonctions symétriques élémentaires en
Lly...yTn,
Soientn € N*, x4, ..., 2, € K. e
On appelle fonctions symétriques élémentaires de x4, . .., x, les nombres B o= T (somme)
n .
01:in:x1+x2+~-~+xn. (n termes) m
— Kk An—k
i=1 m oo, =(—1)"—.
an
o9 = Z Tiy Tiqy (@ Termes) )
1<i1<i2<n n
=z1T2 + 2123 + -+ T1Tn + -+ Tn-1Tn. B o, = (—1)"@. (produit)
an
Ainsi,
P=g,(X"— o1 X" '4+0mX" 2+ . +(-1D)" o ).
O = Z Liy Tig *** Tig - ((Z) ’rermes) ( ~~ ( ) \/)

. . . somme roduit
1< <ip < <ip<n 2

On = Z1%2 " Tn. (1 terme) Remarque

R16 — En particulier, si P est unitaire, P = X" — 01 X" ! + 05 X772 + ... + (=1)"0p.
R17 - Sin = 2, on retrouve que les racines complexes de aX? + bX + ¢ ont une somme
égale & —b/a et un produit égal a c¢/a.
Exemple

E2— Sin = 3, les fonctions symétriques élémentaires en z,y,z sont o1 = = + y + 2,
o9 = xy +yz + xz €t 03 = zy=2.

g Voir exercice du TD : 14, 20

Remarque
R15— On peut montrer que foute fonction polynomiale en zi,...,z, symétrique en
r1,...,%Ty SEXPriMme comme un polyndbme en oy, ..., op. m
INTERPOLATION DE LAGRANGE
= Problématique : Etant donné n € IN, n + 1 scalaires o, . . ., zn € K deux & deux distincts,
Exemple etyo,...,yn € Kfixés (par exemple pour tout k, y,. = f(z1) ol f est une fonction connue

ou non).

E3— Sl:x1+v-~+rn:oleTSQ=m2+~--+x%=¢7%—202.

On cherche des polyndmes P € K[X] tels que
Vke [[07n]]7 P('rk) = Yk-
C’est un probleme d’interpolation.
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m Principe : C’est un probléeme linéaire. Comme le probleme est linéaire (en fait affine), on peut le résoudre sur K[ X] en passant par
Kn[X] — K1 solution particuliere et solution du probléme homogéne associé.
L'application u: est une application linéaire injective entre

P — (P(@k))kefo,n]
deux espaces de dimension n + 1. Propriété 10

En effet, son noyau est réduit aux polyndmes de degré au plus n admettant les n+1 racines

distinctes o, ..., z,, c'est-G-dire au polyndme nul. Les polynémes dinterpolation associés aux points ((zo, yo), - - - , (T, yn)) sONt leS
II's’agit donc d’un isomorphisme. n n

On peut aussi remarquer que sa matrice dans les bases canoniques est la matrice de polynémes P + H (X —z;) |QouQ e K[X] et P = ZyiLi-

Vandermonde associée a g, . .., Tn. i=0 i=0

L'unique solution au probléme est donc, par linéarité,

n
u71(yoa---,yn):Zyi‘ufl((),..., 1 7...,0).

=0

Exercice 4 : CCINP 87, 90

On cherche doncle polyndme L; = u~1! (O, . ,\1/, . ,0) telque L;(x;) = 1et Li(xzj) =0 n ARITHMETIQUE SUR ]K[X] (MPI)
e Dans cefte partie, K désigne un sous-corps de C, comme @, R ou C.

sij # i, C'est-O-dire L;(x;) = d; ;.

Alors les x; pour j # i sont racines de L;. Donc L; = H (X —z)Q. n
oy L'anneau K[ X]

Comme deg L; = n, dlors Q est constant: Q = Aet L;(z;) =1 = AH (zi — xj).
JF#i

Propriété 11 : Description des polyndmes associés

Si P,Q € K[X], P et Q sont associés si et seulement s’il existe A € K* fel que
P =\Q.

Définition 6 : Polynémes de Lagrange

Sin € IN* et zo,...,z, deux & deux distincts, on appelle i¢ polyndbme de La-
grange associé a (zo, . . ., z,) le polyndbme

Théoréme 2 : Division euclidienne polynomiale

X —x.
g( i) Soient A, B € IK[X] avec B # 0. Alors il existe un unique couple (Q, R) € K[X]?
Li—H telque A = BQ + R etdeg R < deg B.
(zi — z;)
J#i

Remarque : Algorithme

. n ) . R18 — C’est celui que I'on utilise en posant la division. On s’intéresse au terme de plus haut
Propriété 9 : Polynédme d’interpolation de Lagrange degré dans A que I'on compense en multipliant B par un mondme, et on recom-
mence en soustrayant.,
Efant donné x, . ..,z, € K deux a deux disfincts et yo, ...,y. € K, il existe un
unique polyndéme P de degré au plus n tel que Vi, P(x;) = yi.
Is‘agitde P =3 yi- L. Théoréme 3 : K[X] est principal
i=0

L'anneau K[X] est principal.
En particulier, tout idéal de K[ X] s*écrit sous la forme PK[X] avec P € K[X]. Si
I'idéal est non nul, on peut choisir P de maniere unique en le supposant unitaire.
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E PGCD de deux polyndmes

Définition 7 : PGCD

Soient A, B € K[X] non fous les deux nuls.

Remarque

R19 — La définition s'étend au cas ol A = B = 0 en posant A A B = 0 car (0) + (0) = (0)
méme si alors, on ne peut plus dire que A A B est unitaire.

Propriété 12 : Relation de Bézout

Si A, B € K[X], on peut trouver U,V € K[X] tels que AU + BV = AN\ B.

N

@ Méthode 1 : Trouver une relation de Bézout

m On peut frouver une relation de Bézout en appliquant I'algorithme d’Euclide étendu,
donc en remontant les divisions euclidiennes de I'algorithme d’Euclide en éliminant
tous les restes successifs (sauf le dernier, bien sar, qui est le PGCD), comme pour les
entiers.

m Une méthode plus inattendue consiste a calculer la décomposition en éléments

) ANB . . . "
simples de et & multiplier par AB cetfte décomposition.

Par exemple, (X — 1) A (X —2)2 = 1 ef on calcule facilement la décomposition en
éléments simples

1 1 1 1
(X -D(X -2?
de laguelle on déduit
1=(X-22-(X-DX-2+(X-1)=X-224+3B-X)(X-1)
qui est une relation de Bézout entre X — 1 et (X — 2)2.

VERSION DU 3 NOVEMBRE 2026

Propriété 13 : Caractérisation du PGCD
Soit (A, B) # (0,0).
D est unifaire
D|A et D|B
VC e K[X], C|AetC|B= C|D

D=AAB <+

Il s’agit donc du plus grand diviseur unifaire au sens de la division.

Remarque
R20 — Les diviseurs de D sont alors exactement les diviseurs communs & A et & B.

R21 — Les racines des pgcd sont exactement les racines communes de A et B, de multipli-
cité le minimum des mulfiplicités.

Définition 8 : Polynémes premiers entre eux

A, B € K[X] sont dits premiers entre eux lorsque A A B = 1, ¢’est-a-dire lorsque
les seuls diviseurs communs sont les polyndmes constants non nuls.

Remarque

R22 — Lorsque c’est le cas, ils n‘ont pas de racine commune dans K. La réciproque est
fausse.

Théoreme 4 : de Bézout
Soit A, B € K[X].

ANB=1«<=3U,V eK[X], AU+BV =1

Corollaire 5
Soient A, B, C € K[X].
() ANBC=1<=AAB=AAC=1
(i SiD=AANB,ona A, B € K[ X]|felsque A= DA, B=DB; et A1 ANB1 =1.
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Remarque
R23 — (i) s’étend & un produit quelconque (fini) de polynémes.

Théoréeme 5 : Lemme de GauB

Soient A, B, C' € K[X].
Si A|BC et AN B =1, alors A|C.

Propriété 14 : Cas des polynémes scindés

Si A ou B est scindé, AN B =1<+= A et B n‘ont pas de racine commune.

Remarque
R24 — C’est toujours vrai si K = C.

fg Voir exercice du TD : 21, 22

PGCD d’une famille finie de polynémes
Soit n € N\ {0, 1}.

Définition 9 : pgcd de n polynémes

Soient (A1, ..., An) € (K[X])™\ {(0,...,0)}.
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Remarque

R25 — Comme pour deux polyndmes, il s’agit du plus grand diviseur commun unitaire au
sens de la division (et aussi du degré).

R26 — La définitions’étend G0 A --- A0 = 0.

Propriété 15

() Associdtivité :ANBANC =(AANB)AC =AN(BACQC).

n
(i Les diviseurs communs 4 Au, ..., A, sont exactement les diviseurs de /\ Ag.
k=1

(i Relation de Bézout Oon a U,...,U, € K[X] ftels que

AU +-- -+ AU, = /\Ak

k=1

Définition 10 : Polyndmes premiers entre eux dans leur ensemble

n
Ay, ..., A, sont dits premiers entre eux dans leur ensemble lorsque /\ A =1,
k=1
c’est-a-dire que le seul diviseur unitaire commun & tous les Ay, est 1.
Ai, ..., A, sont dits premiers entre eux deux a deux lorsque Vi # j, A; AA; = 1.

Propriété 16

Premiers entre eux deux & deux — premiers enfre eux dans leur ensemble,
mais la réciproque est fausse pour plus de deux polynémes.

Théoreme 6 : de Bézout

A, ..., A, sont premiers entfre eux dans leur ensemble si et seulement si on a
Uy,...,U, telsque A Uy + -+ AU, = 1.

Propriété 17 : Diviseurs deux & deux premiers entre eux

SiAi, ..., A, sont premiers entre eux deux a deux et divisent B, alors A - - - A, |B.
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Propriété 20 : du PPCM

n Irréductibles sur R[X] () lls’agit du plus petit multiple unitaire commun & A et & B au sens de la division.
(i) SIA= AP .- P et B = pPp .. -P,fk décompositions en irréductibles (avec

exposants éventuellement nuls), alors A v B = prax(e1f) P,g“a"("‘k’ﬂ 2
Soit P € R[X]. Alors si e € C est racine de P, @ I’est aussi, de méme ordre. (i On a toujours que AB et (A A B)(AV B) sont associés (donc égaux & norma-

lisation preés).

Propriété 19 : Irréductibles de R[X]

Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 ef les po-
lynébmes de degrée 2 sans racine réelle (& discriminant strictement négatir).

m DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES
Remarque

R27 — La décomposition en irréductibles dans € redonne le fait que tout polyndme & coef-
ficients complexes est constant ou scindé. Elle est de la forme n Partie entiére

P=AX —21)™ - (X — @)
R28 — Les décompositions en irréductibles dans R[X | sont donc de la forme Définition - Propriété 1 : Partie entiére

P=AX—a1)™ (X —zn)™ (X2+ a1 X +b1)" -+ (X2 + ap X +b,)* Soit F € K(X).

Onnote K™ (X) = {F € K(X) | deg F' < 0}.

II'existe un unique couple (Q,G) € K[X] x K™ (X) telque F = Q + G. Q est
appelé partie entiére de F.

avec pour tout i, A; = a? — 4b; < 0.

R29 — Pour décomposer en irréductibles dans R[X], on peut décomposer dans C[X | puis
rassemblerles X —aet X —asia € C\ R.

Exemple
e4 — Décomposition en irréductibles de X™ — 1. Remarque
Es — Décomposition en irréductibles de X* + 1. R30— La partie entiére est le quotient de la division euclidienne du numérateur par le dé-

nominateur.
R31 - C’estI'analogue de la partie enfiére sur Q.

H PPCM (Complémeni') R32— Sideg F < 0, alors sa partie entiére est nulle.
R33 - Si F € K[X], sa partie entiére est F elle-méme.

Définition 11 : PPCM R34 — K[X] et K~ (X) sont supplémentaires dans K(X).
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E Décomposition en éléments simples dans C(X)

Théoréme 7 : Décomposition en éléments simples dans C(X)

Soit F € C(X), F = % sous forme irréductible, aa, ..., a, poles de F d’ordre
mi, ..., My .
A

F=
ITx —aw)™
k=1

et Q € C[X] la partie entiére de F.

Alors il existe une unique famille (\x ;) 1<k<n de complexes telle que
1<jsSmy,

An,l An,mn

A1,1 )\l,ml
* X—an T X—an)m

E—aym T

F= Q
~—~ X —a
partie entiére

partie polaire associée a aq partie polaire associée a oy,

Remarque

1
R35 - La famille (771) est une base de C— (X).
(X =a)"/ (a,n)cexn

Propriété 21 : Partie polaire relative & un poéle simple

avec \ € C la partie

Si o pOle simple de F = % sous forme irréductible, X —a

lair e da. Alors F = —————— B t
polaire associée & a. Alors X—a)B avec Bi(a) #0 e

bt
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE 1_[ Eil ;.1E]
o
[CIFE

Exemple : Le « cache » Exemple : Trés classique
1 = 1

_— E7 — =

(X —1)(X +2) Xn -1

E6— F =

Propriété 22 : Partie polaire relative & un pole d’ordre > 2

Siapdledordrem >2de F = % sous forme irréductible,

A A Al >\m
B X—a)pBi X-a  tT&x-apm €

ou Bi(a) # 0 ef a n’est pas pdle de G.
X _aym _ Al A .
Alors Ay = [(X — )™ F](a) = B () etF X - admet a comme pole

d’ordre au plus m — 1 ce qui permet de réitérer le processus.

',
™

Méthode 2 : Décomposer en éléments simples dans C(X)

Les deux propriétés précédentes permettent de tfrouver les coefficients de la décom-
position.

Lorsqu’il reste peu de coefficients & calculer, on peut aussi essayer d’évaluer la fraction
rationnelle en des points bien choisis ou utiliser des méthodes d’analyse réelle (limite en co
de z™F(x)...)

Penser & exploiter la parité avec I'unicité des coefficients!

Exemple Exemple

2X +1 X
+ E9— F =

E8— FF= ————— JE—
X3 _2X2 1 X (X2 —1)?

g Voir exercice du TD : 23, 24, 25, 26, 27
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Décomposition en éléments simples dans R(X) n Décomposition en éléments simples de P’/ P

Théoréme 8 : Décomposition en éléments simples dans R(X) Propriété 23 : Décomposition en éléments simples de P’/ P

Soit F € R(X), F = 5 sous forme irréductible, avec la décomposition de B Soit P € K[X] scindé, P = )\H (X — z3)™*. Alors la décomposition en éléments

en facteurs irréductibles dans R[X] : F = A et P

d . ; simples de & est donnée par
H — o)™ [ (X% +piX + )™ 2 P 2

=1

Q € R[X] la partie entiere de F.
Alors il existe d'uniques familles (Ak,;) 1<k<p - (Hie) 1<i<r ©F (Vi) 1<i<r dETEEIS

1< <my, 1<e<n; 1<e<n; . ) z
fels que Variante : si P = H (X — yx) oU les yi. sont les racines comptées avec multi-
k=1
plicité, alors
élement simple élément simple
de 1 espece de 2¢ espéce
2 my 7 )\ N T ng - /,L X + ” N
k i,6 i,0
F — Q L 7] s > >
~~ ; z—: X —ax)! ; ;(X2+piX+qi)e
partie entiére Remarque
P/
partie polaire associse & = partie polaire assoclée & X2 +p; X +a; R37 — En considérant les ordres, on voit facilement que bEl n’a que des pdles simples.
! 7/
- . . P . Exemple
Méthode 3 : Décomposer en éléments simples dans R(X) .
Les méthodes vues dans C s’appliquent pour les pdles réels. Pour les p et v, on peut E13 - Z 2w =7
appliquer la méthode « du cache » en a racine complexe de X2 + pX + q. weUy

On peut aussi décomposer dans C et rassembler les pdles complexes non réels et leur
conjugué. L'écriture F = F et I'unicité des coefficients donnent des relations entre ceux-ci
(comme avec la parité).

f! Voir exercice du TD : 28
Remarque

_ * 1 X
R36 — Les (x oy Poura € R etn € N* efles T X" et XTrpXiqw PoUrp.q € R tels
que p? < 4q et n € IN* forment une base de R~ (X).

Exemple Exemple

E11— 2X2
X3 -1 pxe E12— F= ———

El0- F= —— F=—_— = X2 1 1)3

- F= X X - DX +2) *=+1)

Exemple

POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES - PAGE 11 SUR 11



	Polynômes et fractions rationnelles
	L'algèbre des polynômes
	Polynômes formels à une indéterminée
	Opérations sur les polynômes
	Dérivation formelle

	Fonctions polynomiales, racines
	Fonctions polynomiales
	Polynômes scindés
	Relations coefficients-racines

	Interpolation de Lagrange
	Arithmétique sur K[X] (MPI)
	L'anneau K[X]
	PGCD de deux polynômes
	PGCD d'une famille finie de polynômes
	Irréductibles sur R[X]
	PPCM (Complément)

	Décomposition en éléments simples
	Partie entière
	Décomposition en éléments simples dans C(X)
	Décomposition en éléments simples dans R(X)
	Décomposition en éléments simples de P'/P



