
11
Intégrales à paramètres

I RAPPEL : LIMITE D’UNE INTÉGRALE À PARA-
MÈTRE

Théorème 1 : Extension du théorème de conver-
gence dominée

Soit I et J des intervalles, a ∈ J éventuellement

infini et f :
J × I −→ K

(x, t) 7−→ f(x, t)

On suppose
H1 Pour tout t ∈ I, f(x, t) −−−→

x→a
g(t).

H2 Les t 7→ f(x, t) pour x ∈ J et g sont continues par
morceaux sur I.

H3 Hypothèse de domination : Il existe une fonction
ϕ continue par morceaux, positive, intégrable sur
I telle que

∀x ∈ J, ∀t ∈ I, |f(x, t)| ⩽ ϕ(t)Alors
C1 Les t 7→ f(x, t) et h sont intégrables sur I.

C2
∫
I

f(x, t) dt −−−→
x→a

∫
I

g(t) dt.

II CONTINUITÉ D’UNE INTÉGRALE À PARAMÈTRE

Théorème 2 : Continuité d’une intégrale à paramètre

Soit X une partie de R et I un intervalle réel et

f :
X × I −→ K

(x, t) 7−→ f(x, t)

On suppose
H1 ∀ t ∈ I, x 7→ f(x, t) est continue sur X.

H2 ∀ x ∈ X, t 7→ f(x, t) est continue par morceaux
sur I.

H3 Hypothèse de domination : Il existe une fonction
ϕ continue par morceaux, positive, intégrable sur
I telle que

∀x ∈ X, ∀t ∈ I, |f(x, t)| ⩽ ϕ(t)Alors

C1 g : x 7→
∫
I

f(x, t) dt est définie et continue sur X.

Théorème 3 : Extension par domination locale

On peut remplacer H2 par
H2 Hypothèse de domination locale : Pour tout

x ∈ X, il existe un voisinage V de x et une fonction
ϕV continue par morceaux, positive, intégrable sur I
telle que

∀ x′ ∈ V, ∀ t ∈ I,
∣∣f(x′, t)

∣∣ ⩽ ϕV (t)

ou bien pour tout segment S de X, il existe une fonc-
tion ϕS continue par morceaux, positive, intégrable
sur I telle que

∀ x ∈ S, ∀ t ∈ I, |f(x, t)| ⩽ ϕS(t)

III CLASSE D’UNE INTÉGRALE À PARAMÈTRE

Théorème 4 : Classe C1 d’une intégrale à paramètre
– théorème de Leibniz

Soit I et J des intervalles réels et

f :
J × I −→ K

(x, t) 7−→ f(x, t)

On suppose
H1 ∀ t ∈ I, x 7→ f(x, t) est de classe C1 sur J , de

dérivée x 7→ ∂f

∂x
(x, t).

H2 ∀ x ∈ J, t 7→ f(x, t) est intégrable sur I.

H3 ∀ x ∈ J, t 7→ ∂f

∂x
(x, t) continue par morceaux

sur I.
H4 Hypothèse de domination globale ou sur tout

segment de ∂f

∂x
: Éventuellement sur tout seg-

ment S, il existe une fonction ϕ continue par mor-
ceaux, positive, intégrable sur I telle que

∀x ∈ J ou S, ∀t ∈ I,

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)
∣∣∣∣ ⩽ ϕ(t).

Alors

C1 g : x 7→
∫
I

f(x, t) dt est de classe C1 sur J

C2 ∀ x ∈ J, t 7→ ∂f

∂x
(x, t) est intégrable sur I et

g′(x) =

∫
I

∂f

∂x
(x, t) dt.
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Théorème 5 : Classe Ck d’une intégrale à paramètre

Soit I et J des intervalles réels et

f :
J × I −→ K

(x, t) 7−→ f(x, t)
et k ∈ N∗.

On suppose
H1 Pour tout t ∈ I, x 7→ f(x, t) est de classe Ck sur J ,

de dérivée d’ordre j notée x 7→ ∂jf

∂xj
(x, t).

H2 Pour tout entier j ∈ J0, k − 1K, pour tout x ∈ J ,

t 7→ ∂jf

∂xj
(x, t) est intégrable sur I.

H3 Pour tout x ∈ J , t 7→ ∂kf

∂xk
(x, t) est continue par

morceaux sur I.
H4 Hypothèse de domination globale ou sur tout

segment de ∂kf

∂xk
: Éventuellement sur tout seg-

ment S, il existe une fonction ϕ continue par mor-
ceaux, positive, intégrable sur I telle que

∀x ∈ J ou S, ∀t ∈ I,

∣∣∣∣∂kf

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣ ⩽ ϕ(t).

Alors

C1 g : x 7→
∫
I

f(x, t) dt est de classe Ck sur J

C2 ∀ j ∈ J1, kK, ∀ x ∈ J, t 7→ ∂jf

∂xj
(x, t) est intégrable

sur I et g(j)(x) =
∫
I

∂jf

∂xj
(x, t) dt.

Corollaire 1 : Classe C∞ d’une intégrale à paramètre

Soit I et J des intervalles réels et

f :
J × I −→ K

(x, t) 7−→ f(x, t)

On suppose
H1 Pour tout t ∈ I, x 7→ f(x, t) est de classe C∞ sur J .
H2 Pour tout x ∈ J , t 7→ f(x, t) est intégrable sur I.

H3 Pour tout k ∈ N∗, pour tout x ∈ J , t 7→ ∂kf

∂xk
(x, t)

est continue par morceaux sur I.
H4 Hypothèse de domination globale ou sur tout

segment de ∂kf

∂xk
pour tout k ∈ N∗ : Éventuelle-

ment sur tout segment S, il existe une fonction ϕk

continue par morceaux, positive, intégrable sur I
intégrable sur I telle que

∀x ∈ J ou S, ∀t ∈ I,

∣∣∣∣∂kf

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣ ⩽ ϕk(t).

Alors

C1 g : x 7→
∫
I

f(x, t) dt est de classe C∞ sur J

C2 ∀ k ∈ N∗, ∀ x ∈ J, t 7→ ∂kf

∂xk
(x, t) est intégrable

sur I et g(k)(x) =
∫
I

∂kf

∂xk
(x, t) dt.
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