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Réduction 3 : trigonalisation et nilpotence

Dans tout le chapitre, (E ,+, ·) désigne un K-espace
vectoriel où K est un sous-corps de C, mais se généra-
lise au cas d’un corps quelconque, avec la prudence
pour certains résultats de devoir travailler dans un corps
de caractéristique nulle (∀n ∈N∗, n1K ̸= 0K.)

I TRIGONALISATION
Soit (E ,+, ·) un K-espace vectoriel de dimension finie

n ̸= 0, A ∈Mn (K) et u ∈L (E).

1 Définition

Définition 1 : endomorphisme et matrice trigo-
nalisable

■ u ∈L (E) est trigonalisable lorsqu’il existe une
base B de E telle que MatB(u) ∈Tn(K).

■ A ∈ Mn(K) est trigonalisable lorsqu’elle est
semblable à une matrice triangulaire supé-
rieure, c’est-à-dire lorsqu’il existe P ∈GL n(K)
et T ∈Tn(K) tel que A = PT P−1.

Propriété 1 : Caractérisation géométrique

A est trigonalisable si et seulement si n’im-
porte quel endomorphisme qu’elle représente
l’est.

Propriété 2 : Caractérisation par χ scindé

u (respectivement A) est trigonalisable si et
seulement si son polynôme caractéristique est
scindé.

Propriété 3 : Caractérisations 2 et 3 de la trigo-
nalisabilité

u est trigonalisable si et seulement si u est an-
nulé par un polynôme scindé si et seulement si
son polynôme minimal est scindé.

Corollaire 1 : Trigonalisation automatique dans
C

Si K = C, tous les endomorphismes et toutes
les matrices sont trigonalisables.

2 Mise en pratique en dimen-
sion 2 ou 3

Méthode 1 : Trigonalisation en dimen-
sion 2

On suppose que A ∈ M2(K) est trigonalisable
mais non diagonalisable, alors A admet une valeur
propre double λ et dimEλ(A) = 1.
1. On détermine

(x1
y1

)
vecteur propre associé à λ.

2. On complète en
((x1

y1

)
,
(x2

y2

))
base de Mn,1(K)

(par exemple en piochant dans la base cano-
nique).

3. Alors A = P
(
λ α
0 λ

)
P−1 avec P = (x1 x2

y1 y2

)
.

On peut même se ramener à une matrice
(
λ 1
0 λ

)
en cherchant

(x2
y2

)
tel que A

(x2
y2

)= (x1
y1

)+λ
(x2

y2

)
.

Méthode 2 : Trigonalisation en dimen-
sion 3 avec deux valeurs
propres

On suppose que A ∈ M3(K) est trigonalisable
mais non diagonalisable, et que A admet une va-
leur propre simple λ et une valeur propre double µ.

Alors dimEλ(A) = dimEµ(A) = 1.

On montre que A est semblable à T =
(
λ 0 0
0 µ 1
0 0 µ

)
.

1. On détermine
(x1

y1
z1

)
vecteur propre associé à λ

et
(x2

y2
z2

)
vecteur propre associé à µ.

2. On cherche
(x3

y3
z3

)
tel que A

(x3
y3
z3

)
=

(x2
y2
z2

)
+µ

(x3
y3
z3

)
.

3. On vérifie que
((x1

y1
z1

)
,
(x2

y2
z2

)
,
(x3

y3
z3

))
est un base de

Mn,1(K).

4. Alors A = P

(
λ 0 0
0 µ 1
0 0 µ

)
P−1 avec P =

(x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

)
.
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II ENDOMORPHISMES ET MA-
TRICES NILPOTENT⋅E⋅S

1 Définition

Définition 2 : Endomorphisme et matrice nilpo-
tents et indice de nilpotence

u ∈ L (E) (respectivement A ∈ Mn(K)) est dit
nilpotent lorsqu’il existe p ⩾ 1 tel que up = 0L (E)

(respectivement Ap = 0n).
Le plus petit p ⩾ 1 vérifiant cette propriété est

appelé indice de nilpotence.

2 Propriétés

Propriété 4 : Caractérisation

u est nilpotent si et seulement si u est trigona-
lisable et Spu = {0}.

Dans ce cas, χu = X n où n = dimE .
Idem avec des matrices.

Propriété 5 : Majoration de l’indice de nilpo-
tence

L’indice de nilpotence est toujours majoré
par n = dimE .

III SOUS-ESPACES CARACTÉRIS-
TIQUES

Définition 3 : Sous-espaces caractéristiques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie, et soit u ∈L (E). On suppose χu scindé :

χu =
p∏

k=1
(X −λk )mk

où les λk sont les valeurs propres deux à deux
distinctes de u et les mk (leurs multiplicités) sont
dans N∗.

On appelle sous-espaces caractéristiques
de u les sous-espaces

Fk (u) = Ker
(
(u −λk idE )mk

)
pour k ∈ J1, pK.

Propriété 6 : des sous-espaces caractéristiques

Avec les mêmes hypothèses et notations,
(i) Chaque Fk (u) est stable par u.

(ii) E =
p⊕

k=1
Fk (u).

(iii) ∀k ∈ J1, pK, Ek (u) ⊂ Fk (u).
(iv) ∀k ∈ J1, pK, dimFk (u) = mk .

Théorème 1 : Réduction par blocs

Si χu est scindé, il existe une base de E dans
laquelle lamatricede u est diagonale par blocs,
chaque bloc étant triangulaire supérieur à cœf-
ficients diagonaux égaux donc de la forme

A1 (0)

(0) Ap

 où, pour tout k ∈ J1, pK,

Ak =


λk (∗)

(0) λk

 ∈Mdk
(K).

Si χA est scindé, A est semblable à une ma-
trice diagonale par blocs, chaque bloc étant
triangulaire supérieur à cœfficients diagonaux
égaux.

Corollaire 2 : Décomposition de Dunford (HP)

Si u est trigonalisable, on peut trouver d dia-
gonalisable et n nilpotent tels que u = d +n et
nd = dn.

RÉDUCTION 3 : TRIGONALISATION ET NILPOTENCE - PAGE 2 SUR 2

https://mpi.lecontedelisle.re

	Réduction 3 : trigonalisation et nilpotence
	Trigonalisation
	Définition
	Mise en pratique en dimension 2 ou 3

	Endomorphismes et matrices nilpotent⋅e⋅s
	Définition
	Propriétés

	Sous-espaces caractéristiques


