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Réduction 3 : trigonalisation et nilpotence

Dans tout le chapitre, (E,+,-) désigne un K-espace
vectoriel ou K est un sous-corps de C, mais se généro-
lise au cas d’un corps quelconque, avec la prudence
pour certains résultats de devoir travailler dans un corps
de caractéristique nulle (Vne IN*, nlg #0.)

n TRIGONALISATION

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie
n#0, Ae Mn(K) et ue £L(E).

Il Définition

Définition 1: endomorphisme et matrice trigo-

nalisable

m ue Z(E) esttrigonalisable lorsqu’il existe une
base 2 de E telle que Matg (1) € 7,,(K).

m A€ #,K) est trigonalisable lorsqu’elle est
semblable & une matrice friangulaire supé-
rieure, c’est-a-dire lorsqu’il existe P e 4.2 ,,(IK)
et Teg,(K) tel que A=PTP !,

Propriété 1 : Caractérisation géométrique

A est frigonalisable si et seulement si nim-
porte quel endomorphisme qu’elle représente
I’est.

Propriété 2 : Caractérisation par y scindé

u (respectivement A) est trigonalisable si et
seulement si son polynébme caractéristique est
scinde.

Propriété 3 : Caractérisations 2 et 3 de la trigo-

nalisabilité

u est trigonalisable si et seulement si u est an-
nulé par un polynéme scindé si et seulement si
son polynéme minimal est scindé.

Corollaire 1 : Trigonalisation automatique dans

C

Si K = C, tous les endomorphismes et foutes
les matrices sont frigonalisables.

E Mise en pratique en dimen-
sion2ou3

_@- Méthode 1 : Trigonalisation en dimen-
sion 2

On suppose que A e > (K) est trigonalisable
mais non diagonalisable, alors A admet une valeur
propre double A et dimE, (A) =1.

1. On détermine (31) vecteur propre associé a A.

2. On compléte en ((31),(32)) base de 1K)
(par exemple en piochant dans la base cano-
nigue).

3. Alors A= P({} %)P*1 avec P = (1 ).

On peut méme se ramener & une matrice (é /11)

en cherchant (32) tel que A(32) = (31) + A (32).

_@- Méthode 2 : Trigonalisation en dimen-
sion 3 avec deux valeurs
propres

On suppose que A e #3(IK) est trigonalisable
mais non diagonalisable, et que A admet une va-
leur propre simple A et une valeur propre double pu.

Alors dim Ej (A) = dim Ey (A) = 1.

100
On montre que A est semblable & T = (8 g )
u

e . X1 L2 S
1. On détermine (JZq) vecteur propre associé a A
1

et (%) vecteur propre associé a p.
2. On cherche (%] tel que A(E) = (%)ﬂt(%)

3. On Vvérifie que ((%)(%](g)] est un base de

My, (K).
A00 1 X1 X2 X3
4, Alors A:P(Ou I)P‘ ovecP:(m Y2 J/3).
00pu 21 22 z3
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m ENDOMORPHISMES ET MA-

TRICES NILPOTENT-E-S

Il Définition

Définition 2 : Endomorphisme et matrice nilpo-

tents et indice de nilpotence

u e ZL(E) (respectivement A e 4, (K)) est dit
nilpotent lorsqu’il existe p > 1 tel que uP = 0
(respectivement A =0,,).

Le plus petit p > 1 vérifiant cette propriété est
appelé indice de nilpotence.

E Propriétés

Propriété 4 : Caractérisation

u est nilpotent si et seulement si u est tfrigona-
lisable et Sp u = {0}.

Dans ce cas, y, = X" ol n=dimE.

Idem avec des matrices.

Propriété 5 : Majoration de l'indice de nilpo-

tence

L'indice de nilpotence est foujours majoré
par n=dimE.

mSOUS-ESPACEs CARACTERIS-

TIQUES

Définition 3 : Sous-espaces caractéristiques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie, et soit ue £ (E). On suppose y, scindé :

14
Xu= H (X — )M

k=1
ou les 1 sont les valeurs propres deux G deux
distinctes de u et les my. (leurs multiplicités) sont
dans IN*,

On appelle sous-espaces caractéristiques

de u les sous-espaces

Fy(w) =Ker ((u— A idp) ™)

pour ke [1,p].
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Propriété 6 : des sous-espaces caractéristiques

Avec les mémes hypotheses ef notations,
() Chaqgue Fi(u) est stable par u.

p
(i E=@DFe(w.
k=1

(i Yke[1,p], Er(w) < Fr(w).
(iv) Yke[1,p], dimFx(u)=my.

Théoreme 1 : Réduction par blocs

Si xu est scindé, il existe une base de E dans
laquelle la matrice de u est diagonale par blocs,
chaque bloc étant triangulaire supérieur & coef-
ficients diagonaux égaux donc de la forme

Ay (0)
- ou, pour tout k€ [1, p],
© A
Ak ()
Av=| e € My, (K).
0 e

Si ya est scinde, A est semblable & une ma-
frice diagonale par blocs, chaque bloc étant
triangulaire supérieur & coefficients diagonaux
€gaux.

Corollaire 2 : Décomposition de Dunford (HP)

Si u est frigonalisable, on peut trouver d dia-
gonalisable et n nilpofent fels que u=d+n et
nd = dn.
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