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Réduction 3 : trigonalisation et nilpotence

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Endomorphismes et matrices carrées trigonalisables

Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie
est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle sa
matrice est triangulaire.

Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est semblable &
une matrice triangulaire.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son poly-
néme caractéristique est scindé.

Interprétation géométrique.

Interprétation en termes d’endomorphisme.
La pratique de la trigonalisation n’est pas un objectif du pro-
gramme.

Traduction matricielle.

Expression & I'aide des valeurs propres de la trace et du déter-
minant d’un endomorphisme trigonalisable, d’une matrice trigo-
nalisable.

Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes
Endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E de dimension
finie, matrice nilpotente.

Un endomorphisme est nilpotent si et seulement s’il est trigonali-
sable avec pour seule valeur propre 0.

L'indice de nilpotence est majoré par la dimension de E.

Caractérisation des endomorphismes nilpotents et des matrices
nilpotentes par le polyndme caractéristique.

Théoréme de Cayley-Hamilton et sous-espaces caractéristiques

Théoréme de Cayley-Hamilton.

Sous-espaces caractéristiques d’'un endomorphisme 4 poly-
ndme caractéristique scindé; E est somme directe des sous-
espaces caractéristiques de u.

Traduction matricielle de cette décomposition : similitude & une
matrice diagonale par blocs, chague bloc diagonal étant frian-
gulaire et & termes diagonaux €égaux.

La démonstration n’est pas exigible.
Dimension d’un sous-espace caractéristique.
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Dans tout le chapitre, (E, +,-) désigne un K-espace vectoriel ou K est un sous-corps de C, mais se généralise au cas
d’un corps quelconque, avec la prudence pour certains résultats de devoir tfravailler dans un corps de caractéristique
nulle (VrneIN*, nli #0K.)

n TRIGONALISATION

Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel de dimension finie n #0, Ae 4, (K) et ue £(E).
Il Définition

Définition 1: endomorphisme et matrice trigonalisable

m ue Z(E) est trigonalisable lorsqu’il existe une base 2 de E telle que Matg(u) € 7, (1K).

m Ae . #,(K) est trigonalisable lorsqu’elle est semblable & une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-
dire lorsqu’il existe Pe 9%, (K) et T € 7,(K) tel que A= PTP!,

Propriété 1 : Caractérisation géométrique

A est trigonalisable si et seulement si n‘importe quel endomorphisme qu’elle représente I’est.

Remarque

R1 - Etre diagonalisable implique étre trigonalisable. La réciproque est fausse !

R2— u est trigonalisable si et seulement s'il existe une base 8 = (e,...,e,) de E telle que pour tfout k € [1,n],
Vect(ey, ..., er) est stable par u. On parle de drapeau stable par u.

R3 — u est trigonalisable si et seulement s’il existe une base dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure si et
seulement s'il existe une base dans laquelle sa matrice est friangulaire inférieure. En effet, une permutation
des vecteurs de la base permet de passer de I'un a I'autre.
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Propriété 2 : Caractérisation par y scindé

u (respectivement A) est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scinde.

Démonstration

M (%)
(=) (Matriciellement) Si A est tfrigonalisable, on a P inversible et T = telle que A=pPTP™ L,

©) An
n
Alors x4 = [] (X -2;) est scindé.
k=1
(=) (Géométriguement) Méthode classique
m Sin=1,iln"y arien & faire.

m Sin>2ety, estscindé, il y a au moins une valeur propre A € K. Soit x € E un vecteur propre associé. On
compléete la famille libre (x) en une base % = (x,ey,...,e,) de E.

(%)
0 A

Si E1 = Vect(ey,...,en) € uy € £(E;) dont la matrice dans la base %, = (ey,...,e,) de E; est Ay, alors, par un
déterminant friangulaire par bloc, y 4= (X-2A)x 4,

Donc x4, est scindé. |l suffit donc de raisonner par récurrence : si on sait frigonaliser u; en dimension
n—1>1pour nfixé,on a P e 9% ,-1(K) et Ty triangulaire telle que A; = P; T1P1‘1.

A (%)
Alors A= .
© PPt

1 (0 o 1 o)1 O ) ) i 1 (0
On pose P = et on vérifie que = I, donc P inversible d’inverse
© P © P ){©@ Pt © P!

1 0|2 )1 @ [2+ =
et P~lAap= = €7, (K).
® PiYJ\@® A jJlo P) \© T

Dans cette base, la matrice de u est de la forme A= ( ) ouU Aj € My (K).

Propriété 3 : Caractérisations 2 et 3 de la trigonalisabilité

u est frigonalisable si et seulement si u est annulé par un polynéme scindé si et seulement si son
polynéme minimal est scindé.

Démonstration

En effet, si u est frigonalisable, y,, est scindé et c’est un polyndbme annulateur d’aprés Cayley-Hamilton.

Si, réciproguement, P est un polyndme annulateur scindé, A matrice de u dans une base %, 4 divise P donc
a au Moins une racine donc SpA=Spu # &.

Soit A € Sp A, x vecteur propre associé que I'on compléte en une base de E, ce qui permet de voir que A est

A
semblable & A’ = *) .
0 A

PV (%)

(0) P(A)
sation avec le polyndme caractéristique scindé.

Alors P(A") = ( ) =0, donc P annule A; et on termine par récurrence sur n comme dans la caractéri-

Corollaire 1 : Trigonalisation automatique dans C

SiK = C, tous les endomorphismes et foutes les matrices sont trigonalisables.
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Remarque

R4 - Si u (respectivement A) est trigonalisable, comme le polyndme caractéristique est scindé, on a automati-
quement que si A1,...,Ap sont les valeurs propres distinctes de de mulfiplicités respectives my, ..., mp, alors
p p
Y mid;=tru (ou A et [| /1;"’ =detu (ou det A). Cela saute d’ailleurs au yeux avec la matrice triangulaire !

i=1 i=1

E Mise en pratique en dimension 2 ou 3

On peut toujours mettre en application la démonstration par récurrence constructive.
Voici deux exemples particuliers.

Méthode 1 : Trigonalisation en dimension 2

On suppose que A e ; (KK) est trigonalisable mais non diagonalisable, alors A admet une valeur propre double
A et dimEy(4) =1.

1. On détermine (1) vecteur propre associé a A.

2. On compléte en ((31),(32)) base de .1 (K) (par exemple en piochant dans la base canonique).

3. Alors A=P(} %) P! avec P= (31 7).

(1) +A(52)-

A > i Al X2 X2
On peut méme se ramener & une matrice (0 A) en cherchant (37) tel que A(32)

Exercice 1

-7 1
A =]
-9 -1
1. A est-elle trigonalisable ? Diagonalisable ?
2. Trigonaliser (resp. diagonaliser) A si elle est trigonalisable (resp. diagonalisable).

Méthode 2 : Trigonalisation en dimension 3 avec deux valeurs propres
On suppose que A e ./3(IK) est trigonalisable mais non diagonalisable, et que A admet une valeur propre simple

A et une valeur propre double p.
Alors dim Ej (A) = dim Ey, (A) = 1.

100
On montre que A est semblable & T = (8 g 1).
o
a A X1 LA S X2 e S
1. On détermine (szl] vecteur propre associé a A et (gz) vecteur propre associé a u.
1 2
x3 x3 X2 X3
2. On cherche (2) tel que A(szg] = (g] +“(JZ’§]'

3. On vérifie que ((E](%)(E)) est un base de 1 (IK).

A00 1 X1 X2 X3
4, Alors A=P(0 H I)P‘ avec P=(J’l V2 ys).
00u 21 22 73
Remarque

R5 — Il se peut aussi que A ait une valeur propre triple.
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m ENDOMORPHISMES ET MATRICES NILPOTENT-E-S

Il Définition

Définition 2 : Endomorphisme et matrice nilpotents et indice de nilpotence

ue £(E) (respectivement Ae .4, (K)) est dit nilpotent lorsqu’il existe p > 1 fel que uP = 04 g (respective-
ment AP =0,).
Le plus petit p > 1 vérifiant cette propriété est appelé indice de nilpotence.

Remarque

R6 — u est nilpotent si et seulement si n‘importe quelle matrice qui le représente I'est.

Exemple

E1- L'endomorphisme de KK, [X] de dérivationest nilpotent d’indice n +1.

0.1 0:-vvvn- 0
E2- A=|: ... 0| nilpotente d'indice n.

o0, o

[ P 0

E3 — Plus généralement, une matrice triangulaire stricteest nilpotente d’indice au plus n.

E Propriétés

Propriété 4 : Caractérisation

u est nilpotent si et seulement si u est trigonalisable et Sp u = {0}.
Dans ce cas, y, = X" ol n=dimE.
Idem avec des matrices.

Démonstration

Si u est nilpotent, sa seule valeur propre complexe est 0 (si A est valeur propre, on a x # 0 tel que u(x) = Ax et alors
uP(x) =APx =0 donc AP =0 donc A =0) donc son polyndme caractéristique est X" qui est scindé.

Si u est trigonalisable et n’a que 0 comme valeur propre, il est représenté par une matrice triangulaire supérieure
stricte A, donc il est nilpotent d’indice au plus n (car A" =0,,). [ |

Remarque

R7 — En particulier, un endomorphisme nilpotent n’est presque jomais diagonalisable !

Propriété 5 : Majoration de I'indice de nilpotence

L’indice de nilpotence est foujours majoré par n = dimE.
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Démonstration

On a vu une justification dans la preuve précédente.

Autre preuve possible : le polyndme caractéristique est X et ¢c’est un polyndme annulateur d’apres le théoreme
de Cayley-Hamilton.

Autre preuve possible : si p I'indice de nilpotence et a € E tel que uP1(a) # 0, alors on montre que
(a,u(a,...,uP~ (@) est libre, donc p < n.

m SOUS-ESPACES CARACTERISTIQUES

Définition 3 : Sous-espaces caractéristiques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit ue £ (E). On suppose y, scindé :

p
XM = H (X—/lk)mk
k=1

ou les A sont les valeurs propres deux & deux distinctes de u et les my. (leurs multiplicités) sont dans IN*,
On appelle sous-espaces caractéristiques de u les sous-espaces

Fr(u) = Ker ((u— Agidp) ™)

pour ke [1,p].

Remarque

R8 — A ne pas confondre avec les sous-espaces propres Ej (u) = Ker (u— A idg)!

Propriété 6 : des sous-espaces caractéristiques

Avec les mémes hypothéses et notations,
() Chaque Fy(u) est stable par u.

p
(i) E= @D Fr(w).
k=1

(i Yke[l,p], Ex(w) < Fr(w.
(iv) Yke[1,p], dimFy(u)= my.

Démonstration

Avec les mémes hypotheses et notations,
() Vient du fait que u et le polynéme en u : (u—Aidg)™* commutent.
(i) Découle du lemme de décomposition des noyaux et du théoréme de Cayley-Hamilton.
(i) Pour tout endomorphisme v ef fout ne IN, Kerv < Ker v™.
(iv) Pour alléger la rédaction, on note Fy. pour Fy.(u). Soit dj. = dim Fy., uy I'endomorphisme induit par u sur Fy.
La matrice de u dans une base adaptée a la décomposition E = éFk est diagonale par blocs avec, sur

k=1
chaque bloc diagonale, une matrice représentant uy.

Or, par définition de Fy., (uk—)tkidpk)mk =0p,. L'endomorphisme ny = uy - Aridp, de Fy est donc nilpotent et
Uy = Akidpk +ng.

On peut donc choisir une base de F;. dans laquelle n;. est représenté par une matricielle triangulaire supé-
rieure stricte.

Alors la matrice de u dans la base adaptée est diagonale par blocs avec, sur chaque bloc diagonal, une
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/1k. (%)
matrice de la forme T = € Mg, (K), ce qui donne yy, = (X—)Lk)dk.
) A

Un autre argument pour frouver ce polyndme caractéristique est le suivant : Ej.  F;. et le lemme de décom-
position des noyaux donne, si k # ¢, Fi.nF, = {0}. On en déduit que A, est la seule valeur propre possible de
I'endomorphisme uy.

Mais y,, divise x, qui est scindé, donc yx,, est scindé également, unitaire, de degré d;. Donc g, = (X—/lk)d’“.
On obtient alors

et donc pour k, di. = my (unicité de la multiplicité).

Théoreme 1 : Réduction par blocs

Si x. est scindé, il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs, chaque
bloc étant triangulaire supérieur & coefficients diagonaux égaux donc de la forme
A1 (0) Ak (%)
e ou, pour tout ke [1,p], Ax= € Mg, (K).
0) Ay 0) Ak

Si x4 est scindé, A est semblable & une matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant triangulaire
supérieur a ceefficients diagonaux égaux.

Démonstration

Démontré dans la propriété précédente.

Corollaire 2 : Décomposition de Dunford (HP)

Si u est trigonalisable, on peut frouver d diagonalisable et n nilpofent tels que u=d +n et nd = dn.

Démonstration

Il suffit de choisir n et d tels que, avec les notations précédentes, les F;. soient stables par n et par d, pour fout k,
ng = ug — Aridp, et di = Axidg,.

Alors d diagonalisable (dans une base adaptée & la supplémentarité des F., sa matrice est diagonale), et n
nilpotent, car n™& ™ =0 ().

Remarque

R9 — On peut méme montrer que d et n sont uniques et sont des polyndmes en u.
On parle de décomposition de Dunford (voir TD ).

R10 — C’est frés intéressant par exemple pour calculer les puissances de u.
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