Structures d’anneau, de corps, d’algebre

n ANNEAUX ET CORPS

Il Anneaux (MP2l)

Définition 1 : Distributivité

Soit E un ensemble et x et T deux lois de composition interne sur £/, on
dit que « est distributive sur T lorsque V (2, v, 2) € E3,

xx(yTz) = (xxy)T(z*2),

(yTz)xax = (y*xz)T(z*xx).

Définition 2 : Anneau

On dit que (A4, +, x) est un anneau lorsque
(i) (A,+) est un groupe abélien. L'élément neutre est noté 04.
(i) x est une loi de composition interne associative admettant un élé-
ment neutre appelé unité de A, noté 1 4.
(i) x est distributive sur +.

Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que (A, +, x) est un anneau
commutatif.

Exemple

E1- (Z,+, %), (Q+,%), (R,+,%), (C,+,%), (C°,+,x) et (R”,+,x) (avec
D # @), (C, +, x) et (RN, +, x) sont des anneaux commutdatifs.

E2- (Mn(R),+, x) et (M,(C), +, x) sont des anneaux non commutatifs sin > 2.

Remarque
R1- 04 est absorbant :

Vace A, ax04a =04 xa=0a.

En effet, 04 = a x (04 +04) =ax04+ax04donCax04 =04.ldemd
droite.
R2— Sily =04, alorspourtouta € A,a=ax14g =ax04 =04, doNC A= {0a}.
R3— Si A # {04}, alors 04 n"est pas inversible (pour x).
R4 — Pourtouta,b e A, —ab= (—a) x b=a x (=b).

E Groupe des inversibles (MP2I)

Définition 3 : Inversibles d’un anneau

Soit (4, +, x) un anneau.

a € A est dit inversible si et seulement s’il est symétrisable pour x.
Son symétrique est appelé inverse de a, noté a1,

On note Uy ou U(A) ou A* I'ensemble des inversibles de A.

Remarque
R5 — On parle parfois d'unités de A, d’ou la notation...

Exemple

E3- R =

E4- Z* =

E5— (CV)" =
E6— (CP)" =
E7 - (Mn(K))* =
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Propriété 1 : Groupe des inversibles

Si (A, +, x) anneau, alors (A*, x) est un groupe appelé groupe des in-
versibles de A.

Calculs dans un anneau (MP2l)

Propriété 2 : Calculs dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau. Soient a,b € A efn € N,

B Siaxb=0bxa,
(ab)™ = a™b".

m Formule du binébme de Newion :
Siaxb=bxa,

(a+b)" =
m Factorisation® de a™ —b" :Sia xb=bx a,

a® — p =

m Somme géométrique : En particulier, pour tout x € A;

n—1

lA—l‘n:(lA—ZII)XZZ‘k

k=0

a. parfois appelée formule de Bernoulli
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Remarque
R6 — Sia et b ne commutent pas,

(ab)™ = abab- - -ab
(a+b)?=a+ab+ba+b
3_ 3, 2 2 2 2 3
(a4+b)"=a"+a"b+ aba + ba” + ab” + bab+ b a + b

etc.

ﬂ Corps (MP2I)

Définition 4 : Corps

Soit K un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur K. On dit
que (K, +, x) est un corps lorsque

m (K, +, x) est un anneau commutatif,

= K\ {0k} est non vide et fous ses éléments sont inversibles (c’est-a-dire
K 75 {O]K} et Uk = K* =K \ {O]K})

ou, de maniere équivalente,
s (K, +) est un groupe abélien,
s (K\ {0k}, x) est un groupe,
= x est commutative et distributive sur +.

Exemple
E8 — R, Q, C munis des lois + et x sont des corps, mais pas Z.
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H Intégrité (MP2I) ﬂ Anneau produit (MPI)
Définition 5 : Anneau intégre Propriété 6 : Anneau produit
Un anneau (4, +, x) est dit integre si Soit (A, +, x) et (B, ®, ®) des annequx.
= A est commutatif, Pour tout (a,b) ef (a’,b") dans A x B, on pose
m A# {04} C'est-G-dire 14 # 04, (a,b) + (a',b") = (a+a’,bD V)
= A n‘admet aucun diviseur de zéro, c’est-a-dire (a,b) x (a/,b') = (axad’,b@ V')

Va,be A, axb=04=—=a=040ub=204.
Alors (A x B, +, x) a une structure d’anneau.
Si, de plus, les lois x et ® sont commutatives, alors x I’est.
Exemple
E9 - R,Z,C,Q sont des anneaux intégres. RN et plus généralement RP avec D
contenant au moins deux éléments ne le sont pas. Remarque

R7- Cela se généralise 4G un nombre d’‘anneaux quelcongque

<A1, +, ><) e, (A,,, +, ><> avec pour tout (z1,...,zp) € (y1,...,yp)
(1) (1) (p) (p)
dans Ay x -+ X Ap,

Propriété 3 : Généralisation

Soit (A, +, x) un anneau intégre, n € N* et (ay, ..., a,) € A" (@15 @p) + (Y1, 0p) = (“’1 T b yp)

Sipour tout k € [1,n], ax # 04, Alors ay X -+ X a, # 04.
($1,...,l’p)+(y1,..,,yp):($1>1<y1, 'axPXyP)

Propriété 4 : Régularité dans un anneau intégre

Soif (A, +, x) un anneau integre.

Tout élément non nul de A est régulier (ie simplifiable) pour yz . .
Y Y gulier (ie simplif ) pour x Propriété 7 : Inversion dans un anneau produit

Si (A, +, x) et (B, +, x) sont deux anneaux, alors (A x B)* = AX x B*.

: X
Propriété 5 : Intégrité d’un corps De plus, si (a,b) € (A x B)". alors

Tout corps est un anneau commutatif intégre. La réciproque est fausse. (a,b)7" = (a_l, b_l) .
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Sous-anneau et sous-corps (MP2I)

Définition 6 : Sous-anneau

Soit (4, 4+, x) un anneau. On dit que B est un sous-anneau de (A, +, x)
lorsque

m BCA
= Important: 1, € B
» (B, +|p2, x|52) est un anneau.

Remarque

R8 — Une partie peut avoir une structure d’anneau pour les lois induites sans avoir
la méme unité (ce n’est pas un sous-anneau au sens de la définition pré-
cédente. ) C'est le cas trivialement de {0.4}.

Exemple

E10 — Soit, dans|’'anneau des matrices 2 x 2, I’'ensemble B des matrices
(&¢9) poura € K. Alors (B, +, x) est un anneau d’unité (} 9) # L.

Propriété 8 : Caractérisation des sous-anneaux

B est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si

BcCA

(B, +) est un sous-groupe de (A, +)

B eststable par x : Vx,y € B, ©xy € B
14 €B
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ou, de maniére équivalente,

BCA
14,€B

Ve,ye B, t+y€eB, -t € B et xxyeB

ou encore

BCA

14€B

Ve,yeB, t—yeB et zxyeB
Exemple

E11 — Anneau des entiers de GauB : Z[i] = Z+iZ est un sous-anneau de (C, +, x).
E12- 7,5 (K) est un sous-anneau de (M., (K), +, x)
E13— L'ensemble B(R) des fonctions bornées est un sous-anneau de (]R]R, +, ><).

Définition 7 : Sous-corps

Soit (K, +, x) un corps. On dit que (L, +, x) est un sous-corps de
(K, +, x) lorsque L C K et (]L, +12, X‘Ez) est un corps.

Propriété 9 : Caractérisation des sous-corps

(L, +, x) est un sous-corps de (K, +, x) si et seulement si

LcK
(L, +) est un sous-groupe de (K, +)
(IL\ {0k}, x) estun sous-groupe de

(KN {0k}, x)
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ou, de maniéere équivalente,

LcK

L\ {0k} #92 (1x€l)
Ve,yell, x —yelL
Vz,y e L\ {0k}, 2y~ ! €L

H Morphismes d’anneaux (MP2I)

Définition 8 : Morphisme d’anneaux

Soient (4, +, x) et (4, &, ®) deux anneaux.
f:(4,+, x) = (4, ®,®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

(i) ¥ (a,b) € A2, f(a+b)= f(a)® f(b)

(ie f: (A,4+) — (4, ®) morphisme de groupes)
(i) V(a,b) € A%, f(a xb) = f(a) ® f(b)
(i) f(1a) =1a

On parle aussi,  d’endomorphisme,
d’automorphisme d’anneaux.

Ker f = fCU ({04}) = {a € A| f(a) =04} estle noyau de f.
Im f = f(A) ={f(z), z € A} estI'image de f.

d’isomorphisme et

Remarque
R9 — Comme on a en parficulier un morphisme de groupes additifs, on peut
utiliser les propriétés de ceux-ci :
u f (OA) =04/,
m Pourtouta € A, f(—a) = —f(a),
m [ estinjective si et seulement si Ker f = {04} .

R10— En général, Ker f n'est pas un sous-anneau de A. C’est un sous-groupe
additif stable par multiplication... Nous les étudions juste apres!
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Exemple
R[X] — C

El4— f: .
P — P

Propriété 10 : des morphismes d’anneaux

Soit f: (A, +, x) = (B, ®,®) est un morphisme d’anneaux.
() Sia estinversible dans A, alors f(a) I'est dans B et f (a=') = (f(a)) ™"
(i Si f est un isomorphisme alors f~1 : (B,®,®) — (A, +, x) est aussi un
isomorphisme d‘anneau.
(i) Sig : (B,®,®) — (C,+,x) est aussi un morphisme d’anneau, alors
gof:(A+,%x)— (C,+,x) I'estencore.

Définition 9 : Morphisme de corps

Soient (K, +, x) et (K’, ®, ®) deux corps.
[ (K, +, x) = (K, ®,®) est un morphisme de corps si et seulement s'il
s’agit d’un morphisme d’anneadux.

Remarque

R11— Avec (i) et (i), f (1x) = (f (1k))? et comme K’ est intégre, f (1) vaut 1y
ou Ok S'il vaut 0k et si (i) est vérifieée, alors f = Ok .

Exemple
E15 - idg, z — Zz sont des automorphismes (involutifs) du corps C.
E16 — Tout morphisme de corps est injectif.

STRUCTURES D'’ANNEAU, DE CORPS, D'ALGEBRE - PAGE 5 SUR 17



y MPI — MPI* - LycEe LECONTE DE LISLE - LA REUNION

m IDEAL D’UN ANNEAU COMMUTATIF (MPI)

Il Généralités

Définition 10 : Idéal

Soit (A, +, x) un anneau commutatif et I ¢ A. On dit que I est un idéal
de (A, +, x) lorsque
(@
(ii)

Remarque

R12 - Finalement, I est un idéal de (4, +, x) lorsque
ICA

I+

Ve,yel, v—yel

Va€e A, Veel, axr € l.

Comme —14 € A, on peut se contenter de

mICA

ml#Q

mVa,yel z4+yel
mVYacA Vzel, arel.

Exemple
E17 — 2Z est un idéal de (Z, +, x).

E18 — L'ensemble des suites convergeant vers 0 est un idéal de I'anneau des
suites bornées.
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Remarque
R13 — Siun idéal contient I'unité 14 ou plus généralement un élément inversible,
il est égal &

Propriété 11 : Idéaux triviaux

Soit (A, +, x) un anneau commurtatif. {04} et A sont des idéaux (triviaux)
de (A, +, x).
Ce sont les seuls idéaux si de plus (A, +, x) est un corps.

Propriété 12 : Noyau d’un morphisme d’anneaux

Soit f: (A,+,x) = (A, &, ®) un morphisme d’anneaux. Alors Ker f est
unidéal de (A, +, x).

Remarque

R14— Im f est un sous-anneau de (A’ @, ®).
En général, Ker A n’est pas un sous-anneau de (A, +, x).

Exercice 1

Montrer que si f : (A4, +, x) — (A’, ®, ®) est un morphisme d’anneaux :

= Limage réciproque d’un sous-anneau de (A’, ©, ®) est un sous-anneau de
(A, +, x).

m Limage directe d’'un sous-anneau de (A, +, x) est un sous-anneau de
(A" ®,®).

= Limage réciproque d'un idéal de (A’, @, ®) par f est un idéal de (4, +, x).

= Limage directe d'un idéal de (A,+,x) par f est un idéal de
(f(A) =Im f, ®, ®).
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E Somme et intersection d’idéaux

Soit (A, +, x) un anneau commurtatif,

Propriété 13 : Somme et intersection d’idéaux

() Soient I, ...,I, desidéaux de (A, +, x). On note
ILh+--+1,=

Il's’agit d’un idéal de (A, +, x).
Il s’agit plus précisement du plus petit idéal de (A, +, x) (au sens de
I'inclusion) contenant fous les idéaux I; pour1 < j < n.

(i Soient (I1;);es une famille d’idéaux de (A, +, x).

Alors (1) I; est un idéal de (A, +, x).

jeJ
Il s’agit du plus grand idéal de (A,+, x) (au sens de I'inclusion)
contenu dans fous les idéaux I, pour j € J.

Idéal principal

Soit (A, +, x) un anneau commutatif.

Propriété 14 : Idéal engendré par un élément

Soit z € A. On note
(z) =zA =

C’est un idéal de A, appelé idéal engendré par z.

Remarque

R15— C’est aussi le plus petit idéal confenant z, et donc l'intersection de tous les
idéaux contenant z par unicité du plus petit élément.

Cette notion se généralise a plus d’un élément, un peu comme avec les

STRUCTURES D’ANNEAU, DE CORPS,
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Vect en algébre linéaire.

Ainsi, I'idéal engendré par un nombre gquelconque d’élément est I'en-
semble des combinaisons linéaires (finies) de ces éléments, & coefficients
dans A.

Définition 11 : Idéal et anneau principal (HP)

= Tout idéal de la forme zA (donc engendré par un seul élément) est
dit principal.

= Un anneau commutatif est dit principal lorsque
(M
(ii)

Théoréme 1 : Principalité de Z

L'anneau Z est principal.

Remarque

R16 — Les idéaux de Z sont donc principaux, c’est-a-dire engendré par un élé-
ment. Tous les générateurs sont associés.

Donc, quitte & choisir un générateur positif (ou nul), on a de plus unicité de
celui-ci.

ﬂ Divisibilité dans un anneau intégre

Soit (A, +, x) un anneau commutatif intégre.

Définition 12 : Divisibilité

Soient a,b € A.

On dit que b divise a ou que a est multiple de b lorsqu’il existe ¢ € A tel
que a = bg. On note bla.

a et b sont dit associés lorsque alb et b|a.
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Propriété 15 : Caractérisation avec les idéaux

Soient a,b € A.
b divise a si et seulement si a € bA si et seulement si aA C bA.

Remarque
R17 — Soit encore ssi fous les multiples de a sont des multiples de b.

Propriété 16 : Eléments associés

On rappelle que (A, +, x) est un anneau commutatif intégre. Soient
a,b e A
a et b sont associés si et seulement si aA = bA si et seulement si

Exemple
E19 — Dans Z, a, b sont associés si et seulement si

m ARITHMETIQUE SUR 7Z
Il PGCD

Définition 13 : PGCD

Soient a,b € 7Z.

I=(a)+ (b) =aZ+VZ = {au+bv, u,v € Z} est un idéal de (Z, +, x) qui
est un anneau principal.

Son unique générateur positif est appelé pged de a et b, noté a A b.

On a donc, par définition, aZ + bZ = (a A b)Z.

[l e ]
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Propriété 17 : Relation de Bézout

Sia,b € 7, on peut frouver ,uv € Z tels que au + bv = a A b.

Propriété 18 : Caractérisation

Soit (a,b) € Z2.

deN
d=aNb<={ dlaetd|b
VeeZ, (claetclb) = c|d
Il s’agit donc du plus grand diviseur positif au sens de la division.

Par conséquent, les diviseurs de a Ab sont exactement les diviseurs com-
muns de a et de b.

Propriété 19 : Propriété d’Euclide

Sia,b,q € Z,aNb= (a—bg) Nb (pas nécessairement une division eucli-
dienne).

Définition 14 : Nombre entiers premiers entre eux

a,b € Z sont dits premiers entre eux lorsque aAb = 1, ¢’ est-G-dire lorsque
les seuls diviseurs communs 1.

Théoreme 2 : de Bézout

Soita,b € 7.
aNb=1<=Ju,veZ, au+bv=1
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Corollaire 1

Soient a, b, c € Z.
() anNbc=1<=aAb=aNnc=1
(i Sid=anb,onad, b eZtelsquea=da,b=db eta NV =1.

Théoréeme 3 : Lemme de GauB

Soient a,b,c € Z. Si albc et a A b = 1, alors ac.

S

Méthode 1 : résolution des équations diophantiennes ax + by = ¢
oU a, b, c € Z* sont fixés, on cherche les solutions entieres.

On a facilement qu’il y a des solutions si et seulement si

Lorsque c’est le cas, on peut trouver une solution particuliére (zo,y0) avec
I"algorithme d’Euclide par exemple.

Alors, si (z,y) solution , az + by = axo + byo PUiS a(z — x0) = b(yo — y) donc
a'(z —mo) = b'(yo —y) avec a’ AV =1 en divisant par d.

Par lemme de GauB, on a k € Z tel que = = zo + b’k puis en réinjectant
y=1yo—a'k.

On Vérifie enfin que la réciproque étant vraie. Ensemble des solutions :

{(zo+b'k,yo —d'k), k€ Z}.

Exercice 2 :Résoudre 199z + 54y = 4 dans Z>.

E PPCM
Définition 15 : PPCM

Le PPCM de deux entiers a,b est I'unique générateur positif a v b de
I'idéal aZ N bZ des multiples communs & a et A b.
Onadonc aZNbZ = (aV b)Z.

VERSION DU 188 NOVEMBRE 2026

Remarque

R18 — Ceftte fois, il s'’agit clairement de la méme définition qu’en premiere année :
le plus petit multiple commun positif.

Propriété 20 : du PPCM
() II's’agit du plus petit multiple positif commun & a et & b au sens de la
division.
(i On a toujours que |ab| = (a A b)(a V b).

Nombres premiers

Définition 16 : Nombre premier

Un nombre premier est un entier naturel p > 2 dont les seuls diviseurs
positifs sont 1 et p.
On notera P I'ensemble des nombres premiers.

Remarque

R19 — 1 n'est pas premier.

R20 — 2 est le seul nombre premier pair.

R21 — Un nombre premier possede exactement 4 diviseurs : +1 et £p.

R22 — Pour qu’un nombre entier n soit premier, il faut et il suffit qu’il n’ait pas de
diviseur entre 2 et \/n.

Propriété 21 : d’Euclide

L’ensemble des nombres premiers est infini.

Propriété 22 : Diviseur premier ou non

Sip e P etn e Z, alors pln ou (exclusify p An = 1.
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Corollaire 2 : Nombre premier divisant un produit

Soientp e P etay,...,a, € Z.

pl(ar x -+ x a,) Si ef seulement si p divise I'un des ay,.

Théoréeme 4 : fondamental de I'arithmétique - Décomposition primaire

Soit n € 7Z*. On peut trouver k € NN, py,...,pr Premiers deux a deux
distincts, aq, ..., ar € IN* tels que

(e S pe3]

appelée décomposition primaire de n.

De plus, cette écriture est unique & I'ordre des facteurs prés.
p1,-- -, Pk SONT les diviseurs premiers de n.

Définition 17 : Valuation p-adique

Soit p € P et n € Z*. On appelle valuation p-adique de n |'entier
vp(n) =max {i € N | p’ divise n}.

Remarque

R23 - La décomposition primaire se réécritn =+ [[ p™ =£]] ™.
pEP, p|n peEP

Propriété 23 : des valuations p-adiques

Soientn,m € Z*,p € P.
() vp(n) # 0 <= p|n
(i) vp(n x m) = vp(n) + vp(m)
(i) njm <= Vpe P, vp(n) < vp(m)

(V) vp(n Am) = min(v,(n),v,(m)) ef v,(n vV m) = max(vy(n),v,(m))

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | b :-1}‘-_3
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Remarque

R24— Sia = +pipy?---pi* et b = +p{iph? ... pl¥ avec des exposants éventuelle-

ment nuls, alors

aNb=7p

min(ay,B81), min(az,B2) min (o ,Br)
1 P2 TPy

aVvb= pllllﬂX(ﬂlﬂl)pIQIMX(02ﬁ2) . .pzlﬂx(akw‘?k)

Exercice 3: Montrer que /n <€ Q si et seulement si n est un carré parfait.

Exercice 4 : Exprimer le nombre de diviseurs positifs de » & I'aide de ses valua-
tions p-adiques.

ﬂ Congruences

Définition 18 : Congruence

Soit n € IN*. On dit que a,b € Z sont congrus modulo n et on note
a =0b [n]lorsque n|(a — b) ie lorsqu’il existe k € Z tel que a = b + kn.

Propriété 24 : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence sur Z.

Propriété 25 : Nombre d’entiers modulo n

Va € Z, 3!r € [0,n—1], a =r [n]. r estle reste de la division euclidienne
de k parn.

Ainsi, la relation d’équivalence - = - [n| possede exactement n classes
d’équivalences.
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Propriété 26 : Compatibilité de + et x

Soient n € WN* et a,b,c,d € Z tels que a = b [n] et ¢ = d [n]. Alors
at+c=b+dnlefaxc=bxd [n].
Plus généralement, sim € IN, a™ = b™ [n].

Propriété 27 : Rappel : critéres de divisibilité

Siag,...,ar sont les chiffres de n = ar-—aiao° en base 10,
n=ag+a; x10+---+ap x 10, avecVie [0,k], a; € [0,9].
Divisibilité par 2 : 2|n <= 2|ag <= a¢ € {0,2,4,6,8}

k
D a

=0

Divisibilité par 3 : 3|n < 3

Divisibilité par 4 : 4|n <= 4|aray*’

Divisibilité par 5 : 5|n <= 5|ag <= ag € {0,5}
Divisibilité par 8 : 8|n < 8|azaap ™’

k

>

=0

Divisibilité par 9 : 9|n < 9

k
Divisibilité par 11 : 11|n <— 11|(CLO —a;+az—as+-- ) = Z (—1)iai
=0

7

Propriété 28 : Petit théoreme de Fermat

Si p est premier et a € Z* non divisible par p, alors

Dans tous les cas (que a soit divisible ou non par p),

Exercice 5: CCINP 86
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Remarque

R25 — Nous verrons dans la prochaine parfie un théoreme d’Euler qui rendra tri-
viale la démonstration du petit théoréme de Fermat.

Théoréeme 5 : de Fermat-Wiles, ou grand théoréme de Fermat

Sin € N tel gue n > 3, alors I’équation

n’‘admet aucune solution dans IN3.

Démonstration : Non exigible'

J'ai découvert une démonstration véritablement merveilleuse que ce cadre est trop étroit pour
contenir...

m ANNEAU Z/nz, (MPI)

Il Structure

Lemme 1 : Compadatibilité avec x

Soient a,b,c,d € Z tels que a = ¢ et b = d. Alors

Ce lemme rend licite la définition suivante, car le produit de deux entiers modulo
n ne dépend pas du choix de leurs représentants.

Définition 19 : Loi x

Sia,b € Z,on pose a x b = ab, ce qui définit une loi de composition
inferne x sur Z/nz.
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Propriété 29 : Structure d’anneau

(2/nz,+, x) est un anneau commuftatif.

Propriété 30 : Groupe des inversibles

Le groupe des inversibles de I'anneau Z/nz Noté (%/nz) * est’ensemble
des k pour k € Z tel que

_@- Méthode 2 : Calcul de I'inverse d’un élément inversible

Si k est inversible dans %/»z (donc si k An = 1), on trouve I'inverse de k soit « de
téte », soit en utilisant I'algorithme d’Euclide étendu pour trouver une relation de
Bézout entre k et n.

Exemple

E20 — Inversibles et leurs inverses dans Z/12z.
E21 — Inverse de 23 dans Z/120z.

Corollaire 3 : CNS pour avoir un corps

(2/pz,+, x) est un corps si et seulement si

On note alors Z/pz. = T),.

E Théoreme Chinois

Théoréme 6 : chinois (ou des restes chinois)

Soient n,m € N* fels que n A m = 1.

1re formulation Sia,b € Z, alors

{kza [n]
k=b [m]

ou c est une solution particuliére, qui existe bien.

<~ k=c [nm]

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | b :-1}‘-_3

2¢ formulation Pour fout k € Z, note (k mod n), (k mod m) ef (k mod nm) les
classes de k dans Z/nz, Z/mz et Z/nmz respectivement. On a alors
() Sik,teZ,etsi
(k mod nm) = (£ mod nm),

alors
(k mod n) = (¢ mod n)

et
(k mod m) = (£ mod m).

(il L'application bien définie

Z/an — Z/nZ X Z/mZ

(k mod nm) +— (kmod n,k mod m)

est un isomorphisme d’anneaux.

Le résultat s’éfend & un nombre fini d’entiers premiers entre eux deux &
deux.

N ! 7

Méthode 3 : Résolution de systéme de congruences

Trouver une solution particuliere au systéeme de congruence se fait soit en
festant les valeurs, soit en trouvant des entiers de Bézout : on a u,v € Z tels que
n-u+m-v=1 Alors

¢ = nub + mva

est une solution particuliére carnu =1 [m] et mv =1 [n].

On peut aussi résoudre directement le systeme en remarquant qu’il est équi-
valentdk=a+n-u=>b+m-vavec u,v € Z et en résolvant I'’équation diophan-
fienne n-u —m-v = b — a parla méthode habituelle.

Démonstration

1 formulation La méthode ci-dessus donne |'existence d’une solutfion particu-

liere c. Puis
k=c [n]
=
k=c [m]
<= k — c est divisible parn et m
= nm|(kfc)<:>kzc [nm].

nAm=1
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2¢ formulation
() k=¢ [nm]doncnm | (k—¢)doncn | (k—¢)etm| (k—{)donck = ¢ [n]
etk =12 [m).
(i) f est bien définie d’apres (i).
Puis, pour k, ¢ € Z, par définition des additions sur Z/nmz et Z/nz X Z/mz,

£ ((k mod nm) + (¢ mod nm) ) = £ ((k +€) mod nm)
- ((k +¢) mod n, (k + £) mod m)
= (k mod n, k mod m) + (£ mod n, £ mod m)
- f(k mod nm) + f(z mod nm)

On montre exactement de la méme maniére que

f((k mod nm) x (£ mod nm)) = f(k mod nm) X f(f mod nm)

On a enfin que
f(1 mod nm) = (1 mod n,1 mod m) = lz/,zx2/mz-

Donc f est un morphisme d’anneaux.

La bijectivité correspond & la 1" méthode. Mais elle peut se retrou-
ver plus facilement : comme le cardinal est le méme au départ et &
I"arrivée, on se contente de montrer I'injectivité (qui équivaut alors &
=0 [n]
=0 [m]
k =0 [nm] soit en utilisant la premiére formulation, soit en remarquant
que n |k,m |keTn/\m: 1 donc nm | k.

Finalement, Ker f = {0z, } et f est un isomorphisme.

a8 o k
la bijectivité) : si f(k mod nm) = 0z/,zxz/mz. QlOrs {k donc

Exercice 6 : CCINP 94
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Indicatrice d’Euler

Définition 20 : Indicatrice d’Euler

L'indicatrice d’Euler est I'application définie sur IN* par

p(n) =
Remarque
R26 — (1) =1.

R27 - Sin > 2, ¢(n) estla cardinal du groupe (%/nz) * desinversibles de %/nz (donc
le nombre d’éléments inversibles).

R28 — |l s"agit aussi du nombre de générateurs du groupe cyclique (Z/nz, +).

Propriété 31 : Indicatrice d’Euler et nombres premiers

Si p est premier, alors

Propriété 32 : Théoréeme chinois avec les inversibles

Soient n,m € IN* felsque n Am =1,
() Si'k € Z, et si (k mod nm) € (Z/nmz)” dlors (k mod n) € (%/nz)” et
(k mod m) € (Z/mz) .
(i L'application bien définie
| @y — (@) < 2y
- (k mod nm) +—— (k mod n,k mod m)

est un isomorphisme de groupes (multiplicatifs).
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Démonstration

(@

(i)

Si (k mod nm) € (%/nmz) ™ alors k A (nm) = 1 donc
knn=kAm=1

(pas de diviseur commun non trivial) donc (kK mod n) € (Z/nz)X et
(k mod m) € (Z/mZ)X.

Par (i), (et le (i) du théoréme chinois), g est bien définie et comme f (du
théoreme chinois) était un morphisme d’anneaux, g est bien un morphisme
de groupes multiplicatifs.

Comme restriction de f, g est injectif, reste & montrer la surjectivité (pas
d’égalité des cardinaux cette fois : elle va servir au corollaire suivant) : soit
a,b € Z tel que (a mod n,b mod m) € (%/nz) " x (%/mz) .

Par surjectivité de f,on a k € Z tel que

(a mod n,b mod m) = f(k mod nm).
Reste & voir si (k mod nm) € (%/nmz) ™. Or
(a mod n) = (k mod n) € (%/nz)”

ef
(b mod m) = (k mod m) € (%/mz)”

donc kAn =kAm =1,donc kA (mn) = 1d0U (k mod nm) € (Z/nmz) ™ puis
(a mod n,bmod m) = f(k mod nm) = g(k mod nm)

donc g est surjective.

Corollaire 4 : Multiplicativité de

© est multiplicative, c’est-a-dire que sin A m = 1, alors

Démonstration

En effet, avec I'isomorphisme de la question précédente,

|(@fnmz) | = | (#n2) < x (2fma)*| = | (%n2) ™| x | (#mz) "]

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | |

Corollaire 5 : Produit de plus de deux termes

Plus généralement, siny, ..., n, sont deux & deux premiers entre eux,

p(nr---np) = @(n1) - p(ny).

Corollaire 6 : Expression a I'aide des diviseurs premiers

Sip1,...,p, sONtles diviseurs premiers distincts de n,

Exercice 7 :La méme formule, avec des probabilités

Soit 2 = [1,n] ol n est un entier non premier supérieur ou égal a 2, muni de
la probabilité uniforme. Si d|n, on note 4, = {kd, keQetkde Q}

1. Quelle est la probabilité de A;?
2. Soit P I'ensemble des diviseurs premiers de n.
(a) Démontrer que (4,) ., est une famille d’événements indépendants.
AhE 1
b) En déduire que ¢(n) =n 1—=).
® aue w(m) =] (1- 1)

peP

Exercice 8: Une identité remarquable (et classique)
1. Soient n € IN* et k£ € IN un diviseur de n. Parmi tous les nombres rationnels
de laforme L ot 1 < g < n, combien y en a-t-il qui s’écrivent sous forme
n
iréductible avec k au dénominateur?

Formulation équivalente : combien y a-t-il dans U,, de complexes d’ordre
exactement i ?

Formulation équivalente : combien y a-t-il dans Z/»z d’éléments d’ordre
exactement k ?

2. Montrer que, sin € N*, n.= Y (k).

k|n
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Théoreme 7 : d’Euler Propriété 33

Sia e etneN*felque a An =1, alors Soit (K, +, x) un corps.

() Si K n’est pas de caractéristique nulle, sa caractéristique est un
nombre premier.

(i Q. R, C sont de caractéristique nulle.

Corollaire 7 : Petit théoréme de Fermat Pour tout p premier, Z/pz est de caractéristique p.

Si p est premier et a € Z* non divisible par p, alors

Remarque

Dans tous les cas (que a soit divisible ou non par p), R30 — On peut montrer que les corps finis de caractéristique un nombre premier
p sont de cardinal une puissance de p et que pour fout n € IN*, il existe,
d isomorphisme prés, un unique corps de cardinal p™, noté IF,». Attention,
pour n > 2, il n"est pas isomorphe a I'anneau Z/p"z, qui n'est méme pas
infegre.
Pour le démontrer, il suffit d’interpréter un tel corps comme un Z/pz-espace

m CARACTER'ST'QUE D,UN CORPS (HP) vectoriel, nécessairement de dimension finie.

A isomorphisme pres, le seul corps de cardinal p est ), = Z/pz.

Afiniti Sricti ) R31 - Un théoreme, dit de Wedderburn, affrme que pour tout corps fini, la com-
Definifion 21 : Cargcteristique dup corpe mutativité (qui fait partie de la définition dans notre programme) est en fait
Soit (K, +, x) un corps. automatique.
S'ilexiste n € N* tel que n - 1x = 1k + - - - + 1k = Ok, on appelle caracté-
N——— —™—

n fois

ristique de K le plus petit entier ayant cette propriété.
Si un tel entier n"existe pas, on dit que K est de caractéristique nulle.

Remarque

’ . . (Z’ +) — (]K7 +) q
R29 — L'application f : est un morphisme de groupe.
k — k- 1]}(
Son noyau est un sous-groupe de (Z, +) donc de la forme pZ ol p € IN.
Sip = 0, K est de caractéristique nulle.

Sinon, K est de caractéristique p.
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(ii)
m s (W
STRUCTURE D’ALGEBRE (MPI)
II Algébre et sous-algebre Exemple
E29 - K[X]

Définition 22 : Structure d’algébre E30 - C*(1,K)
. E31 — L'ensemble des suites convergentes
On dit que (A, +, x, -) est une KK-algebre lorsque °
= (A, +,-) est une K-espace vectoriel,

= (A, +, x) est un anneau,
m Pseudo-associativiteé : VX e K, Vx,y € A,

E32 - L'ensemble K|z] des fonctions polynomiales

L'intérét principal des algebres est de pouvoir évaluer un polyndme a ceefficients
dans K en un élément d’une K-algebre :

Définition 23 : Polynéme en un élément d’'une algebre

Alzxy)=A-z)xy=xx(A-y).

Exemple SiP=ag+a X+ +a,X" € K[X] etz € A, on pose
E22- (C,+, x,-) est une R-algébre et une C-algébre.

E23— (K%, +, x,-) est une K-algébre. P(z) =

24— (K", +, x, ) est une K-algébre. Aftention & ne pas oublier I'unité de A!

E25 - (K[X],+, X, ) est une K-algébre.

E26 - (K(X),+, x,-) est une K-algebre.

E27 — Si E est un K-espace vectoriel, (L(E), +, o, -) est une K-algébre.
E28 - Sin € N*, (M, (K),+, x, ) est une K-algebre.

E Morphismes d’algébres

On a aussi une notion de sous-algebre : c’est simultanément un sous-espace vec-
toriel et un sous-anneau, donc stable par combinaisons linéaires et par produit et
contenant I'unité. Soit (A, 4+, x,-). (B,+, x,-) et f : A — B. On dit que f est un morphisme

d’algébres lorsque

Définition 24 : Morphisme d’algébre

Propriété 34 : Caractérisation des sous-algébres (i) f estlinéaire ie
Soit (A, +, x, -) est une K-algébre. B est une sous-algébre de (A, +, x, -) (ii)
lorsque (i)
0]
(in
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Exemple
A¥ — A
f— fla)

E33- Si X # g, Aune K-algebre, a € X, u, :

o K[X] — Kz

Propriété 35 : Morphisme d’évaluation polynomiale

Soit (A, +, x,-) une K-algébre et x € A.
KX] — A
P +—— P(x)

Alors I'application f est un morphisme de K-

algébires.

Remarque
R32 — En particulier, deux polyndmes en = € A commutent toujours.

Norme d’algébre

Définition 25 : Norme d’algébre

Une norme N sur une K-algébre (A, +, x, -) est dite sous-multiplicative si
pour tout (a,b) € A2, On parle aussi de norme d’algébre.

Exemple

E35— n |||, est une norme d’algébre sur M., (K).

On verra plus tard une catégorie de normes d’algébre sur L(E) et sur
M, (K) appelées normes subordonnées, ou normes d'opérateur.

Propriété 36 : Norme d’algébre et puissance

On a alors, pour fouta € A etk € N*, N (a*) < N(a)*.

VERSION DU 188 NOVEMBRE 2026

Corollaire 8 : Convergence de séries vectorielles exponentielles et géo-
métriques

Soit (A, +, x, -) une K-algébre munie de N norme d’algébre, ef a € A.

k
() Lasérie> % est absolument convergente.
k>0

(i SiN(a) < 1, alors la série Z a" est absolument convergente.

k>0
Si14 estl'unité de A, et A de dimension finie, on a alors 1 4 — a inver-
+oo
sible, d'inverse ) " a*.
n=0

Remarque
R33 — |l faut éfre en dimension finie pour en déduire la convergence de ces séries.

Exercice 9: CCINP 40 et 61
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