Structure de groupe

n STRUCTURE DE GROUPE (MP2l) m REGULARITE

Définition 1: Groupe

On appelle groupe tout couple (G,x) ou G
est un ensemble tel que

(i) x est une loi de composition interne sur G
(i) * est associative
(i) G admet un élément neutre pour x

(iv) Tout élément de G admet un symétrique
dans G pour *.

Si, de plus, » est commutative, on dit que
(G, *) est un groupe commutatif ou groupe abé-
lien.

m PUISSANCES OU ITEREES D’UN
ELEMENT (MP2I)

Définition 2 : ltérées d’un élément

Soir E un ensemble muni d’une loi de com-
position interne x (notée multiplicativement) as-
sociative et possédant un élément neutre e.

Pour tout z € E et tout n € IN, on définit récur-
sivement

Sin=0
" = L )
" xx  sinon.

Propriété 1 : des exposants

Soient z,y € E etn,m € N,

() ™™ = g™ = 2™xz™iV) Si x  est inver-
inversible et

(zM) = (z7)"

(i Stz %y = y* x,
(zxy)" =a™*y"

Notation 1 : Exposant négatif

Si z € F inversible et n € IN, on note z=" |'élé-
ment (z~1)" = (z") .

Soit! E un ensemble muni d'une loi de composition

inferne associative x et possédant un élément neutre e.

Définition 3 : Régularité

Soit z € E. On dit que x est régulier (ou sim-
plifiable)

= & gauche lorsque

Va,be E, xxa=z*xb=—=a=0
= a droite lorsque

Va,be E, axx=bxxr=—a=2>

On dit que = est régulier lorsqu’il I'est &
gauche et & droite.

Propriété 2 : Régularité d’un inversible

Tout élément inversible de (E, x) est regulier.

Corollaire 1 : Régularité dans un groupe

Si (G, *) est un groupe, alors fout élément de
G est regulier.

Corollaire 2 : Bijectivité des translations

Si (G, *) est une groupe et a € G fixé.

G — G

Les applications ¢, et

r > axT

G — 5 . .
e (appelées translations &

X > T *xa
gauche et a droite) sont bijectives.

Corollaire 3

Si (G, *) est une groupe et a € G fixé.

G={axz, z€G}={zxa, veG}.

1. On dit que (E, x) est un monoide.
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m GROUPE PRODUIT (MP2I) (i) § H#o (eq € H)
Ve,ye H zxy ‘e H

Soit (G, ) et (H, A) des groupes. E . o
Pour fout (g, h) et (¢',h’) dans G x H, on pose Intersection et réunion (MPl)

LT (g, h) = (gxg', hAR). o .
(9. W) T (9", W) = (g9 ) Propriété 7 : Intersection de sous-groupes

Alors (G x H, T) a une structure de groupe. Soit (G, ) un groupe et (H;)se; une famille de

Si, de plus, les lois x et A sont commurtatives,
alors T [‘est. sous-groupes de (G, ). Alors ﬂ H; est un sous-
i€l

groupe de (G, *).

ﬂ SOUS-GROUPES
Sous-groupes de (Z, +) (MPI)

Bl pétinition et caractérisation P

(MP2|) Pour fout a € Z, on note aZ = {ak, k € Z}.

Définition 4 : Sous-groupe

Propriété 8 : Sous-groupes de (7, +)

Soit (G, *) groupe. On note x|g2 la restriction

& H? de laloi x. _ Les sous-groupes G de (Z,+) sont exacte-
On dit que H est un sous-groupe de (G, *) Si ment les a7 pour a € IN.

H C G et (H,|g>) est un groupe. De plus, si G # {0}, a = min(G N IN*).

Propriété 4 : Sous-groupes triviaux n S de (R HP
Soit (G,x) groupe. G et {ec} sont des sous- ous-groupes de (R, +) (HP)

groupes de (G,*) appelés sous-groupes fri- R
viaux. Théoreme 1 : Hors-Programme

Soit G est un sous-groupe de (R, +).
o Alors G est soit dense dans R, soit discret (de
Propriété 5 la forme oZ).

Soit H un sous-groupe de (G, *).
() (H,x) posséde le méme élément neufre

que (G, ). m LE GROUPE (Z/nZ7 +)

(i Siz e H, alors x a méme inverse dans (H, x)
et dans (G, *).

Il Congruences (MP2I)

Propriété 6 : caractérisation des sous-groupes T ——

e sk, (TLtleatD: es Po-| ot 1€ v On i ue € son! congrs
P q ' modulo n et on note a = b [n] lorsque n|(a — b) ie

() H estun sous-groupe de (G, *) lorsqu’il existe k € Z tel que a = b + kn.

HcCdG

) H#2@ (eq€H) Propriété 9 : Rappel : Relation d’équivalence

H eststable par«: Va,y e H, zxyeH C’est une relation d’équivalence sur Z.

H est stable parinverse Vo € H, =1 € H
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Propriété 10: Rappel : Nombre d’entiers mo-

dulo n

VaeZ, Ilre[0,n—-1], a=r [n].restle m MORPH'SMES (MP2|)

reste de la division euclidienne de a par n.
Ainsi, la relation d’équivalence - = - [n] pos-

sede exactement n classes d’équivalences. n
Définition
Définition 9 : Morphisme de groupe
Propriété 11 : Rappel : Compadatibilité de + Solent (G, +) et (G', ») deux groupes.
Soientn € N* et a,b,c,d € Z tels que a = b [n] f o (Gx) — (G';e) &st un morphisme de
etc=d [n)]. groupes si et seulement si

Alorsa+c=b+d [n].

V(z,y) € G*, flzxy)=f(z)ef(y)

Lorsque (G, *) = (G';e), on parle
d’endomorphisme de groupes.

E Lorsque f est Dbijective, on parle
Le groupe %Z/»z (MPI) d’isomorphisme.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et 7,
Soit n € IN fel que n > 1 fixé. on dit que G et G’ sont isomorphes.

Lorsque f est bijective et G = G’, on parle
d’automorphisme.

Définition 6 : 7Z/nz

On note Z/nz I'ensemble (quotient) des n
classes d’équivalences de - = - [n], notées
0,1,...,n— 1. Ainsi

Zlnz = {0,1,...,n—1}. Propriété 13:Image du neutre et du symé-

frique par un morphisme de
groupes

Définition 7 : Surjection canonique Sif: (G,%) — (G',e) est un morphisme de
groupes, alors f(eq) = eq: et pour fout x € G,
7 — Z/n S =
L' application surjective 7/ Z st f (sym(z)) = sym(f(z)).
k — &k
appelée surjection canonique.
Propriété 14 :Image d’une itérée
Lemme 1: Compadtibilité avec +
L En notation mulfiplicative, Si
Soienta,b,c,d € Z telsquea =cetb = d. Alors f : (G,x) — (G’ e) est un morphisme de
at+b=c+d groupes, pour tout x € G et pour tout k € Z,

/(%) = @)

Définition 8 : Loi +

Sia,b € Z,onposea+b=a+ b, ce qui définit
une loi de composition interne + sur Z/nz.

Propriété 15: Composée de morphismes

Sif:(Gx) = (G'e) etg: (G e) = (G, A)
sont des morphismes de groupes, alors g o f en
est encore un.

Propriété 12 : Structure de groupe additif

(Z/nz,+) est un groupe commutatif iso-
morphe & (U, x).
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E Noyau et image

Définition 10 : Image et noyau d’un morphisme

Soit f : (G,x) — (G',e) un morphisme de
groupes.

= On appelle noyau de f I'ensemble
Ker f = f) ({ea'}) = {z € G| f(2) = ear} C G.

Ainsi, x € Ker f <= f(z) = eq.
= On appelle image de f I'ensemble

Imf=f(G)={f(x), ze G} C G

Ainsi,y €eIm f < Fz € G, y= f(z).

Propriété 16 : Caractérisations de I'injectivité et

de la surjectivité

Soit f : (G,x) — (G',e) un morphisme de
groupe.

m f estinjectif si et seulement si Ker f = {eg}.
m [ estsurjectif si et seulement silm f = G'.

Propriété 17 : Images directe et réciproque
d’un sous-groupe

Soit f : (G,x) — (G',e) un morphisme de
groupes.

() Si H est un sous-groupe de (G, ), alors f(H)
est un sous-groupe de (G, o)

(i) Si H' est un sous-groupe de (G, ), f(~V(H")
est un sous-groupe de (G, x).

Corollaire 4 : Cas particulier du noyau et de
image

Soit f : (G,*) — (G',e) un morphisme de
groupes.

Alors Ker f est un sous-groupe de (G,x) et
Im f est un sous-groupe de (G’ e).

Isomorphismes

Propriété 18 : Réciproque d’un isomorphisme

Soit f : (G,x) — (G', ) un isomorphisme de
groupes.

Alors f=1 est un isomorphisme du groupe
(G, e) surle groupe (G, *).

m GROUPES

[Elggse il
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE Eailany

Ej H :i'ql‘-.ﬂ

MONOGENES
(MPI)

Il Sous-groupes engendré par
une partie

Définition 11 : Groupe engendré par une partie

Soit (G, ) un groupe, A partie non vide de G.

On appelle sous-groupe engendré par A le
plus petit (au sens de |'inclusion) sous-groupe de
G contenant A, noté (A).

On dit alors que A est une partie génératrice
de (A).

Propriété 19 : Eléments de (A)

Les éléments de (A) sont exactement les pro-
duits (pour x) d’éléments de A ou de A~1.

Aufrement dit, = € (A) si et seulement
sil existe k € N, (a1,...,a;) € A* et
(1,...,ex) € {—1,1}* tel que

— A1 9%
Tr = aq *"'*ak.

E Groupes monogeéenes et cy-
cliques

Propriété 20 : Sous-groupe engendré par un
élément

Soit a € G. Le sous-groupe engendré par a
noté (a) plutdt que ({a}) est
(a) ={d*, ke Z}
On dit que a en est un générateur.

Définition 12 : Groupe monogéne

Un groupe G est dit monogéne s'il est engen-
dré par un seul élément, c’est-a-dire s’il existe
a € Gtelque G = (a).

Un groupe G est dite cyclique si et seulement
s'il est monogeéne et fini.

Propriété 21 : Groupe cyclique %/nz

(Z/nz,+) est un groupe cyclique, dont les ge-
nérateurs sont exactement les k avec k An = 1.
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Ordre d’un élément dans un SYMETRIQUES

groupe

(G, %) est un groupe d’élément neutre e.

Définition 13 : Ordre d’un élément

On dit que a € G est d’ordre fini s’il existe
k € IN* tel que a* = e.

Dans ce cas, on appelle ordre de a le plus
petit k € N* tel que a* = e.

Propriété 22 : de I'ordre d’'un élément

Soit a un élément de G d’ordre fini m.

m SikeZ, a* = esietseulementsik € mZ ie
m divise k.

m (a) = {a*,k € [0,m — 1]} et [(a)| = m.

Propriété 23 : Morphie des groupes mono-

geénes

Tout groupe monogene infini est isomorphe
a(z,+).

Tout groupe monogéne fini (donc cyclique)
de cardinal n est isomorphe & (U,,+) et &
(%/nz, +)

Théoréme 2:de Lagrange (HP mais trés clas-

sique)

Soit (G, ) un groupe fini, H un sous-groupe
de G. Alors |H| divise |G|.

Propriété 24 : de I'ordre

Soit (G, %) un groupe fini de neutre e.
() Tout élément de G est d’ordre fini.

(i L'ordre de fout élément de G divise le cardi-
nal de G.

(i Pour touta € G, al®! = e.

(MP2I)

Il Définition, structure

Définition 14 : Permutation, groupe symétrique

Si B est un ensemble, on appelle permutation
de F foute bijection de E dans E. On note &(F)
leur ensemble.

Si E = [1,n] oun € N*, on note &,, appelé
groupe symétrique d’ordre n (ou de degré n)
cet ensemble.

Si o € S, on note

Propriété 25 : Structure

(6,,0) estun groupe d’ordre (ie de cardinal)
n!, non abélien dés que n > 3.

Définition 15 : Orbites

Soit ¢ € &,,. La relation binaire définie sur
[1,n] par

rt~y <3k eZ, y=oc"(z)

est une relation d’équivalence dont les classes
d’équivalence sont les orbites de o.
Size[l,n].

O(z) = {ak(x), keZ}.

Propriété 26 : Description d’une orbite

Soito € &, x € [1,n]. Alors il existe ¢ € IN fel
que O(z) = {z,0(z),...,0' 1 (2)} (deux & deux
distincts).

Définition 16 : Support

Sio € G, son support est I'ensemble des élé-
ments de [1,n] qui ne sont pas invariants par o.

Propriété 27 : Commutation de permutations &
supports disjoints

() Le support d‘une permutation est stable par
cette permutation.

(i Deux permutations & supports disjoints com-
mutent,
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E Cycles Signature

Définition 17 : Transposition, cycle Définition 18 : Inversions, signature

= Une transposition 7 est une permutation qui Soit o € &,. On appelle inversion par o fout

échange deux éléments i et j de [1,n], et couple (i, j) tel que i < j et a(i) > a(j).

laisse les autres invariants ie dont le support On note I(a) le nombre d'inversions par o.

est {i, j}. On appelle signature de o le nombre

’ - : e(0) = (-1)1@ ¢ {-1,1}.
On la note T = (i j) ou parfois 7, ;. a(j) — o(4)
Ti’j(i) :j,Ti’j(j) = etsik ¢ {i,j},Ti’j(k) = /5. On vérifie que E(J) :1<1:[< J—i .
I
Une permutation ¢ est dite paire lorsque (o)

m Soitpe Ntelque 2 <p < n. est pair et donc (o) = 1. Elle est dite impaire

On appelle p-cycle une permutation ¢ de dans le cas contraire.

&, qui permute circulairement p éléments

i1,12,...,1, de [1,n] et laisse les autres inva-
riantsie dont le support est {iy,...,i,} ettelle Théoréme 4 : Morphisme de signature
que Soitn > 2. L'application

C(il) = ’ig 9 C(ig) = 25 5 °°° g C(ipfl) = ip 9 C(ip) = ’il

c - (Gnﬁo) — ({_17 1}’ ><) = (IU27 X)
D esfr I_o Ion‘gueur du cycle ¢. On note ’ o —s (o)
c= (i1 42 -+ ip).

est un morphisme de groupe, ie si 0,0’ € &,

e(oa’) =e(o)e(a’).

Propriété 28 : Ordre d’un cycle

Un p-cycle est d’ordre p. Propriété 29 : de la signature

() Sioc e 6, se décompose en produit de N
transpositions, (o) = (—1)V.
En particulier, cette décomposition n’est

Théoréme 3 : Unique décomposition en produit pas unique mais la parité du nombre de
de cycles & supports disjoints fermes est toujours celle de la permutation.

(i) Sicestun p-cycle, e(c) = (-1)P~ L.

Toute permutation se décompose en produit e .
(composée) de cycles & supports disjoints. La (iiiy Sio € &y, e(0™t) =e(o).
décomposition est unique a I'ordre des facteurs
pres.

ﬂ Groupe alterné (HP)

Corollaire 5: Décomposition en produit de pClillign 183 CE PO
transpositions (non unique) Le sous-groupe 21, = Ker(e) des permutations

) J ] paires de &,, est appelé groupe alterné d’ordre
Toute permutation se decompose en produit n (ou de degré n).
(composée) de transpositions.

Propriété 30

Voici deux propositions adaptables & tout cycle :

Pour foutn > 2, |2,,| = —.
@2 - p = 1T pa p-1--@1 2 2

= (1 22 3 - (-1 p
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