Structure de groupe

« Notation additive : on parle d’opposé, noté —z. Pour z + (—y), on

n note x — y.
STRUCTURE DE GROUPE (MP2I) « Notation multiplicative : on parle d'inverse, noté z=*.
Remarque : Quelques rappels A ¥ n'a pas de sens en général : cela désigne z x y~ ! ou
_1 X o
R1-— = Loi de composition interne sur un ensemble E : toute application Yy oxm
ExXFE — FE
* . Exemple
(z,y) = xxy E1- L'élément neutre e (lorsqu’il existe) est toujours symétrisable,
u Elle est dite de symétrique lui-méme.

« associative lorsque

V(@,9,2) € B, (axy)xz=cx(yxz)

(que I'on peut alors noter z  y * z.) Etre symétrisable & gauche ou & droite ne suffit pas.

x commutative lorsque Exemple

V(z,y) € E?, axy=yx*uz. E2- Sur EF pour o, I'élément neutre est id.
E _ o
m On dit que e est élément neutre pour  si pour fout = € E, * (3ge B, fog=gof=idp)
TkE=€EXxT =2,
. *(EIgEEE, fog:idE)<:)
Exercice 1

S'il existe, I'élément neutre est unique. .
* (ngE , gof:idE)<=>

» Notation additive : 0z = e avec e souvent noté 0 ou 0 appelé
élément nul.
+ Notation multiplicative : 2° = ¢ avec e souvent noté 1 ou 1g ap-

pelé élément unité. m Soit x une loi de composition inferne associative sur £ notée multipli-

cativement.
= Un élément 2 de E est dit symétrisable pour « sion a y € E tel que Si z et y sont symétrisables, alors
THhY=Y*xT =e€.

* x*y l'est aussi. De plus, (zxy) ' =y txa™t,

Exerci 2 1 . 1y —
ec{:.ce. , * z~ " l'est aussiet (z71) p—
S’il existe, y est unique.
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Définition 1 : Groupe

On appelle groupe tout couple (G, *) ou G est un ensemble tel que
(i) = est une loi de composition interne sur G
(i) » est associative
(i) G admet un élément neutre pour
(iv) Tout élément de G admet un symétrique dans G pour .

Si, de plus, x est commutative, on dit que (G, x) est un groupe commu-
tatif ou groupe abélien.

Remarque
R2 — En particulier, un groupe n’est jamais vide.

Exemple
E3- (Z,4).(Q,+). (R,+) et (C, +) sont des groupes commutatifs de neutre 0.
E4— Si D estun ensemble non vide, (R”, +) et (C”, +) et en particulier (R™, +)
et (C]N, +) sont des groupes commutatifs, de neutre la fonction / suite nulle.
E5— (Q", x). (Q%, x), (R*, x), (R%, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs
de neutre 1.

E6— Si E est un ensemble non vide, on note G(F) I'ensemble des permutations
de E (bijection de E sur E). Alors (&(E), o) est un groupe d’élément neutre
idg.

Si|E| > 3, ce groupe n’est pas commutatif.
Sine N\ {0,1}, et E =[1,n], on note &,, = & ([1,n]).
(6&,,0) est appelé groupe symétrique d’ordre n (et contient n! éléments).

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | b :-1}‘-_3

m PUISSANCES OU ITEREES D’'UN ELEMENT (MP2I)

Définition 2 : ltérées d’un élément

Soir E un ensemble muni d’une loi de composition interne x (notée mul-
fiplicativement) associative et possédant un élément neutre e.
Pour fout 2 € E et fout n € IN, on définit récursivement

n e sin=20
" = L )
" xx sinon.

Remarque

R3— Autrement dit, z" = H‘”:‘”*“‘*x-
——

k=1 n fois

R4 — En notation additive,

0 sin=0
n-r= .
(n—=1)-z+z sinon.

Propriété 1 : des exposants

Soient x,y € E etn,m € IN.
() 2"t =z %™ = g™ %z
(i) (@)™ = ™ = (&™),
(i Sizxy=yxx, (xxy)" =™ *xy™

(iv) Six estinversible, z™ est inversible et (z") ™" = (z=1)".

Notation 1 : Exposant négatif

Sia € Einversible et n € IN, on note =~ I'élément (z~1)" = (2™) ",
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Remarque Corollaire 2 : Bijectivité des translations
R5 — Les propriétés (i) & (iii) restent vraies pour n,m € Z lorsque z et y sont inver- ] iy
sibles. Si (G, *) est une groupe ef a € G fixé.
o G — G G — G .
Les applications ¢, : et i, : (appelees
xX — a*xT X — T *a

franslations & gauche et & droite) sont bijectives.

m REGULARITE Corollgire 3

Soit" E un ensemble muni d’une loi de composition interne associative « et possé- Si (G, ) est une groupe et a € G fixé
) ;
dant un élément neutre e.

ope e . " G={axz, v €G}t={r*xa, z€G}.
Définition 3 : Régularité

Soit € E. On dit que x est régulier (ou simplifiable)

Remarque

Ré6 — Cela signifie que dans la tfable de la loi x du groupe G, chague élément de
G apparait une et une seule fois sur chaque ligne et sur chaque colonne.

= G gauche lorsque

Va,be E, txa=xxb=a=0»

= @ droite lorsque

Va,be E, axx=bxr=a=1» Exemple
E7 - Si on considére le groupe des racines cubique de I'unité : Us = {1,j,j*}
On dit que z est régulier lorsqu’il I'est & gauche et a droite. muni de la loi x, quelle est sa table ?
Propriété 2 : Régularité d’un inversible m
Tout élément inversible de (E, x) est régulier. GROUPE PRODUIT (M P2|)

Propriété 3 : Groupe produit
Corollaire 1: Régularité dans un groupe Soit (G,*) et (H,A) des groupes.
Pour tout (g, h) et (¢',h') dans G x H, on pose

Si est un groupe, alors tout élément de G est régulier.
) et et v & Sareg (0, W)T (¢, 1) = (g% ¢/, hAK)..

Alors (G x H, T) a une structure de groupe.
Si, de plus, les lois x et A sont commutatives, alors T I'est.

1. On dit que (E, x) est un monoide.
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Remarque
R7- Cela se @énéralise G un nombre de groupes quelconque

(Gl,T),...,(Gp,*) avec pour tout (zi,...,xp) €f (y1,...,yp) dans
p
Gi1 % -+ X Gp,

(@1, 2p) T (Y1, .-, Yp) = (56171*3/1,---7%:3!;7)-

m SOUS-GROUPES

Il Définition et caractérisation (MP2I)

Définition 4 : Sous-groupe

Soit (G, x) groupe. On note «| - la restriction & H? de la loi x.
On dit que H est un sous-groupe de (G,*) si H C G et (H,*|y2) est un
groupe.

Propriété 4 : Sous-groupes triviaux

Soit (G,*) groupe. G ef {eq} sont des sous-groupes de (G,*) appelés
sous-groupes triviaux.

Propriété 5
Soit H un sous-groupe de (G, ).
() (H,*) possede le méme élément neutre que (G, x).
(i Six € H, alors x a méme inverse dans (H, ) et dans (G, x).

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | b :-1}‘-_3

Propriété 6 : caractérisation des sous-groupes

Soit (G, ) un groupe (multiplicatif). Les propositions suivantes sont équi-
valentes :

() H est un sous-groupe de (G, x)

HcCG

H+#@ (eqeH)

) H est stable par x :

s Ve,yc H, zxyec H

H est stable par inverse
VeeH, z'eH

HcG
i) Hto (eqeH)
Ve,yc H, xxy ‘e H

Remarque
HcCG
H+#o (0geH)
H eststable par : Va,y€e H, x+y € H

R8 — Ennotation additive, (i) devient

H est stable par opposé : Ve e H, —x € H

HCG, H#2@ (0g€H)

et (i) devient
Ve,ye H, v—ye H

Remarque
R9 — Un sous-groupe d’un groupe abélien est facilement encore commutatif.
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Exemple
E8 - Z, Q. R sont des sous-groupes (additifs et abéliens) de (C, +).
E9— R” ol D # @ est un sous-groupe additif abélien de (C”, +).

E10- Q°, Q1. R*, R}, U, U, pour n € IN* sont des sous-groupes multiplicatifs
abéliens de (C*, x). (Onrappelle que U = {z € C, |z| = 1} et pour n € IN*,

2i

U, ={z€C, z"zl}:{e " kE[[O,n—l]]}.)

E Intersection et réunion (MPI)

Propriété 7 : Intersection de sous-groupes

Soit (G, *) un groupe et (H;);c; une famille de sous-groupes de (G, *).
Alors ﬂ H; est un sous-groupe de (G, *).
i€l

Exercice 3 :Réunion de sous-groupes
Soit (G, x) un groupe, H, K sont des sous groupes de (G, x), alors

H U K sous-groupe de G < H C Kou K C H.

Sous-groupes de (7, +) (MPI)

Pour tout a € Z, on note aZ = {ak, k € Z}.

Remarque
R10 - On vérifie avec la caractérisation que aZ est un sous-groupe de (Z, +).
Avec aZ = {...,—2a,—a,0,a,2a,...}, il s’agit du plus petit sous-groupe (au

sens de l'inclusion) contenant a. On dit qu’il est engendré par a (sur le
méme principe que les Vect en algebre linéaire.)

VERSION DU @ oCTOBRE 2026

Propriété 8 : Sous-groupes de (Z, +)

Les sous-groupes G de (Z,+) sont exactement les

ﬂ Sous-groupes de (R, +) (HP)

Théoréme 1 : Hors-Programme

Soit G est un sous-groupe de (R, +).
Alors G est soit dense dans R, soit discret (de la forme oZ.).

Exercice 4 : Démonstration

Traiter le cas ou G = {0}. On suppose dorénavant que G # {0}.
Montrer que G N R est non vide. En déduire que G N R’ admet une borne
inférieure. On note a cette borne inférieure.

Cas ol o = 0 Montrer que G est dense dans R en s’inspirant de la démonstration
de la densité de Q dans R.

Cas ol a >0 On s’inspire de la démonstration des sous-groupes de (7., +).
Montrer qu’il existe z € G tel que a < z < 2a.
En déduire que = = a, puis que aZ C G.
Soit réciproquement x € G. On simule une division euclidienne.
Montrer que |'on peut frouver g € Z tel que ga < = < (¢ + 1)a.
En déduire que = = gqa. Conclure.
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Définition 6 :Z/nz

m 7 On note Z/nz I'ensemble (quotient) des n classes d’équivalences de
LE GROUPE ( /nZ, —l—) .= [n], notées 0,1,...,n— 1. Ainsi

Z/nZ: {6,17...,71—1}.

Il Congruences (MP2I)

Définition 5 : Rappel : Congruence Remarque
Soit n € IN*. On dit que a,b € Z sont congrus modulo n et on note R11 - k est I'ensemble des entiers congrus & k£ modulo n, donc I'ensemble des
a=b [n] lorsque n|(a — b) ie lorsqu’il existe k € Z tel que a = b+ kn. k+ntpourt € Z.

On peut foujours se ramener & un entier r entre 0 et n — 1 en prenant le
reste de la division euclidienne de kparn : k =r [njdonc k =7 =r+pn
pour tout p € Z.

Propriété 9 : Rappel : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence sur Z.

Définition 7 : Surjection canonique

 ouz e 7 — Z/nz . L.
Propriété 10 : Rappel : Nombre d’entiers modulo » L' application surjective 7/ est appelée surjection cano-
k +— k

Va € Z, 3!r € [0,n—1], a =r [n]. r estle reste de la division euclidienne
de a parn.
Ainsi, la relation d’équivalence - = - [n| possede exactement n classes

d’équivalences. _
Lemme 1 : Compadatibilité avec +

Soient a,b,c,d € Z tels que a = ¢ et b = d. Alors

nique.

Propriété 11 : Rappel : Compadatibilité de +

Soientn € N* ef a,b,e,d € Z telsque a =b [n] efc=d [n].

Ce lemme rend licite la définition suivante, car la sommme de deux entiers modulo
Alorsa+c=b+d [n].

n ne dépend pas du choix de leurs représentants.
Définition 8 : Loi +

E Sia,b € Z,onposea+b=a-+b, ce qui définit une loi de composition
Le groupe #/xz (MPI) interne + sur Z/nz.

Soit n € IN fel que n > 1 fixé.
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Propriété 12 : Structure de groupe additif

(%/nz,+) est un groupe commutatif somorphe & (U, x).

Remarque

R12 - On a alors facilement, pour k € Z, k - @ = ka.

Exemple
E11 - Table d’addition dans %/4z.

m MoRrpPHISMEs (MP2I)

Il Définition

Définition 9 : Morphisme de groupe

Soient (G, *) et (G', ) deux groupes.
f:(G,x) — (G', e) est un morphisme de groupes si et seulement i

V(z,y) € G*, flz*y)=f(z)ef(y)

Lorsque (G, x) = (G, ), on parle d’endomorphisme de groupes.

Lorsque f est bijective, on parle d’isomorphisme.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et G’, on dit que G et G’ sont
isomorphes.

Lorsque f est bijective et G = G’, on parle d’automorphisme.

Exemple
E12- In: (R%, x) = (R, +) isomorphisme de groupes.
E13- exp: (R,+) — (R, x) isomorphisme de groupes.
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(R,+) — (U, x)

0 —s e

E14— morphisme de groupes (non injectif).

E15— Sin € N*, 0 € &,, (o) sasignature®, alors ¢ : (&,,0) — ({—1,1}, x) estun
morphisme de groupes, c’est-a-dire

Vo,0' €&, e(0od’) =¢(0) xe(d).

E16— det : (GL(E),0) — (R", x) et det : (GL,(K), x) — (R*, x) sont des mor-
phismes de groupes.

a. C'est-a-dire (—1)1(?) ou I(s) est le nombre d’inversions de o ou encore (—1)N si o
s’écrit comme produit (composée) de N transpositions.

Propriété 13 :Image du neutre et du symétrique par un morphisme de

groupes

Sif:(G,x) — (G',e) est un morphisme de groupes, alors f(eq) = eq: et
pour foufz € G, f (sym(z)) = sym(f(z)).

Remarque

R13 - En notation multiplicative : f (z7') = (f(z))~".
En notfation additive : f(—z) = — f(x).

On peut avoir un mix des deux : par exemple, si c’est additif au départ et
multiplicatif & I’arrivée, ca devient f(—z) = (f(z)) .

Propriété 14 : Image d’une itérée

En notation multiplicative, si f : (G,x) — (G',e) est un morphisme de
groupes, pour tout z € G et pour tout k € Z, f (z*) = f(x)".

Propriété 15: Composée de morphismes

Sif:(G,%) = (G'ye) et g: (G e) — (G' A) sont des morphismes de
groupes, alors g o f en est encore un.
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Exemple
E . E18 - La fonction f de l'exemple précédent est donc non injective car
Noyau et image Ker f = 2r7 # {0},
Définition 10 : Image et noyau d’un morphisme
Soit f: (G,x) — (G', ) un morphisme de groupes. Propriété 17 : Images directe et réciproque d’un sous-groupe
= On appelle noyau de f I'ensemble Soit f : (G, *) — (G', ») un morphisme de groupes.
Ker f = () Si H est un sous-groupe de (G, ), alors f(H) est un sous-groupe de
(G',0)
Ainsi, z € Ker f < f(z) = ec. (i Si H' est un sous-groupe de (G',s), f—V(H') est un sous-groupe de
s On appelle image de f I'ensemble (G, *).
Im f =
Ainsi,y e Im f <= 3z € G, y= f(z). Corollaire 4 : Cas particulier du noyau et de I'image
Soit f : (G,x) — (G',e) un morphisme de groupes.
Alors Ker f est un sous-groupe de (G, ) et Im f est un sous-groupe de
Exemple (@, o)

R,+) — U
E17- f: ( ’ ) ( 7X)
Exemple

0 —s el

E19— f: & +) — (S*’X)

0 — e

(€ x) — (Cx%)

n

Propriété 16 : Caractérisations de I'injectivité et de la surjectivité E20- f -
z — Zz

Soit f: (G,x) — (G', ) un morphisme de groupe.
m f estinjectif si et seulement si Ker f = {eg}.
m [ estsurjectif si et seulement silm f = G’.

Isomorphismes

Remarque Propriété 18 : Réciproque d’un isomorphisme

R14 — Ainsi, f est injective si et seulement si f(z) = eq/ (= f(eq)) = x = eq! Soit f : (G, %) — (G, ) un isomorphisme de groupes.
Alors f~1 est un isomorphisme du groupe (G’, o) sur le groupe (G, x).
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Remarque
R15 - « Etre isomorphe & » est une relation d’équivalence sur I'ensemble des
groupes.

m GROUPES MONOGENES (MPI)

Il Sous-groupes engendré par une partie

Définition 11 : Groupe engendré par une partie

Soit (G, %) un groupe, A partie non vide de G.

On appelle sous-groupe engendré par A le plus petit (au sens de I'in-
clusion) sous-groupe de G contenant A, noté (A).

On dit alors que A est une partie génératrice de (A).

Remarque
R16 — A mettre en paraliéle avec la définition de Vect en algébre linéaire.

Propriété 19 : Eléments de (A)

Les éléments de (A) sont exactement les produits (pour x) d’éléments
de Aoude A~1,

Aufrement dit, z € (A) si et seulement s'il existe k € N, (a4, ..
et (e1,...,ex) € {—1,1}* tel que

.,ak) € AF

Remarque

R17 — On a aussi que (A) est I'intersection de tous les sous-groupes contenant A
(car c’est un sous-groupe, contenant A, plus petit que tous les autres.)

Exemple

E21 - &, est engendré par les cycles.
(Toute permutation se décompose en produit de cycles & supports disjoints.
La décomposition est unique & I'ordre des facteurs pres.)

VERSION DU @ oCTOBRE 2026

E22 - &, est engendré par les tfranspositions.
(Les cycles eux-mémes se décomposent en produit de transpositions. Cette
fois, il N’y a plus unicité de la décomposition, mais seulement de la parité
du nombre de fermes.)

E23 — Soit K un corps. GL,(K) est engendré par les matrices de fransvection
T;,;(A) (avec i # j), de dilatation D;(a) (avec a # 0) et de permutation
Pi,j.
(C’est une conséquence du pivot de GauB : par opérations élémentaires,
on peut transformer une matrice inversible en I,.)

E Groupes monogeénes et cycliques

Propriété 20 : Sous-groupe engendré par un élément

Soit a € G. Le sous-groupe engendré par a noté (a) plutét que ({a}) est

On dit que a en est un générateur.

Remarque
R18 — En notation additive, on a (a) = {ka, k € Z}.

Définition 12 : Groupe monogéne

Un groupe G est dit monogéne s'il est engendré par un seul élément,
c’est-a-dire s'il existe a € G tel que G = (a).
Un groupe G est dite cyclique si et seulement s'il est monogéene et fini.

Exemple
E24 — Tout sous-groupe de (Z, +) est
E25 - (U,, x) est cyclique engendré par
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Propriété 21 : Groupe cyclique %/nz

(Z/nz, +) est un groupe cyclique, dont les générateurs sont exactement
les
Exercice 5: Montrer que les générateurs de U,, sont les oo
appelées racines primitives ne de 'unité.

avec k An =1,

Exemple : A observer sur un dessin
E26 — Générateurs de Z/sz et détails de la génération pour n = 5 par exemple.

Ordre d’un élément dans un groupe

(G, ) est un groupe d’élément neutre e.

Définition 13 : Ordre d’un élément

On dit que a € G est d’ordre fini s'il existe £ € IN* fel que a* = e.
Dans ce cas, on appelle ordre de a le plus petit k € IN* tel que o* = e.

Remarque

7z — @G )
R19— f: X est un morphisme de groupe donc son noyau est de la

k — a
forme mZ ol m € N,

En distinguant les cas m = 0 et m # 0, on obtient des informations sur I'ordre
de a.

Exemple : A observer sur un dessin

£27 — Dans Ug, e*7/? est d’ordre 6 et e*™/3 est d’ordre 3.

/2 —/3/2
V32 1/2

Exercice 6 : Sans calcul! Montrer que ( ) est d’ordre fini.

Exercice 7 : Caractériser dans (U, x) les ¢ qui sont d’ordre fini.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | b hﬁ

Propriété 22 : de I'ordre d’'un élément

Soit a un élément de G d’ordre fini m.
m Sik e Z,d" = esietseulement si

Remarque
R20 — Ainsi, a® = a’ peut se traduire par la congruence

Exercice 8
Soit (G, *) un groupe commutatif. On suppose que g: et g» sont d’ordres n, et
noa.
1. On suppose n; et n, premiers entre eux. Montrer que g, * g» est d’ordre fini
et calculer cet ordre.
2. SiG =GLy(R), A= () et B= (2 1), vérifier que A et B sont d’ordre
fini, mais pas AB.
3. Si n; et n, ne sont pas premiers entre eux, montrer que ¢, * g» n’est pas
nécessairement d’ordre n;n2 OU n; V na.
4. = Sid; est un diviseur de n;, montrer qu’il existe un élément d’ordre d;
dans G.
= En déduire que G admet des éléments d’ordre n; V ns.

= Si G est fini, montrer que G admet un élément d’ordre le ppcm de
'ordre des éléments de G.

Propriété 23 : Morphie des groupes monogénes

Tout groupe monogéne infini est isomorphe &
Tout groupe monogéne fini (donc cyclique) de cardinal n est iso-
morphe &
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Théoréme 2 : de Lagrange (HP mais trés classique)

Soit (G, x) un groupe fini, H un sous-groupe de G. Alors |H| divise |G].

Propriété 24 : de I'ordre

Soit (G, x) un groupe fini de neutre e.
() Tout élément de G est d’ordre fini.
(ih L'ordre de fout éléement de G divise le cardinal de G.
(i Pourtouta e G, alGl = e.

Exercice 9 : Quels sont les sous-groupes finis de (C*, x)?

m GROUPES sYMETRIQUES (MP2I)

I'.l Définition, structure

Définition 14 : Permutation, groupe symétrique

Si E est un ensemble, on appelle permutation de E toute bijection de
E dans E. On note G(F) leur ensemble.

Si E = [1,n] oun € N*, on note &,, appelé groupe symétrique d’ordre
n (ou de degré n) cet ensemble.

1 2 Roooo0o00000 n
Sioc e &, onnote o = .
o(l) o(2) o3)------ o(n)
Remarque

R21 — Aftention! &,, n"est pas de cardinal n mais ...

R22 - Comme G,, est fini, foute permutation est d’ordre fini, divisant n! (théoreme
de Lagrange).

VERSION DU @ oCTOBRE 2026

Propriété 25 : Structure

(&,,,0) est un groupe d’ordre (ie de cardinal) n!, non abélien des que

S
WV
o

Définition 15 : Orbites
Soit o € &,,. La relation binaire définie sur [1,n] par
t~y<e= ke Z, y=o"(x)

est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les or-
bites de o.
Siz e [1,n].
O(z) = {o"(z), ke Z}.

Propriété 26 : Description d’une orbite

Soit ¢ € 6, =z € [l,n]. Alors il existe ¢ € N tel que
O(z) = {z,0(x),...,0"  (z)} (deux & deux distincts).

Remarque
R23 — ¢ < ordre(o).

Définition 16 : Support

Sio € &, son support est I'ensemble des éléments de [1,n] qui ne sont
pas invariants par o.

Remarque
R24 — C’est la réunion de toutes les orbites non réduites & un élément.
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Propriété 27 : Commutation de permutations a supports disjoints

() Le support d’une permutation est stable par cette permutation.
(i Deux permutations & supports disjoints commutent.

Exercice 10: Centre de &,

1. Soitn € Ntelque n > 2, et (i, ) € [1,n]? tel que i # j. Montrer que sic € &,
et (i j) commutent, {i, j} est stable par o. La réciproque est-elle vraie ?

2. Montrer que, pour n € IN tel que n > 3 le centre de &, partie de
&, des permutatiops commutant avec toutes les permutations de &,, est
Z(&,) = {id[1,n] }. Etudier le cas ol n = 2.

E Cycles

Définition 17 : Transposition, cycle

= Une transposition r est une permutation qui échange deux éléments
i et jde[1,n]. et laisse les autres invariants ie dont le support est {4, j}.

On la note 7 = (i j) ou parfois 7; ;.
Ti(0) = . i (j) =i etsik ¢ {i,j}. 7 (k) = k.

m Soitpe Ntelque 2 < p<n.
On appelle p-cycle une permutation ¢ de &,, qui permute circulaire-
ment p éléments iy, io, ..., 4, de [1,n] et laisse les autres invariants ie
dont le support est {i1,...,i,} et telle que

C(il) = iQ 5 C(iz) = i3 5 °°° § C(Z.pfl) = ip 9 C(’L'p) = ’L'1

p est la longueur du cycle c. On note ¢ = (i1 iz -+ ip).

Exercice 11 : Conjugaison de cycle (souvent utile)

Sio € &, et cun cycle, décrite o co oL,

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | b :-1}‘-_3

Propriété 28 : Ordre d’un cycle

Un p-cycle est d’ordre p.

Théoreme 3 : Unique décomposition en produit de cycles a supports dis-

joints

Toute permutation se décompose en produit (composée) de cycles a
supports disjoints. La décomposition est unique & I’ordre des facteurs pres.

Remarque
R25 — Donc les cycles de &,, engendrent &,,.

Remarque

R26 — Par commutativité des cycles & supports disjoints, on a facilement que sim
est le ppcm des ordres des cycles, o™ = id. Voir TD : montrer que le ppcm
est égal & l'ordre de o.

Corollaire 5 : Décomposition en produit de transpositions (non unique)

Toute permutation se décompose en produit (composée) de transpo-
sitions.

Remarque
R27 — Donc les franspositions de &,, engendrent G,,.

STRUCTURE DE GROUPE - PAGE 12 sur 14


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

Démonstration

Se déduit du théoreme précédent en sachant décomposer un cycle produit
de transposition.
Voici deux propositions adaptables & tout cycle :

@2 - p = @1 pQp-1)---@12 = (122 3)--(-1 p
Mais savoir le démontrer directement n’est pas inintéressant (fechnique utile
dans d’autres contextes.) Par récurrence sur n > 2.
= Initialisation : pour n = 2, &, = {id, (1 2)} avec id = (1 2).
= Hérédité : Supposons que, pour unn > 2, &, est engendré par ses franspo-
sitions (HR).
Soit ¢ € &,,41; on veut écrire ¢ comme un produit de franspositions. On va
discuter suivant o(n + 1) :

x 197 Cas : Sio(n+ 1) = (n+ 1), alors [1,n] est stable par o, et celle-ci
induit une permutation ¢’ € &,, de [1,n].

' [1,n] — [1,n]
1ok — ok)

’

Par (HR), on peut trouver des transpositions 1, 73, . . . , 7, € &, telles que
o =TiTh Ty,

On peut alors prolonger les ; en des permutations 7; de [1,n + 1] en
posant 7;(n+ 1) = n + 1.

On obtient la décomposition en remarquant que o ef 772 - - - 7, CoiN-
cident sur [1,n] par définition des 7; et en n + 1 qui est laissé invariant
par tfoutes ces permutations. Donc

g =T17T2 " Tp.

x 22Cas:Sio(n+1)# (n+1),

= Larécurrence est établie. Remarquons qu’d chague étape, on gjoute au
plus une transposition.

VERSION DU @ oCTOBRE 2026

Signature

Définition 18 : Inversions, signature

Soit o € &,,. On appelle inversion par o tout couple (i, j) tel que i < j et
a(i) > a(j).

On note I(o) le nombre d’inversions par o.

On appelle signature de o le nombre ¢(o) = (—1)1(7) € {~1,1}.

On vérifie que (o) = H 70(‘7). — (.T(Z)-

o J=10
1<i<j<n

Une permutation o est dite paire lorsque I(o) est pair et donc (o) = 1.

Elle est dite impaire dans le cas contraire.

Remarque

R28 — La définition avec les inversions peut étre oubliée tout de suite. Ce n’est
pas ce quiimporte dans la signature : il vaut mieux savoir se ramener a des
cycles ou & des transpositions (voir ci-apres).

Théoréme 4 : Morphisme de signature

Soitn > 2. L'application

(Gmo) — ({_17 1}7 X) = (UQ’ X)

o — ¢g(o)

est un morphisme de groupe, ie sio,c’ € &,,, e(aa’) = e(o)e(a’).

Propriété 29 : de la signature

() Sio € &, se décompose en produit de N transpositions, e(o) = (—1)V.
En particulier, cette décomposition n’est pas unique mais la parité
du nombre de termes est toujours celle de la permutation.

(i Sic estun p-cycle, e(c) =.

(i) Sic € Gy, e(c7t) =e(0).
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Exercice 12
Montrer que si o € G, et si p estle nombre d’orbites de o, alors (o) = (—1)" 7.

ﬂ Groupe alterné (HP)

Définition 19 : Groupe alterné

Le sous-groupe 2l,, = Ker(e) des permutations paires de &,, est appelé
groupe alterné d’ordre n (ou de degré n).

Propriété 30

‘

Pour toutn > 2, |2,

2
Remarque
R29 — Il y a donc autant de permutations paires que de permutations impaires
dans &,,.
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Exemple
E28 — Décrivons &4 : il contient

et 24 : il contient

Soit G = {id, 01 = (12)0(34),02 = (13)0(24),03 = (14)0(23)}.
II's’agit d’un sous-groupe commu-
tatif de A, comme [|'atteste sa

table ci-contre, appelé groupe /

de Klein'. ° id

On peut montrer qu’il est iso- il A Il I
morphe & (U3, x) et que ’rqu’r d id | o1 | on | o5
groupe d‘ordre 4 est soit iso-

morphe au groupe de Klein, soit o1 o1 | id | o3 | 02
isomorphe & (U4, x) (en exami- o o5 | o3 | id | o1
nant les différentes tables pos-

sibles pour la loi de groupe.) 03 o3 | o2 | 02 | id

Remarque

R30 — On peut facilement trouver des sous-groupes de 204 d’ordre 1, 2,
3,4, et 12maisiln’y a pas de sous-groupe d’ordre 6. On peut dé-
monftrer que ceux-ci sont soit cycliques (mais &4 ne contient pas
d’élément d’'ordre 6), soit isomorphes au groupe diédral Dg des
isométries laissant invariant un triangle équilatéral (contenant 3
rotations et 3 symétries, engendré par une des rotations et une
des symétries).

Par contre, on en trouve dans &, engendrés par un 3-cycle et
une fransposition facilement isomorphe & Dg (qui est aussi iso-
morphe a &3, par ailleurs!).
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