Extrait du programme officiel :

CONTENUS

Structure de groupe

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Compléments sur les groupes

Intersection de sous-groupes.

Sous-groupe engendré par une partie. Partie génératrice d’un
groupe.

Sous-groupes du groupe (Z, +).

Groupe (Z/nZ,+). Générateurs de Z/nZ.

Groupe monogeéne, groupe cyclique.

Tout groupe monogeéne infini est isomorphe a (Z, +).
Ordre d’un élément d'un groupe.

Si z est d’ordre fini d et si e désigne le neutre de G, alors, pour fout
n € Z,z" =e < dn.

Lordre d'un élément d'un groupe fini divise le cardinal du
groupe.

Groupe des racines n-ieémes de |I'unité.

L'ordre de z est le cardinal du sous-groupe de G engendré par
xX.

La démonstration n’est exigible que pour G commutatif.
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ﬂ STRUCTURE DE GROUPE (MP2lI)

Remarque : Quelques rappels

. o ) . ExXE — F
R1-— = Loi de composition interne sur un ensemble E : toute application x :

(@y) — axy
m Elle est dite

* associative lorsque ‘
V(z,y,2) € B} (zxy)xz=xzx(y*z)
(que I'on peut alors noter x x y x z.)

» commutative lorsque
V(z,y) €E*, axy=yxum.
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m On dit que e est élément neutre pour « sipourtout z € £, zxe =e*xx = z.

Exercice 1
S’il existe, I'élément neutre est unique.

« Notation additive : 0z = ¢ avec e souvent noté 0 ou 0 appelé élément nul.
+ Notation multiplicative : 2° = e avec e souvent noté 1 ou 1z appelé élément unité.

= Un élément 2 de E est dit symétrisable pour xsionay c Etelque zxy =y *z = e.

Exercice 2
S'il existe, y est unique.

* Notation additive : on parle d’opposé, noté —z. Pour = + (—y), on note z — y.

+ Notation multiplicative : on parle d’inverse, noté 1.

1 =1l

A & n'apas de sens en général : celadésigne zxy~ ouy  xx?

Exemple
E1- L'élément neutre e (lorsqu’il existe) est toujours symétrisable, de symétrique lui-méme.

Etre symétrisable & gauche ou & droite ne suffit pas.

Exemple
E2- Sur E¥ pour o, I'élément neutre est idg.
* (3g€ EF, fog=gof=idp) < f bijective (ie inversible pour o).
x (3g€ E®, fog=idp) < f surjective.
x (3g€ E®, gof=idg) < finjective.

m Soit x une loi de composition interne associative sur E notée multiplicativement.
Si z et y sont symétrisables, alors

* x*yl'est aussi. De plus, (zxy) ' =y txa™ !,

—1 : —1\—1
* o~ l'estaussiet (z7) 7 =a.

Définition 1: Groupe

On appelle groupe tout couple (G, *) ou G est un ensemble tel que
(i) = est une loi de composition interne sur G
(i) » est associative
(i) G admet un élément neutre pour
(iv) Tout élément de G admet un symétrique dans G pour *.

Si, de plus, » est commutative, on dit que (G, ) est un groupe commutatif ou groupe abélien.

Remarque
R2 - En parficulier, un groupe n’est jamais vide.
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Exemple
E3— (Z,+). (Q,+). (R,+) et (C, +) sont des groupes commutatifs de neutre 0.

E4— Si D est un ensemble non vide, (R”,+) et (C”,+) et en particulier (R, +) et (C,+) sont des groupes
commutatifs, de neutre la fonction / suite nulle.

E5—- (QF, %), (Q%, %), (R, x), (R, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs de neutre 1.
E6— Si E est un ensemble non vide, on note G(E) I'ensemble des permutations de E (bijection de E sur E). Alors
(6(E), o) est un groupe d’élément neutre idg.
Si|E| > 3. ce groupe n’est pas commutatif.
Sine N\ {0,1}, et E = [1,n], on note &,, = & ([1, n]).
(6,,0) est appelé groupe symétrique d’ordre n (et contient n! éléments).

m PUISSANCES OU ITEREES D’UN ELEMENT (MP2I)

Définition 2 : ltérées d’un élément

Soir E un ensemble muni d’une loi de composition intferne x (notée multiplicativement) associative et

possédant un élément neutre e.
Pour tout z € E et tout n € IN, on définit récursivement

" € sin=0
— .
"L xz sinon.

Remarque

n
R3 - Aufrement dit, z" = Hz = R 00 0 ¢S B,
——
k=1 n fois

R4 — En notation additive,

0 sin=20
n-r= )
(n—1)-z+=x sinon.

Propriété 1 : des exposants

Soient x,y € E etn,m € IN,

() "t =g x 2™ = ™ % 2", (iv) Si x 1esf inversible, x™ est inversible et
(i) (@)™ =z = (zm)", (@) = (a71)"
(iiy Sizxy=y*xz, (xxy)" =z" xy™

Démonstration

(i) Parrécurrence sur m (par exemple) a n fixé et par associativite.
(i) Parrécurrence sur m Q n fixé.
(iily Parrécurrence sur n.
(iv) On calcule avec la propriété précédente 2"  (z7')" = (zx2™")" = eetdeméme (z7')" x2" =e.

Notation 1 : Exposant négatif

3
|

Siz € Einversible et n € IN, on note z~ I'élément (z~1)" = (27) "

STRUCTURE DE GROUPE - PAGE 4 SUR 26


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU @ OCTOBRE 2026

Remarque
R5 — Les propriétés (i) & (iii) restent vraies pour n, m € Z lorsque z et y sont inversibles.

m REGULARITE

Soit! E un ensemble muni d’une loi de composition interne associative x et possédant un élément neutre e.

Définition 3 : Régularité

Soit x € E. On dit que z est régulier (ou simplifiable)

= G gauche lorsque
Va,be E, rxa=xzxb=—=a=0»

= a droite lorsque
Va,be E, axrx=bxx = a=2»

On dit que z est régulier lorsqu’il I'est & gauche et a droite.

Propriété 2 : Régularité d’un inversible

Tout éléement inversible de (E, x) est régulier.

Démonstration
Si z estinversible et si z xa = z x b, alors
a=(z7'xz)xa=a""x(zxa)=a 'x(zxb) = (z ' xx)*xb=0b

par associativité. [ |

Corollaire 1 : Régularité dans un groupe

Si (G, ) est un groupe, alors fout élément de G est régulier.

Corollaire 2 : Bijectivité des translations

Si (G, *) est une groupe et a € G fixé.

o G — G G — G . . . .
Les applications ¢, : et g : (appelées franslations & gauche et &
x — axT i — T*xa
droite) sont bijectives.
Démonstration
On vérifie que ¢, 0 -1 = pa—1 0 e =idg €1 g 0 —1 = P, -1 0 Y = ide. |

Corollaire 3

Si (G, *) est une groupe et a € G fixé.

G={axz, € G} ={z*a, z€G}.

1. On dit que (E, x) est un monoide.
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Démonstration

II's’agit de la surjectivité des deux applications précédentes.

Remarque

R6 — Cela signifie que dans la table de la loi x du groupe G, chaque élément de G apparait une et une seule fois
sur chague ligne et sur chaque colonne.

Exemple
E7 — Si on considére le groupe des racines cubique de I'unité : Uz = {1,j,j2} muni de la loi x, on a la table

m GRouPE PRODUIT (MP2I)

Propriété 3 : Groupe produit

Soit (G, x) et (H, A) des groupes.
Pour fout (g, h) ef (¢’, h') dans G x H, on pose

(9. 0)T (', 1) = (gxg', hAR).

Alors (G x H, T) a une sfructure de groupe.
Si, de plus, les lois x et A sont commutatives, alors T I'est.

Démonstration

m Le fait que T soit une loi de composition interne sur G x H provient du fait que x et A le sont sur G et H
respectivement.
= Un calcul facile mais pénible a écrire permet de vérifier que les associativités de « et A donnent celle de T.

m Sieq et ey sont les éléments neutres de G et H, alors (eq, en) €st bien neutre sur G x H.
m Sige Gethe Hd'inverses g~' et h™!, alors (g, h™") est I'inverse de (g, h).

Remarque

R7 — Cela se généralise & un nombre de groupes quelconque (Gl, T) e (Gp, *> avec pour tout (z1,...,x,) et
r

(y1,---,yp) dANS G1 X -+ X G,

(xl,...,wp)T(yl,....,yp) = (xl‘){yla"wxptyp) :
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ﬂ SOUS-GROUPES

Il Définition et caractérisation (MP2I)

Définition 4 : Sous-groupe

Soit (G, *) groupe. On note x|z la restriction & H? de la loi *.
On dit que H est un sous-groupe de (G, ) si H C G et (H,*|g2) est un groupe.

Propriété 4 : Sous-groupes triviaux

Soit (G, ) groupe. G et {eq} sont des sous-groupes de (G, ) appelés sous-groupes triviaux.

Propriété 5
Soit H un sous-groupe de (G, ).

() (H,*) possede le méme élément neutfre que (G, x).
(i Siz € H, alors x a méme inverse dans (H,x) et dans (G, *).

Démonstration

() Soient ey et e les éléments neutres respectifs. Alors ex x e¢ = en = en x ey Carey € G et eq neutre sur G
d’une part, et ey neutre sur H d’autre part. Puis, par régularité & gauche de eg dans G, eq = ep.

(i) Siz € H, alors x aun symétrique symy (z) € H C G fel que z x symy (z) = symy(z) xz = ey = eg et donc par
unicité, z inversible dans G et sym, (z) = sym (z). |

Propriété 6 : caractérisation des sous-groupes

Soit (G,*) un groupe (multiplicatif). Les propositions suivantes sont équivalentes :
() H est un sous-groupe de (G, x)
HcCG
H#@ (eq e H)
H eststable par : Yx,y € H, xxy€ H

(in)
H est stable parinverse : Yxe H, = e H

HcCG
(i) § H#@ (eq € H)
Ve,yc H, zxy '€ H

Remarque

HcG
. " . . H#@ (0c€H) .
R8 — En notafion additive, (i) devient et (i) devient
H eststableparx : Va,ye H, x+y€ H

H est stable paropposé : Ve e H, —x € H
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HCcG, H#+2 (0ge€H)
Ve,ye H, z—ye H

Démonstration

m (i) = (it):SiH < G, H C G, H # @, H stable par x (Ici) et, d"aprés la propriété précédente, H est bien stable
par inverse.

m (it) = (i) : facile.

m (it5) = (4) : sion a (i), alors H C G. La loi x est associative sur G donc a fortiori, elle I'est aussi sur H.
Comme H estnonvide,onaz € Havec zxz ! =eqg € H. Alorspourtout z € H,eg vz > =z~ ! € H. eg est
neutre pour x sur G donc |'est aussi sur H.
Linverse = d'un élément de =z € H dans G est dans H, donc tout élément de H est symétrisable dans H.
Donc H est bien un sous-groupe de (G, x).

Remarque
R9 — Un sous-groupe d'un groupe abélien est facilement encore commutatif.

Exemple
E8 — Z, Q. R sont des sous-groupes (additifs et abéliens) de (C, +).
E9— R” oU D # @ est un sous-groupe additif abélien de (C”,+).
El0- Q°, QL. R*, R}, U, U, pourn € IN* sont des sous-groupes multiplicatifs abéliens de (C*, x). (On rappelle que
U={z€C, |z|=1}etpourn e N*, U, ={2€C, 2" =1} = {em:ﬂ, ke0,n— 1]]}.)

E Intersection et réunion (MPI)

Propriété 7 : Intersection de sous-groupes

Soit (G, ) un groupe et (H;);c; une famille de sous-groupes de (G, *). Alors ﬂ H; est un sous-groupe
i€l

de (G, *).

Démonstration
m (H;))ier CGecarViel, H; CG.
B (H)icr O Carviel, eg € H;.
m Siz,y € (H)icr.alorsViel, zxy '€ Hidoncazxy ' €,.; Hi.

Exercice 3 :Réunion de sous-groupes
Soit (G, x) un groupe, H, K sont des sous groupes de (G, x), alors

H U K sous-groupede G <— H C K ou K C H.

m <0k

m —: Si HU K sous- groupe de G et H ¢ K, on va montfrerque K C H.
Onahe H\K.
Soit k € K. Alors kx h € HU K par stabilité de x sur H U G.
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Sikxhe K,alorsh=k"'x(kxh) € K,ce quin’est pas possible.
C’estdonc que kxh € Hetdonc k= (kxh)xh™' c H.
Finalement, on a bien K C H.

Sous-groupes de (Z, +) (MPI)
| Notofion2

Pour tout a € Z, on note aZ = {ak, k € Z}.

Remarque

R10 - On vérifie avec la caractérisation que aZ est un sous-groupe de (Z, +).

Avec aZ = {...,—2a,—a,0,a,2a,...}, il s’agit du plus petit sous-groupe (au sens de I'inclusion) contenant a.
On dit qu’il est engendré par a (sur le méme principe que les Vect en algebre linéaire.)

Propriété 8 : Sous-groupes de (Z, +)

Les sous-groupes G de (Z,+) sont exactement les oZ pour a € N,
De plus, si G # {0}, a = min(G N IN*).

Démonstration

= On a déja que, sia € N, aZ est un sous-groupe de (Z, +) par la caractérisation.
= Réciproquement, considérons G un sous-groupe de (Z, +).
* Soit G = {0} et adlors G = aZ avec a = 0.
x Soit G # {0} et on peut trouver p € G \ {0}. Soit p > 0 etalorsp € GNIN* # @, soit p < 0 et alors
—-pe GNIN* # 2.
On peut donc introduire a = min(G N IN™).
Montrons que G = aZ par double inclusion.
o a € G, puis par stabilité et récurrence, pourtout n € IN, na € G et par stabilité par passage al'opposé,
—an € G. Finalement, aZ C G.

o Réciproquement, siz € G C Z, par division euclidienne, on a (¢,r) € Z* tel que = = aq + r ef
0<r<a.

Orz € Getagq € aZ C G donc, comme on a un sous-groupe r = = — aq € G N IN. Mais comme
r<a=min(GNIN"),r ¢ N* et donc r = 0.
Finalement, z = aq € aZ.

On a donc bien G = aZ.

ﬂ Sous-groupes de (R, +) (HP)

Théoréme 1 : Hors-Programme

Soit G est un sous-groupe de (R, +).
Alors G est soit dense dans R, soit discret (de la forme aZ).
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Exercice 4 : Démonstration

Traiter le cas ou G = {0}. On suppose dorénavant que G # {0}.
Montrer que G N R’ est non vide. En déduire que G N R’} admet une borne inférieure. On note « cette borne
inférieure.

Cas ol o = 0 Montrer que G est dense dans R en s’inspirant de la démonstration de la densité de Q dans R.
Cas ol a > 0 On s’inspire de la démonstration des sous-groupes de (7., +).

Montrer qu’il existe = € G tel que a < = < 2a.

En déduire que = = «, puis que aZ C G.

Soit réciproquement = € G. On simule une division euclidienne.

Montrer que I'on peut trouver g € Z tel que ga < z < (¢ + 1)

En déduire que = = ga. Conclure.

m LE GROUPE (%/nz, +)

Il Congruences (MP2l)

Définition 5 : Rappel : Congruence

Soit n € IN*. On dit que a, b € Z sont congrus modulo »n et on note a = b [n] lorsque n|(a — b) ie lorsqu’il
existe k € Z tel que a = b + kn.

Propriété 9 : Rappel : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence sur Z.

Propriété 10 : Rappel : Nombre d’entiers modulo »

VYaecZ, 3're[0,n—1], a=r [n]. r esftlereste de la division euclidienne de a par n.
Ainsi, la relation d’équivalence - = - [n] posséde exactement n classes d’équivalences.

Propriété 11 : Rappel : Compatibilité de +

Soientn € N* et a,b,c,d € Z telsque a =b [n] efc=d [n].
Alorsa+c=b+d [n].

E Le groupe Z/»z (MPI)

Soit n € IN fel que n > 1 fixé.

Définition 6 : Z/nz

On note Z/nz1"'ensemble (quotient) des n classes d’équivalencesde - = - [n], notées0,1,...,n — 1. Ainsi

Z/nZ: {ET,,n—l}

Remarque

R11 - k estI'ensemble des entiers congrus & k& modulo n, donc I'ensemble des k + nl pour ¢ € Z.

On peut toujours se ramener a un entier » enfre 0 et n — 1 en prenant le reste de la division euclidienne de k
parn:k=r [n]donc k =7 =r + pn pour tout p € Z.
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Définition 7 : Surjection canonique

e | L — Zjnz ) o .
L'application surjective B est appelée surjection canonique.
k — k

Lemme 1: Compadtibilité avec +

Soient a,b,c,d € Z telsquea=cetb=d. Alorsa+ b= c+ d.

Démonstration

Eneffeta=c [n]etb=d [n] implique a +b=c+d [n]. ]

Ce lemme rend licite la définition suivante, car la sommme de deux entiers modulo n ne dépend pas du choix de
leurs représentants.

Définition 8 : Loi +

Sia,b € Z,0n pose a+b=a+ b, ce qui définit une loi de composition interne + sur Z/nz.

Propriété 12 : Structure de groupe additif

(%/nz,+) est un groupe commutatif isomorphe & (U, x).

Démonstration

En effet,
m + est une loi de composition interne sur Z/nz,

= commutative carsia,bc Z,a+b=a+b=b+a=a-+b,

m d’élément neutre 0 carpourtouta € Z,a+0=a+ 0 =a,
m associative carsia, b, c € Z,

(@+b)+c=(a+b+c=a+(b+c)=a+ (b+7),

mSiacZ,a+—a=0donc —a = —a estl'opposé de a.

2ikm 2ilm

De plus, onremarque que sik = £ [n], alorse™» =e™n
(Z/"Z7 +) — (Un, X)

2ikm

k — e n

ne dépend pas du choix du représentant de k.

Donc f : est

= bien définie,
= un morphisme car pour tout k, ¢ € Z, f (k+¢€) = f (k) f (£).
m injectif car Ker f = {E, e = 1} = {k, n|k} = {0}

m bijectif car de plus |Z/nz| = n = |U,|. |

Remarque

R12 - On a alors facilement, pour k € Z, k - a = ka.

Exemple
E11 - Table d’addition dans Z/az.
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m MorpHIsMEs (MP2I)

Il Définition

Définition 9 : Morphisme de groupe

Soient (G, x) et (G’, o) deux groupes.
f: (G, %) — (G', e) est un morphisme de groupes si ef seulement si

V(z,y) € G*, flzxy) = f(z)e f(y)

Lorsque (G, ) = (G, ), on parle d’endomorphisme de groupes.

Lorsque f est bijective, on parle d’isomorphisme.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et G’, on dit que G et G’ sont isomorphes.
Lorsque f est bijective et G = G’, on parle d’automorphisme.

Exemple
E12- In: (R%, x) — (R, +) isomorphisme de groupes.
E13- exp: (R,+) — (R1, x) isomorphisme de groupes.
(R7 +) — (]'Ua X) n A 0
E14— _ morphisme de groupes (non injectif).
0 — e
E15— Sin € N*, 0 € &,,¢(0) sasignature, alorse : (&,,,0) — ({—1,1}, x) est un morphisme de groupes, c’est-a-dire
Vo,0' €6y, e(0od’) =¢(0) xe (o).

E16 — det : (GL(FE),0) — (R*, x) et det : (GL,(K), x) — (R*, x) sont des morphismes de groupes.

a. C'est-a-dire (—1)1(9) ou I(o) est le nombre d’inversions de o ou encore (—1)V si o s'écrit comme produit (composée) de
N transpositions.

Propriété 13 : Image du neutre et du symétrique par un morphisme de groupes

Si f : (G,x) — (G',e) est un morphisme de groupes, alors f(eq) = eq et pour fout x € G,
f(sym(z)) = sym(f(z)).

Remarque

R13 - En notfation multiplicative : f (z71) = (f(z)) "

En notation additive : f(—xz) = —f(z).

On peut avoir un mix des deux : par exemple, si c’est additif au départ et multiplicatif a I'arrivée, ¢ca devient

fl=a) = (f(=)~".

Démonstration

fleag) = flea xec) = f(ea) * f(eq) donc comme f(eq) est inversible, f(eq) = eqr.
f(z) o f(sym(x)) = f (z xsym(z)) = f(eq) = ecr
et f(sym(z)) x f(z) = f (sym(z) x z) = f(ec) = ecr =
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Propriété 14 :Image d’une itérée

En notation multiplicative, si f : (G,x) — (G’, ) est un morphisme de groupes, pour fout « € G et pour
foutk € Z, f (z*) = f(z)".

Démonstration

Par récurrence pour k € IN, puis par passage a I'inverse et d’apres la propriété précédente pour k € Z~. [ |

Propriété 15: Composée de morphismes

Sif:(G,*)— (G e) efg: (G e) = (G",A) sont des morphismes de groupes, alors g o f en est encore
un.

E Noyau et image

Définition 10 : Image et noyau d’un morphisme

Soit f: (G,*) — (G’, e) un morphisme de groupes.

= On appelle noyau de f I'ensemble
Ker f = fV ({ee}) = {z € G| f(x) = ecr} C G.

Ainsi, z € Ker f < f(z) = eq.
= On appelle image de f I'ensemble

Imf =f(G)={f(z), z€ G} C G".

Ainsi,y eIm f < Jz € G, y= f(x).

Exemple

R,+) — (U, x
E17—- f: ( ) ( ) ' Ker f = 27Z.
0 — el

Propriété 16 : Caractérisations de I'injectivité et de la surjectivité

Soit f: (G, %) — (G',e) un morphisme de groupe.
m [ estinjectif si ef seulement si Ker [ = {eq}.
m [ estsurjectif si et seulement silm f = G,

Remarque
R14 — Aingi, f estinjective si et seulement si f(z) = eq/ (= f(eq)) = = = ec!

Démonstration

m Remarquons qu’on a toujours e € Ker f car f(eg) = eqr.
Si f estinjectif, alors « € Ker f <= f(z) = eqr = f(eq) <= = = eq, donc Ker f = {eq}.
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SiKer f = {ec} et si f(z) = f(z'). alors (en notation multiplicative)

eq = f(z)e (f(ﬂﬂ'))71 =f(z)ef (x’_l) =f(zxa’™")

donc z2'~ € Ker f donc z x ' ~! = eq donc z =z,
f est bien injectif.

= La caractérisation est valable pour les fonctions en général. Par définition,

f estsurjective <= Im f = {f(z), € G} = G’

Exemple
E18 — La fonction f de I'exemple précédent est donc non injective car Ker f = 277 # {0}.

Propriété 17 : Images directe et réciproque d’un sous-groupe

Soit f: (G,*) — (G',e) un morphisme de groupes.
() Si H est un sous-groupe de (G, *), alors f(H) est un sous-groupe de (G, o)
(i Si H' est un sous-groupe de (G’,e), f(~V(H') est un sous-groupe de (G, *).

Démonstration

m f(H) estunsous groupe de (G, e) :
* f(H)Cc @&
x f(H)#@2CcarH # o
x Siy,y'inf(H),onax,z’ € Htels que y = f(z) ety = f(2'). f étant un morphisme de groupes,

yeoy ' =f(z)e f(a")T" = flaxa'T") € f(H).

———
€H
m fOV(H') est un sous groupe de G :
« fCVHE) Ca
* fOV(H') # @ careginf Y (H') car f (eg) = eqr € H'.
« Si z,2'infCY(H'), f étant un morphisme de groupes, f (zxz'~') = f(z) e f(«/)"' € H’, donc
—~ =~
€H' €H’

zxa' "t e fEVH.

Corollaire 4 : Cas particulier du noyau et de I'image

Soit f: (G,x) — (G',e) un morphisme de groupes.
Alors Ker f est un sous-groupe de (G, *) et Im f est un sous-groupe de (G', o).

Démonstration

m Ker f = fY ({eqr }) avec {eq} sous-groupe de (G’, o)
® Im f = f(G) avec G sous-groupe de (G, *).

Exemple

(R,+) — (C*, x)

E19— f :
0 —s el

étant un morphisme de groupes, Im f = U est un sous-groupe de (C*, x) et
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Ker f = 277 est un sous-groupe de (R, +).
U est aussi le noyau du morphisme |-| : C* — R*.

(C*,x) — (C*,x)

E20- f: étant un morphisme de groupes, Ker f = U,, est un sous-groupe de (C*, x). C’est

z — 2"
2ikm

aussi I'image du morphisme k € Zi+— e n .

Isomorphismes

Propriété 18 : Réciproque d’un isomorphisme

Soit f: (G,x) — (G',e) un isomorphisme de groupes.
Alors f=1 est un isomorphisme du groupe (G’, o) sur le groupe (G, x).

Démonstration

f~! est bijective, et siy,y’ € G, alors, comme f est un morphisme de groupes,

ey )= @) o f (W)= (U @) =+ @).

Remarque

R15 - « Efre isomorphe & » est une relation d’équivalence sur I'ensemble des groupes.

m GROUPES MONOGENES (MPI)

Il Sous-groupes engendré par une partie

Définition 11 : Groupe engendré par une partie

Soit (G, x) un groupe, A partie non vide de G.

On appelle sous-groupe engendré par A le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-groupe de G conte-
nant A, noté (A).

On dit alors que A est une partie génératrice de (A).

Remarque
R16— A metire en paraliéle avec la définition de Vect en algébre linéaire.

Propriété 19 : Eléments de (A)

Les éléments de (A) sont exactement les produits (pour ) d’éléments de A ou de A~1.
Autrement dit, x € (A) si et seulement s’il existe k € N, (a1, . ..,ax) € A et (e1,...,e1) € {—1,1}* fel que

— 4€1 €k
T=ap *---*ap .
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Démonstration

On note H I'ensemble de fels éléments.
On Vvérifie que H est un sous-groupe de (G, x) par caractérisation (partie non vide de G stable par x et par

inverse).

Puis fout sous-groupe de G contenant A contient nécessairement H par stabilités.

Donc H est bien le plus petit sous-groupe de G contenant A H = (A). [ |
Remarque

R17 - On a aussi que (A) est I'infersection de fous les sous-groupes contenant A (car c’est un sous-groupe, conte-
nant A, plus petit que tous les autres.)

Exemple

E21 - &, est engendré par les cycles.
(Toute permutation se décompose en produit de cycles & supports disjoints. La décomposition est unique a
I'ordre des facteurs pres.)

E22 - &, est engendré par les franspositions.
(Les cycles eux-mémes se décomposent en produit de transpositions. Cette fois, il n’y a plus unicité de la
décomposition, mais seulement de la parité du nombre de termes.)

E23 — Soit K un corps. GL, (K) est engendré par les matrices de fransvection T; ; () (avec i # j), de dilatation D;(a)
(avec a # 0) et de permutation F; ;.

(C’est une conséquence du pivot de GauB : par opérations élémentaires, on peut fransformer une matrice
inversible en I,,.)

E Groupes monogenes et cycliques

Propriété 20 : Sous-groupe engendré par un élément

Soit a € G. Le sous-groupe engendré par a noté (a) plutdt que ({a}) est

(a) = {d*, ke Z}
On dit que a en est un générateur.

Remarque
R18 — En notation additive, on a (a) = {ka, k € Z}.

Définition 12 : Groupe monogéne

Un groupe G est dit monogeéne s'il est engendré par un seul élément, c’est-a-dire s'il existe a € G tel
que G = (a).
Un groupe G est dite cyclique si et seulement s'il est monogéne et fini.

Exemple
E24 — Tout sous-groupe de (Z, +) est monogéne.

E25 - (U,, x) est cyclique engendré par e
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Propriété 21 : Groupe cyclique %/nz

(Z/nz,+) est un groupe cyclique, dont les générateurs sont exactement les k avec k An = 1.

Démonstration

On aen effet Z/nz = {a-1,a € Z} = (1) fini.

Si k An = 1, alors on a une relation de Bézout ku + nv = 1 avec u,v € Z. Alors pour tout ¢ € Z,
a = auk + nva = auk [n] donc @ = auk donc Z/nz = (k).

Si, réciproquement, Z/nz = (k). alorson d a € Z tel que T = ak = ak donc on a ¢ € Z tel que 1 = ak + n donc
n Ak =1 parthéoreme de Bézout. [

2ikm

Exercice 5: Montrer que les générateurs de U,, sont les e =
l'unité.

S’obtient & partir de la propriété précédente via I'isomorphisme de groupe entre U, et Z/nz.

On peut aussi reprendre la démonstration : si k A n = 1, alors on a une relation de Bézout ku + nv = 1 avec
u,v € Z. Alors pour tout a € Z,

avec k An = 1, appelées racines primitives ne de

2iam 2i(auktnva)m 2iaukm 2ikm \ AU
e n =e n =e n = (e n

donc U,, = <e¥>.

ik 2im 2iakm

Si, réciproquement, U,, = <e2n > dlorsonaa e Ztelqueen =e » donconalec Ztelquel = ak + nt
donc n A k = 1 par théoréme de Bézout.

Exemple : A observer sur un dessin
E26 — Générateurs de Z/sz et détails de la génération pour n = 5 par exemple.

Ordre d’un élément dans un groupe

(G, %) est un groupe d’élément neutre e.

Définition 13 : Ordre d’un élément

On dit que a € G est d’ordre fini s'il existe k € IN* tel que a* = e.
Dans ce cas, on appelle ordre de « le plus petit k € IN* tel que a* = e.

Remarque

7z — G
R19— f: . est un morphisme de groupe donc son noyau est de la forme mZ ou m € IN.
kK — a

Soit m = 0 et a n"est pas d’ordre fini (sa seule puissance égale & e est a”.)
Soit m > 0 et m est le plus petit élément > 0 du noyau de f : il s'agit de I'ordre de a.

Exemple : A observer sur un dessin
£27 — Dans Ug, e*™/? est d’ordre 6 et e*™/3 est d’ordre 3.

/2 —/3/2
V32 1/2

Exercice 6 : Sans calcul! Montrer que ( ) est d’ordre fini.
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Exercice 7 : Caractériser dans (U, x) les ¢!’ qui sont d’ordre fini.

Propriété 22 : de I'ordre d’un élément

Soit a un élément de G d’ordre fini m.
m SikeZ, d" = esietseulementsik € mZ ie m divise k.

(a) = {a*, k € [0,m — 1]} et |(a)| = m.

Démonstration

7z — G

m Avec f: N , Ker f = mZ d’ou le résultat.

k +— a

® Onadéja{a* ke [0,m—1]} C (a).

Puis, si k € Z, par division euclidienne, on a ¢,r € Z telque k = mqg+r avec 0 < r < m — 1 et adlors
a® = (a™)? x a” = a" d’ou I'autre inclusion.

Puis, les termes sont deux & deux distincts car si o = o avec 0 < k < £ < m — 1, alors a*~* = e donc par
minimalité de m, k = ¢.

D’ou le cardinal égal & m.

Remarque

R20 — Ainsi, a* = o peut se traduire par la congruence k = ¢ [n).

Exercice 8
Soit (G, ) un groupe commutatif. On suppose que g; et g sont d’ordres n; et n,.

1.

Ao N

On suppose n; et n, premiers entre eux. Montrer que g, * g» est d’ordre fini et calculer cet ordre.
SiG=GL2(R), A= (9 ') et B= (2 1)), vérifier que A et B sont d’ordre fini, mais pas AB.
Sin, et n ne sont pas premiers entre eux, montrer que g, * g» N’est pas nécessairement d’ordre 7,7, ou n; Vno.

= Si d; est un diviseur de n;, montrer qu’il existe un élément d’ordre d; dans G.
= En déduire que G admet des éléments d’ordre n; V ns.
= Si G est fini, montrer que G admet un élément d’ordre le ppcm de I'ordre des éléments de G.

(g1 * g2)™M™2 = g2 gy t"? = e donc g1 * go est d’ordre fini n|nins.

On a gt * g5 = edonc g = g; " donc g% = g, "™ = e donc ni|nna.
Orni Ang =1 donc, parlemme de GauB, ni|n. Par symétrie, na|n aussi.
Et comme ny Anz =1, ning|n.

Par positivité, n = ninas.

2. A? = —I, donc A* = I, et B® = I,. Pour tout n € IN*, (AB)™ = (} ) # 0a.

@

Si g1 estd’ordre ny > 2, et g7 ! est d'ordre ny et g1 g7 ' = eestdordre 1 ¢ {n1,ni}...

m ny = dik; et g est d’ordre d;.

= On écrit les décompositions primaires : ny = pSt - - pim et ng = pt - .- pPm avec des exposants éventuel-
|emen1_ nU|S. PU'S, n1 /\ ng = prlnax(oélvﬁl) .. ~p$ax(am76m).

Avec la premiere partie de la question, on construit & partir de g ou de g, des éléments d’ordre

prx(@8)  puis avec la question 1, on obtient en les composant un élément d’ordre ny A na.

3

= Si G est fini, on répond & la question en itérant le procédé précédent avec tous les éléments de G en
remarquantque ny V-V = (- ((n1 Vnz) Vng)---).
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Propriété 23 : Morphie des groupes monogeénes

Tout groupe monogéne infini est isomorphe a (7., +).
Tout groupe monogéne fini (donc cyclique) de cardinal n estisomorphe & (U,,,+) et & (Z/nz, +)

Démonstration

Si G est engendré par a et infini, f : i alors f est un morphisme de groupes surjectif car
k — a

G = (a), et injectif carsi k € Ker f, a* = 1 donc a d’ordre fini, donc G est fini.
(Z/”Z7 +) — (G7 *)

k — a®

Si G est engendré par a et de cardinal n, alors a est d’ordre n, donc a™ =e, f : est bien

définie (quel que soit le représentant k de &, la valeur de o® est la méme car a™ = €), est un morphisme de groupe
et est surjectif, donc est un isomorphisme car n = |Z/nz| = |G|.

Théoréme 2 : de Lagrange (HP mais trés classique)

Soif (G, x) un groupe fini, H un sous-groupe de G. Alors |H| divise |G]|.

Démonstration

On montre que la relation définie par 2Ry < =~ * y € H est une relation d’équivalence sur G (facile).

Puis on montre que foutes les classes d’équivalence ont méme cardinal : celui de H. En effet, il s’agit des
xH = {xz * h,h € H} et I'application (franslation) f : h — z * h est une bijection de H sur zH (de réciproque
haz ' xh)

Comme les classes d’équivalences forment une partition de G, |G| = n|H| ol n est le nombre de classes, d'ou
le résultat.

Propriété 24 : de I'ordre

Soif (G, x) un groupe fini de neutre e.
() Tout élément de G est d’ordre fini.
(i L'ordre de fout élément de G divise le cardinal de G.
(i Pourtouta € G, alGl = e.

Démonstration

(i) (a) est un sous-groupe de G, donc d’ordre fini. Donc on ai < j tel que a’ = o’ et a’~* = e avec j —i € IN*,

(i) L'ordre de a est la cardinal du sous-groupe (a) de G, donc d’aprés le théoréme de Lagrange (HP), il divise
celuide G.

Seule la démonstration dans le cas commutatif est au programme.

En effet, dans ce cas, on considére le produit ( H :v) € G et on effectue le changement de variable (bijectif)
zeG

T —a*xx.

Par commutativité, on obtient [ [ z = ] (a*x) = a!' [ 2. Comme [ = est régulier (car inversible), on en
zeG zeG zeG zeG
déduit que a/€! = e.

(i) Conséquence du (ii).

Exercice 9 : Quels sont les sous-groupes finis de (C*, x)?

Soit G un sous-groupe fini de (C*, ><). Tous ses éléments sont d’ordre fini, divisant I’'ordre du groupe. Soit d = |G|.
Tous les éléments de G vérifient z? = 1. Donc G est inclus dans U,. Mais ils ont méme cardinal, ils sont donc égaux.
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m GROUPES SYMETRIQUES (MP2I)

I'.l Définition, structure

Définition 14 : Permutation, groupe symétrique

Si E est un ensemble, on appelle permutation de E toute bijection de E dans E. On note G(E) leur
ensemble.
Si E = [1,n] oun € IN*, on note &,, appelé groupe symétrique d’ordre n (ou de degré n) cet ensemble.

1 2 B 7w
o(l) o(2) o(3)------- o(n)

Sice&,,onnote o =

Remarque
R21 — Aftention! &,, n"est pas de cardinal n. mais n! (1)
R22 - Comme G, est fini, foute permutation est d’ordre fini, divisant n! (théoréme de Lagrange).

Propriété 25 : Structure

(6,,0) est un groupe d’ordre (ie de cardinal) n!, non abélien dés que n > 3.

Définition 15 : Orbites
Soit o € &,,. La relation binaire définie sur 1, n] par

r~y<=3IkeZ, y=oc")

est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les orbites de o.
Siz e [1,n].
O(z) = {ak(x), keZ}.

Propriété 26 : Description d’une orbite

Soito € &, x € [1,n]. Alors il existe ¢ € N tel que O(z) = {z,0(z),...,0" ! (z)} (deux & deux distincts).

Démonstration

{k € N*, o*(z) = z} est une partie non vide de IN donc admet un minimum .
Il suffit ensuite, si k € Z, de poser la division euclidienne de k par ¢. Les éléments sont bien distincts par minimalité
de /. [ |

Remarque
R23 - / < ordre(o).

Définition 16 : Support

Sio € 6, son support est I'ensemble des éléments de [1,n] qui ne sont pas invariants par o.

STRUCTURE DE GROUPE - PAGE 20 SUR 26


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU @ OCTOBRE 2026

Remarque
R24 — C’est la réunion de foutes les orbites non réduites & un élément.

Propriété 27 : Commutation de permutations a supports disjoints

() Le support d’une permutation est stable par cette permutation.
(i Deux permutations & supports disjoints commutent.

Démonstration
On commence par vérifier que Supp(o) est stable par o : sii € Supp(o), o (i) # i donc o> (i) # o (i) par injectivité,
donc (i) € Supp(o).
Soient o et ¢’ & supports S et S’ disjoints.
mSiigSUS, 000 (i) =i=0"00(i).
mSiieS,i¢ S donco’(i)=ietood’(i)=0c(i).
Mais o (i) € S donc o (i) ¢ S’ d'olU o’ 0 o(i) = o (i) = o 0 0’ ().
m Sii¢ S, ieS etonconclut dela méme maniére.
Onadoncbienc’ oo =000’ |

Exercice 10: Centre de G,
1. Soit n € IN tel que n > 2, et (i,5) € [1,n]° tel que i # j. Montrer que si o € &,, et (i j) commutent, {i,;} est
stable par o. La réciproque est-elle vraie ?

2. Montrer que, pour n € IN tel que n > 3 le centre dq G,, partie de &,, des permutations commutant avec
toutes les permutations de &,, est Z(6,,) = {id[y,,,) }. Etudier le cas ol n = 2.

1. Sico(ij)=(ij)oo,enévaluanteni, o(j) = (i j)(o(i)) # o(i) par injectivité donc o(z) est dans le support de
(i ) donc dans {z, j}.
Par symétrie, c’est aussi le cas de o (j).
Pour la réciproque qui est bien vraie, il y a deux cas :

m Oubien (i) =ieto(j) =jetalors o et (i j) sont & supports disjoints donc commutent.
m Oubieno(i) = jeto(j) =i et on vérifie que oo(i j) et (i j) oo envoient surles mémes images les nombres
i.jetk¢{ij}
2. Sio € 2(6,) elle commute avec des transpositions (i j) et (i k) ou i, 5, k sont deux & deux distincts.
Avec la question précédente, o (i) € {4,5} N {i,k} = {i} . Comme c’est vrai pour tout i € [1,n], on en déduit
que o = id. La réciproque est facile.
Z(62) = {idp,91, (1 2)} = &2

E Cycles

Définition 17 : Transposition, cycle

= Une transposition 7 est une permutation qui échange deux éléments i et j de [1,n], et laisse les
autres invariants ie dont le support est {4, j}.

On la note 7 = (i j) ou parfois 7; ;.
7ig(0) = 7. 7i;(G) = i etsik & {i,j}. 75 (k) = k.
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m Soitpe Ntelque 2 <p < n.

On appelle p-cycle une permutation ¢ de &,, qui permute circulairement p éléments iy, io, . .., i, de
[1,n] et laisse les autres invariants ie dont le support est {i4,...,i,} ef telle que

C(il) = iQ 0 C(ig) = 25 5 °°° 3 C(’L.pfl) = ip 9 C(ip) = il

p est la longueur du cycle c. On note ¢ = (i1 iz -+ ip).

Exercice 11 : Conjugaison de cycle (souvent utile)

Sio € &, et cun cycle, décrite c o co o L.

Propriété 28 : Ordre d’un cycle

Un p-cycle est d’ordre p.

Démonstration

Sic= (i1 2 --- ip) €St UN p-Ccycle, on a bien ¢ = id et pour fout j € [1,p — 1], ¢ (i1) = ij+1 # i1 donc ¢/ # id.

Théoreme 3 : Unique décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Toute permutation se décompose en produit (composée) de cycles a supports disjoints. La décom-
position est unique & I'ordre des facteurs pres.

Remarque
R25 — Donc les cycles de &,, engendrent &,,.

Démonstration

= Analyse : Sion a une décomposition en produit de cycles & support disjoints, alors pour tfout z € [1, n], soit x est
invariant, soit « est un élément d'un et un seul des cycles qui s’ écrit (m ox) - a“l(:p)) avec of(z) =
et correspond donc & I'orbite de z.

= Synthése : Soient zi,...,z,, un élément de chaque orbite non réduite & un point. Alors
O(z:) = {zi,o(xi),...,0% H(z:)} avec o' (z;) = z; et

m

o= 1:[1 (xz o(@) e O—Zi_l(xi))

est égale a ¢ car les images sont les mémes pour tout élément de [[1, n], chacun apparaissant dans exacte-
ment une orbite.

Remarque

R26 — Par commutativité des cycles & supports disjoints, on a facilement que si m est le ppcm des ordres des cycles,
o™ = id. Voir TD : montrer que le ppcm est égal a I'ordre de o.
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Corollaire 5 : Décomposition en produit de transpositions (non unique)

Toute permutation se décompose en produit (composée) de transpositions.

Remarque
R27 — Donc les transpositions de &,, engendrent &,,.

Démonstration

Se déduit du théoreme précédent en sachant décomposer un cycle produit de transposition.
Voici deux propositions adaptables & tout cycle :
2 - p = 1 ptp-1)--Q1Q2 = (122 3 - @-10p
Mais savoir le démontrer directement n’est pas inintéressant (technique utile dans d’autres contextes.) Par ré-
currence surn > 2.
= Initialisation : pour n = 2, &, = {id, (1 2)} avec id = (1 2).
= Hérédité : Supposons que, pour un n > 2, &,, est engendré par ses transpositions (HR).
Soit o € &,,41; Oon veut écrire ¢ comme un produit de franspositions. On va discuter suivant o(n + 1) :

x 1¢"Cas : Sio(n + 1) = (n+ 1), alors [1,n] est stable par o, et celle-ci induit une permutation o’ € &,, de
[1,n].

Lo —
k —  o(k)

Par (HR), on peut trouver des transpositions 71,73, ..., 7;, € &, telles que ¢’ = 175 - - - 7.
On peut alors prolonger les 7; en des permutations 7; de [1,n + 1] en posant 7;(n + 1) =n + 1.

On obtient la décomposition en remarquant que o et mi 7 - - - 7, coincident sur [1, n] par définition des
7/ et en n + 1 qui est laissé invariant par toutes ces permutations. Donc

g =T1T2 " Tp.
x 26 Cas: Sio(n+ 1) # (n+ 1), on se raméne au premier cas en remarquant posant
p=(c(n+1) n+1)o.

p € Gy etp(n+1)=n+1:d aprés ce quiprécéde, on peut frouver i, 7, ..., 7, des franspositions de
[1,n+ 1] tellesque p = 1172 -+ - Tp.
Alors (o(n+1) n+1l)o =172 -7 € dONC

oc=(o(n+l) n+l)mm2---7p

ce qui prouve le résultat dans ce cas.
= Larécurrence est établie. Remarquons qu’d chaque étape, on ajoute au plus une transposition.

Signature

Définition 18 : Inversions, signature

Soit o € &,,. On appelle inversion par o tout couple (i, j) tel que i < j et (i) > o(j).
On note I(0) le nombre d‘inversions par o.
On appelle signature de o le nombre ¢(o) = (—1)!(7) € {~1,1}.

On vérifie que e(o) =[] M
1<icj<n J 0
Une permutation o est dite paire lorsque I (o) est pair et donc (o) = 1. Elle est dite impaire dans le cas
contraire.
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Démonstration

Par définition,

= sen(o(j) — o(7)) = o(j) — o(i) _ 1<i<isn
E(U)_Kg@ ()=o) 1<E<n lo(5) = o(@)] I 1eG)—o@)

et I'on peut transformer le dénominateur en utilisant la bijectivité de o

[T leG)-o@l= ] leG)-o@i= ] k-t= J] G-

1<i<j<n {i,j}eP {k,l}eP 1<i<j<n

Remarque

R28 — La définition avec les inversions peut éfre oubliée tout de suite. Ce n’est pas ce quiimporte dans la signature :
il vaut mieux savoir se ramener a des cycles ou & des tfranspositions (voir ci-apres).

Théoréme 4 : Morphisme de signature

Soitn > 2. L'application
(671’0) — { 1, 1} ) ]U27 )
o —  e(0)

est un morphisme de groupe, ie sio,o’ € &,,, e(cd’) = (o)e(o’).

Démonstration : (Non exigible)

1'e méthode

e(coo’) = H (JOU)(j;:EUOU)(i)
{i.i}eP
- 0 (0'(4) = o (o'(@)) o))~ o' (i)
{i}:[EP ') = o'(®) {z‘,g[ew J—1

Dans le deuxieme facteur de la derniere expression, on reconnait directement e(a”).
Pour le premier, il faut au préalable réindexer (grace a la bijectivité de ¢') en posant

{k, 0} = {o'(1),0"(7) }

o (o'(7) = o (o' (i) _ o(k) = o(0)
Il =5 - 1l =5

= e(o).
{i,j}eP {k,L}eP
2¢ méthode |l s’agit de comparer les nombres d’inversions de ¢ o o’ aux nombres d’inversions de o et de o',

Les couples (i, 5) € [1,n] tels que i < j, se classent en quatre cas distincts :

m o'(i) <o'(j)etoooc'(i) <ooa'(j) (on note N le nombre de tels couples.)
m o'(i) <o'(j) etooc'(i) > ooa'(j) (0N note N» le nombre de tels couples.)
m o' (i) > 0'(j) et o oo’ (i) < oo’ (j) (0N note N3 le nombre de tels couples.)
m o'(i) > 0'(j) et o oo’ (i) > 000’ (j) (0N note N4 le nombre de tels couples.)

Le nombre d’inversion I(o’) de o’ est le nombres de couples (i,5) € [1,n] tels que i < j tels que o' (i) > o'(j) :
I(¢") = N3 + Nu.

Le nombre d’inversion I(o o ¢') de o o o’ est le nombres de couples (i,5) € [1,n] tels que i < j tels que
cgod'(i) >c00'(j):
I(coo’) = Nz + Na.

Pour le nombre d’inversions de o, il y a un peu plus de travail : remarquons que (i, 5) — {o’(i), ' (5)} est une
bijection de I'ensemble des couples (i, j) de [1,n] tels que i < j dans I'ensemble des paires de [1,n] par
bijectivité de o’.
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Or compter les couples (k,1). k < I tels que o (k) > o(£) revient
— & compter les paires {k, ¢} distinctes telles que

k<t k>t
o(k) > o(f) o(k) < o(f)

— Ou encore, par la bijection précédente, & compter les couples (i, j) de [1,n] tels que i < j et
o'(i) < o'() D AOREL®)
a(o’ (1)) > a(a’(4)) a(o’(4)) < o(a'(5))
Ainsi,
I(O‘) = Ns + Ns.
Finalement, e(a)e(o’) = (—1)2NsTN2tNa — () V2 HtNa — ¢ (507),

Propriété 29 : de la signature

() Sio € &, se décompose en produit de N transpositions, e(o) = (—1)V.

En particulier, cette décomposition n’est pas unique mais la parité du nombre de termes est foujours
celle de la permutation.

(i Sic estun p-cycle, e(c) = (—1)P~L,
(i) Sio € &y, e(0t) =e(o).

Exercice 12
Montrer que si o € &, et si p est le nombre d’orbites de o, alors (o) = (—1)" 7.

ﬂ Groupe alterné (HP)

Définition 19 : Groupe alterné

Le sous-groupe 2A,, = Ker(g) des permutations paires de &,, est appelé groupe alterné d’ordre n (ou
de degré n).

Démonstration

On a bien 2, = Ker(e) = ¢ ({1}) = {0 € G, (o) = 1} sous-groupe de &,. ]

Propriété 30

!
Pour foutn > 2, |2, | = z .
Démonstration
Soit T une tfransposition (ou n‘importe quelle autre permutation impaire),
A — G, \An o o G \% — A,
p: est bijective, d'inverse v : .
o +—— TOO P — 7 l'o P
Ainsi, ces sous-ensembles de &,, (donc finis) vérifient |2,| = |G, \ An| e [2An] + |65 \ An| = |Sn] = n! donc
n!
2] = 2
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Remarque

R29 — Il y a donc autant de permutations paires que de permutations impaires dans &,,.

Exemple
E28 — Décrivons &, : il contfient 4! = 24 permutations.

G ={id,(12),(13),(14),(23),(24),(34),(12)0(34),(13)0(24),(14)0(23)

(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),

(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)}

et 2, 1 il contient 24/2 = 12 permutations.

Ag = {id,(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),

(12)0(34),(13)0(24),(14)0(23)}

Soit G = {id,o1 = (12)0(34),02 = (13)0(24), 03 = (14)0(23)}.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | |

Il s‘agit d'un sous-groupe commutatif de 4 %
comme |'atteste sa table ci-contre, appelé groupe id|o1|o02] 03
de Klein'.

. . . id id| o1 | o2 | o3
On peut montrer qu’il est isomorphe a (U3, x) et
que tout groupe d’ordre 4 est soit isomorphe au o1 o1 | id | o3 | 02
groupe de Klein, soit isomorphe a (U, x) (en exa- > oo |l oa lid | o
minant les différentes tables possibles pour la loi de 2 2 3 !
groupe.) o3 o3 | o2 | o2 | id

Remarque

[E]en s
b
LA

R30 — On peut facilement frouver des sous-groupes de 2(, d'ordre 1, 2, 3, 4, et 12 mais il Ny a pas de
sous-groupe d’ordre 6. On peut démontrer que ceux-ci sont soit cycliques (mais &4 ne contfient
pas d’'élément d’ordre 6), soit isomorphes au groupe diédral Dg des isométries laissant invariant un
friangle équilatéral (contenant 3 rotations et 3 symétries, engendré par une des rotations et une

des symétries).

Par contre, on en trouve dans &, engendrés par un 3-cycle et une transposition facilement iso-

morphe a Dg (qui est aussi isomorphe a Gs, par ailleurs!).
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