Groupe symétrique

n GROUPE SYMETRIQUE

Il Définition, structure

Définition 1 : Permutation, groupe symétrique

Si E est un ensemble, on appelle permutation
de E toute bijection de E dans E. On note G(E)
leur ensemble.

Si E =[1,n] ou n e N*, on note &, appelé
groupe symétrique d’ordre n (ou de degré n)
cet ensemble.

Si o € G, on note
1 2 T n
o= .
o) o) o@B)------ o(n)

Propriété 1 : Structure

(&y,0) est un groupe d’ordre (ie de cardinal)
n!, non abélien des que n > 3.

Définition 2 : Orbites

Soit 0 € G,,. La relation binaire définie sur [1, n|
par
xX~y<—3keZ, yzak(x)

est une relation d’équivalence dont les classes
d’équivalence sont les orbites de o.
Sixe[1,n],

O(x) = {ok(x), ke Z}.

Propriété 2 : Description d’une orbite

Soito € &, x€[1,n]. Alors il existe ¢ e N fel que
0(x) ={x,0(x),...,0" 1 ()} (deux & deux distincts).

Définition 3 : Support

Si 0 € &,,, son support est I'ensemble des élé-
ments de [1, n] qui ne sont pas invariants par o.

et déterminant [MP2I]

Propriété 3 : Commutation de permutations &
supports disjoints

() Lesupport d’une permutation est stable par
cette permutation.

(i Deux permutations & supports disjoints com-
mutent,

E Cycles

Définition 4 : Transposition, cycle

= Une transposition 7 est une permutation qui
échange deux éléments i et j de [1,n], et
laisse les autres invariants ie dont le support
est {i, j}.
Onla note 7 = (i j) ou parfois 7; ;.
Ti'j(i) =j, Ti,j(j) =jetsike {i, j}. Ti'j(k) =k.

m Soit peINfelque2< p<n.
On appelle p-cycle une permutation ¢ de
&, qui permute circulairement p éléments
i1,12,...,in, de [1,n] et laisse les autres inva-
riants ie donft le support est {iy,...,i,} et telle
que
clin)=ip; clix)=iz; -+ ; clip-1) =ip; clip) =01
p est la longueur du cycle ¢. On note
CZ(il ig ip).

Propriété 4 : Ordre d’un cycle

Un p-cycle est d’ordre p.

Théoreme 1 : Unique décomposition en produit

de cycles a supports disjoints

Toute permutation se décompose en produit
(composée) de cycles a supports disjoints. La
décomposition est unique & I'ordre des facteurs
pres.

Corollaire 1: Décomposition en produit de
transpositions (non unique)

Toute permutation se décompose en produit
(composée) de transpositions.
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Voici deux propositions adaptables & tout cycle :

@2 - p =001 pa p-D-0 2 m
&
= 022 3-p-1 p FORMES 7-LINEAIRES
Définition 7 : Application n-linéaire
Signature Soit K corps commutatif, n e N*, E, F des K-
espaces vectoriels.
Définition 5 : Inversions, signature Une application f: E* — F est dite n-linéaire

lorsque pour tout (x,...,x,) € E", et fout i € [1, n],

Soit o € G,,. On appelle inversion par ¢ tout

couple (i, j) telque i< j et a(i) > a(}).
On note I(o0) le nombre d’inversions par o. fi
On appelle signature de o le nombre

e(0) = (-1 e {-1,1}.

g = P

x —  f(x1,.., %21, %, Xig1,.. ., Xn)

On vérifie que e@)=  [] o) o) est linéaire. (Linéarité par rap-
1<i<jgn JT port & la i variable) c’est-a-dire
Une permutation o est dite paire lorsque I(o) V(x1,...,xp) €E", Vie[l,n], Yx,yeE, VAekK,
est pairet donc ¢(o) = 1. Elle est dite impaire dans
le cas contraire. FO o X, X+ A, Xig1, .0 Xn)

:f(-xl;-'-’xi—l)xyxi+lr'~-)xn)

— . : +Af (X1, X1, Yy Xi415 -+ > Xn)
Théoreme 2 : Morphisme de signature

] ] o On note Z,(E,F) I'ensemble des formes n-
Soit n > 2. L’application linéaires.
Lorsque F =K, on parle de forme n-linéaire.
e (Gn;o) - ({—1,1},X):(U2,X)
. o —  €(0)

est un morphisme de groupe, ie si g,0’ € &,
e(oo’) =e(o)e(d)). Propriété 7 : Espace vectoriel de applications
n-linéaires

%,(E,F) est un IK-espace vectoriel,

Propriété 5 : de la signature

() Si o€ &, se décompose en produit de N
transpositions, e(o) = (-1)V.
En particulier, cetfe décomposition n’est
pas unique mais la parité du nombre de
termes est toujours celle de la permutation. Soit f € Z,(E,K).

(i Sic estun p-cycle, e(c) = (-1)PL, s f est dite symétrique si et seulement si

Y (x1,...,xp) €EE™, Vi#],

Définition 8 : Symétrie, antisymétrie et carac-

tere alterné

(i) Sioce&y, e(o7)=¢l0).
JGB900098%n000siEfr000n )

n = 890009 3p 000nBipooandiplk

Groupe alterné (HP) = [ est dite antisymétrique si et seulement si
Y (x1,...,Xp) €E", Yi# ],

Définition 6 : Groupe alterné

Le sous-groupe A, = Ker(e) des permutations e s hosonpucundiz)

paires de &,, est appelé groupe alterné d’ordre = =S Xy Xy ey X).

n (ou de degré n).
( ) m [ est dite alternée si et seulement si

Y (x1,...,xp) EE", Vi#],

Propriété 6 [, Xy, Xiy ooy X)) = 0K

3‘

Pour fout n>2, |, = ?
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Propriété 8 : Caractérisations Propriété 10 : du déterminant

Soit f e Ly (E,K). Soit E un K-espace vectoriel de dimension

() f est symétrique si et seulement si finie n, %8,%' des bases de E.

Voe&,, Y(xi,...,x,)€E" (i) Formule de changement de base :
f oy, o Xam) = FX1,..., Xn). det g = det g (%) det 5.
(ih f est antisymétrique si et seulement si (i) detg(98') #0 ef detgy () = (detg (98’))‘1,

Voe&,, Y(x,..., x,)€E" (ziify (x1,...,xn) €Stlibre/une base de E si et seule-

T Y C e ) ment si detg(x1,...,X,) # OK.
(i f est alternée si et seulement si

Y (x1,..., %) € E", On montre que si u e Z(E), alors detg (1(%)) ne dépend

L pas de 8. On en déduit la définition :
(x1,..., %) liée = f(x1,...,x,) = 0.

Définition 10 : Déterminant d’'un endomor-

Propriété 9 : Equivalence entre alternée et anti- phisme

symétrique Soit ue £ (E). On appelle déterminant de u le

Soit f € £,(E,K) une forme linéaire. Alors f est scalaire

alternée si et seulement si f est antisymétrique.

detu = detg(u(AB)) = det,,...e,) (Ule1),..., ule,))

.....

ou % est une base quelconque de E.
Théoréme 3 : fondamental

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, n=dimE € IN*,

Sin=dimE, I'ensemble des formes n-linéaires
alternées sur E est un K-espace vectoriel de di-
mension 1.

Propriété 11:du déterminant d’un endomor-
phisme
Soient u,ve £(E).
() Y (x1,...,xp) €E,
m DETERM INANT detg(u(xy),..., u(x,)) = detu x detg(xy, ..., Xn).
(i) det(idg) =1.
(iify det(uov) =detu x detwv.
(iv) A\ VAeK, ,det(Au)=A"detu.

Il Définitions

On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (V) ue9L(E) < detu#0.
B = (e1,...,ep) UNe base de E.

(Vi) det: (4Z(E), o) — (IK*, x) est un morphisme de
Définition 9 : Déterminant d’une famille de vec- groupes.
feurs dans une base (Vi) SiueGL(E), det(u!) = (detw)~.
On appelle déterminant dans la base 2
I'unique forme n-linéaire alternée sur E notée
detg telle que detgp(98) = 1.

Si pour 1 < j < n, x; € E de coordonnées Définition 11:du déterminant d’une matrice
(X1,j,..., Xp,j) dans 2, alors carrée
Soit A€ Mn(K), A= (ai);jef1,n)- On définit le
det g (x1,...,Xn) :0626 E(@)Xg)1---Xom),n déterminant de A par
n
On note R ain
detA=| = - > ||= e@)aga...a .
Xpq e bG, : a€26,, o(1), a(n),n
. anl ...... . an‘n

detg(x1,...,x,) =

(GROUPE SYMETRIQUE ET DETERMINANT [MP2I] - PAGE 3 SUR 5



y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Propriété 12:du déterminant d’une matrice
carrée

(i Si Cy,...,C, sont les vecteurs colonnes
de A ef % la base canonique de K",
det A=detgz(Cy,...,Cy).

(i Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n, ue £ (E) représenté par A dans une
base de E, alors det A = detu.

(i) detI, =1.

(iv) Si A,Be ,(K), det AB = det Adet B.

v) /\ SiAe,(K) et LeK, det(AA) = A" det A.
(Vi) det AT =det A.
(Vi) 4L ,(K) = {A€ My(K), det A #0}.

(vii) det: (42 ,K),x) — (K*,x) est un morphisme
de groupes.

(iX) Si A estinversible, det(A™!) = (detA)~L.

(x) Des matrices semblables ont méme déter-
minant : le déterminant est un invariant de
similitude.

E Calculs

Propriété 13 : Opérations sur un déterminant

() Si une ligne ou une colonne est nulle, ou
une combinaison linéaire des autres, le dé-
terminant est nul.

(i On ne change pas le déterminant avec les
opérations

Li‘_Li"‘Z/lkLk ou Cj‘_cj"‘Z}Lka
k#i k#i

(fransvections successives.)

(i En multipliant par A une ligne ou une co-
lonne, on multiplie par A le déferminant.

(iv) Si on échange deux lignes ou deux co-
lonnes, on multiplie le déterminant par -1.
Plus généralement, si on permute les lignes
ou les colonnes avec une permutation
o €&, on multiplie le déterminant par &(o).

(V) Le déterminant d’une matrice friangulaire
est le produit de ses ccefficients diagonaux.

[Elggse il
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Définition 12 : Mineurs, cofacteurs, comatrice

Soient Ae #,(K). i,j€[1,n].

= On appelle mineur d’indice (i, j) le détermi-
nant A; ; obtenu en refirant L; et C; & A.

= On appelle cofacteur d’indice (i,j) le
nombre C; j = (-1)'"*A; ;.

= On appelle comatrice de A la matrice de
ses cofacteurs :

A=ComA=(C;j)j= ((—l)Hin,j) .

i,j

Propriété 14 : Développement par rapport a
une ligne ou une colonne

Soit Ae ,(K).
() Développement parrapportdaL; Vie[1,n],
n . .
detA = Z (—l)Hin,j(li,j.
j=1
(il Développement parrapportacC;Vje[1,n],

n . .
detA= Z (—1)’+1A,-,ja,-,j.
i=1

Propriété 15 : Déterminant de matrice triangu-
laire par blocs

Soient Ae .,(K) et Be 4, (K), alors

A (%)
0 B

A (0

=detA-detB.

() B

Propriété 16 : Déterminant de Vandermonde

Soient x1,...,x, €K,

1 x X Xt
1 x xé xg’l
V(xly-'-yxn) =

1 x, x2 X1
1 1 1
X1 X2 Xn
n—-1 n—1 n—1

) X x)

= H (xj — xi).
1<i<j<n
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Formule de la comatrice

Propriété 17 : Formule de la comatrice

Soit Ae 4, (K). Alors
Ax (ComA)T =(ComA)T x A=det(A)-1,.

Si, de plus, A est inversible, alors

Al = ;(ComA)T.
det A

ﬂ Orientation d’'un R-espace
vectoriel

Définition 13 : Avoir méme orientation qu’une
base

On dit qu’une base % d’'un R-espace vec-
foriel a méme orientation qu’une autre base %’
lorsque

detys (') = det(PZ] > 0.

Propriété 18 : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence avec exac-
fement deux classes d’équivalences.

Définition 14 : Orientation d’'un R-espace vecto-

riel
Orienter un R-espace vectoriel, c’est déci-
der qu’une base est directe. Alors toutes les
bases de méme orientation sont dites directes.
Toutes les autres, qui ont méme orientation
entre elles, sont dites indirectes.

Propriété 19 : Interprétation géométrique du

déterminant

() Si ii,v € R?, % la base canonique de R?,
alors detg (ii, v) est I’aire orientée du parallé-
logramme construit sur i et v : il est nul si
(1, v) est liee, positif si (4, ) a méme orienta-
tion que %, négatif sinon.

(in Si i, v,w e R?, B la base canonique de R?,
alors detg(ii, v, W) est le volume orienté du
parallélogramme construit sur i, v, w : il est
nul si (a,0,w) est liee, positif si (i, v,w) A
méme orientation que %, négatif sinon.
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H Formules de Cramer (HP)

Propriété 20 : Formules de Cramer (HP)

Soit (S) un systeme de Cramer, c’est-a-dire
a n équations et n inconnues et de matrice
Ae¥%,IK). On sait que (S): Ax = b admet une
unique solution x = (x1 - xn)T € Mp,1 (K).

Soient Cy,...,C, les colonnes de A. Alors pour
fout je[1,n].

det(G1]-++[Cyap[Cyen]

= det A

o
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