n GROUPE SYMETRIQUE

n Définition, structure

Définition 1 : Permutation, groupe symétrique

Si E est un ensemble, on appelle permutation de E toute bijection de E dans E.
On note G(E) leur ensemble.

Si E=[1,n] o ne N*, on note &,, appelé groupe symétrique d’ordre n (ou de
degré n) cet ensemble.

1 2 B 060000000 n
Sioce&,, onnote o = .
ol o2 o@B)-:----- o(n)

Remarque

R1- Aftention! &, n“est pas de cardinal n mais ...

R2—- Comme &, est fini, toute permutation est d’ordre fini, divisant n! (théoréme de La-
grange).

Propriété 1 : Structure

(&5,0) est un groupe d’ordre (ie de cardinal) n!, non abélien dés que n > 3.

Définition 2 : Orbites
Soit 0 € &,,. La relation binaire définie sur 1, n] par
x~y<=13keZ, y:Uk(x)

est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les orbites de
g.

Sixe[1,n].
Ox) = {ak(x), ke Z}.
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Propriété 2 : Description d’une orbite

Soit 7 € &, x € [1,n]. Alors il existe £ € N tel que 6(x) = {x,0(x),...,0 " ()} (deux
a deux distincts).

Remarque

R3— ¢ < ordre(o).

Définition 3 : Support

Si 0 € &5, son support est 'ensemble des éléments de [1,n] qui ne sont pas
invariants par o.

Remarque

R4 — C’estla réunion de toutes les orbites non réduites & un élément.

Propriété 3 : Commutation de permutations a supports disjoints

() Le support d’une permutation est stable par cette permutation.
(i Deux permutations a supports disjoints commutent.

Exercice 1:Centre de G,
1. Soit n e IN tel que n > 2, et (i, ) € [1,1]? tel que i # j. Montrer que si 0 € &, et (i j)
commutent, {i, j} est stable par ¢. La réciproque est-elle vraie ?

2. Montrer que, pour n € IN tel que n > 3 le centre de &,,, partie de &,, des permutations
commutant avec toutes les permutations de &,, est Z(G&,) = {idﬂl‘nﬂ } Etudier le cas
oln=2.
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E Cycles

Définition 4 : Transposition, cycle

m Une transposition 7 est une permutation qui échange deux éléments i et j
de [1,n], et laisse les autres invariants ie dont le support est {i, j}.
Onla note 7= (i j) ou parfois 7; ;.
Ti,j(i) =], Ti,j(j) =ietsikeli,jl, Tl',j(k) =k.

m Soit peINtelque 2< p< n.
On appelle p-cycle une permutation ¢ de &, qui permute circulairement p
éléments iy, iy,...,ip de [1,n] ef laisse les autres invariants ie dont le support

est {i1,...,ip} et telle que
cin)=iz; cliz)=1i3; -+ ; clip—1) =ip; clip) =11

p est la longueur du cycle ¢. On note ¢ = (i1 iz -+ ip).

Exercice 2: Conjugaison de cycle (souvent utile)

Sioe &, et cun cycle, décrire gocooL.

Propriété 4 : Ordre d’un cycle

Un p-cycle est d’ordre p.

Théoréme 1 : Unique décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Toute permutation se décompose en produit (composée) de cycles a supports
disjoints. La décomposition est unique & I‘'ordre des facteurs pres.

Remarque

R5— Donc les cycles de &,, engendrent &,,.
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Remarque

R6 — Par commutativité des cycles & supports disjoints, on a facilement que si m est le
ppcm des ordres des cycles, o™ =id. Voir TD : montrer que le ppcm est égal & I'ordre
de o.

fg Voir exerciceduTD : 5

Corollaire 1: Décomposition en produit de transpositions (non unique)

Toute permutation se décompose en produit (composée) de transpositions.

Remarque

R7 — Donc les transpositions de &, engendrent &,,.

Démonstration

Se déduit du théoreme précédent en sachant décomposer un cycle produit de frans-
position.
Voici deux propositions adaptables & fout cycle :
a2z - p = 01T pad p-H---1Q 2 = A 292 3)---(p-1 p
Mais savoir le démontrer directement n’est pas inintéressant (fechnique utile dans
d’autres contextes.) Par récurrence sur n > 2.
m Initialisation : pour n=2, &, = {id, (1 2)} avec id = (1 2)2.
m Hérédité : Supposons que, pour un n > 2, &, est engendré par ses franspositions (HR).
Soit o € 6,41 on veut écrire o comme un produit de transpositions. On va discuter
suivant o(n+1) :

*x 1 Cas : Si g(n+1) = (n+1), alors [1,n] est stable par o, et celle-ci induit une
permutation ¢’ € &, de [1,n],

o' [L,n] — [[l,n]].
k —  o(k)

Par (HR), on peut frouver des franspositions 1,7),...,7), € &, telles que
0’:1’11’2~-vr’p.
On peut alors prolonger les T’i en des permutations t; de [[1,n+ 1] en posant
Ti(n+1)=n+1.
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On obtient la décomposition en remarquant que o et 717, ---7, coincident sur
[1,n] par définition des r;. et en n+1 qui est laissé invariant par toutes ces per-
mutations. Donc

0=T172"Tp.

* 2¢6Cas:Siog(n+1)#((n+1),

m La récurrence est établie. Remarquons qu’d chaque étape, on gjoute au plus une
transposition.

Signature

Définition 5 : Inversions, signature

Soit o € §,,. On appelle inversion par o tout couple (i, j) telque i < j et o (i) > o (}).
On note I(o) le nombre d’inversions par o.
On appelle signature de o le nombre (o) = (-1)1@ € {-1,1}.
On vérifie que e(o) =[] M.
1<i<jgn ST
Une permutation o est dite paire lorsque I(o) est pair et donc e(o) = 1. Elle est
dite impaire dans le cas contraire.

Remarque

R8 — La définition avec les inversions peut étre oubliée tout de suite. Ce n’est pas ce qui
importe dans la signature : il vaut mieux savoir se ramener & des cycles ou & des
transpositions (voir ci-apres).

VERSION DU 31 oCTOBRE 2025

Théoréme 2 : Morphisme de signature

Soit n> 2. L'application
(Gno) —  ({=1,1} x) = (U, x)
o —  £(o)

est un morphisme de groupe, ie sio,0' € &, e(co’) = e(0)e(a”).

Propriété 5 : de la signature

() Sioe&, se décompose en produit de N transpositions, e(o) = (-1)V.
En particulier, cette décomposition n’est pas unique mais la parité du
nombre de termes est foujours celle de la permutation.

(i Sic estun p-cycle, e(c) =.
(i) SiceGp, e(o)=¢l0).

f! Voir exerciceduTD : 4, 6

Exercice 3
Montrer que si 0 € G, et si p est le nombre d’orbites de o, alors ¢(0) = (-1)"P.

n Groupe alterné (HP)

Définition 6 : Groupe alterné

Le sous-groupe 2, = Ker(e) des permutations paires de &,, est appelé groupe
alterné d’ordre n (ou de degré n).

Propriété 6

n!
Pour tout n>2, |, = >
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Remarque

R9 — Il'y a donc autant de permutations paires que de permutations impaires dans &,,. f‘: Voir exercice duTD : 8

Exemple
E1- Décrivons &, : il contfient m P
FORMES 7-LINEAIRES

Définition 7 : Application n-linéaire

Soit K corps commutatif, ne IN*, E, F des K-espaces vectoriels.
Une application f: E" — F est dite n-linéaire lorsque pour tout (xy,...,x,) € E", et
tout i€ [1,n],
E — F

et 2, 1 il contient fi
X —  f(X1,- 0 Xie 1, X, Xj 15 Xn)

est linéaire. (Linéarité par rapport a la ¢ varioble)) c’est-O-dire
Y (x1,...,xp) €E", Yie[l,n], Vx,yeE, VAecK,
f1,e0, %1, X+ Ay, X415, Xn)
= f(X15e0 s Xi—1, %, Xj 1500 X)

Soit G = {id,al =(12)o(34),02=(13)0(24),03 =(14)o(2 3)}. . /lf( )
Xlreer Xi—1H Yo Xi+1r--»Xn

Il s’agit d'un sous-groupe commuta- /
fif de 2, comme ['atteste sa fable ci- ° " On note %, (E, F) I'ensemble des formes n-linéaires.
contfre, appelé groupe de Klein . O B Lorsque F =K, on parle de forme n-linéaire.
On peut montrer qu’il est isomorphe & id id
(IUZ, x) et que tout groupe d’ordre 4 est ! ! i N
soi% isomorphe au groupe de Klein, soit o1 o1 | id | o3 | 02
isomorphe a (Uy, x) (en examinant les . nang . .. e
différentes tables possibles pour la loi 02 o2 | 03 | id | 01 Propriété 7 : Espace vectoriel de applications r-linéaires
de groupe. id ,

groupe.) s g3 |92 ]9 |1 #.(E, F) est un K-espace vectoriel,

Remarque

R10 - On peut facilement trouver des sous-groupes de 24 d’ordre 1, 2, 3, 4, et
12 mais il Ny a pas de sous-groupe d’ordre 6. On peut démontrer que
ceux-ci sont soit cycliques (mais &4 ne contient pas d’élément d’ordre .
6), soit isomorphes au groupe diédral Dg des isométries laissant invariant Soit f e £n(E, K).
un friangle équiloférol (con’renont 3.rofo‘rions et 3 symétries, engendré par = [ est dite symétrique si et seulement si V (x1,..., xp) € E, Vi# ],
une des rotations et une des symétries).

Par contre, on en trouve dans &4 engendrés par un 3-cycle et une trans-
position facilement isomorphe & Dg (qui est aussi isomorphe a &3, par
ailleurs!).

Définition 8 : Symétrie, antisymétrie et caractére alterné
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m [ est dite antisymétrique si et seulement si V (x1,...,x,) € E", Vi# ],

m [ est dite alternée si et seulement si V (x1,...,xp) € E?, Vi# ],

Propriété 8 : Caractérisations

Soit f € £n(E,K).
() f estsymétrique si et seulementsivoe &y, V(xi,...,xp) € E",

(i f est antisymétrique si et seulement sivo e &, Y (x1,...,x5) € E",

(ziiiy f est alternée si et seulement si ¥ (xy,...,x,) € E",

Propriété 9 : Equivalence entre alternée et antisymétrique

Soit f e £, (E,K) une forme linéaire. Alors f est alternée si et seulement si f est
antisymétrique.

Remarque

R11 - Le sensréciproque n’est en réalité vrai que lorsque K n’est pas de caractéristique 2,
c’est-a-dire lorsque 2 # 0.

VERSION DU 31 oCTOBRE 2025

Théoréme 3 : fondamental

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, n=dimE € IN*,
Si n=dimE, I'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un KK-espace
vectoriel de dimension 1.

Démonstration

L'ensemble A, (E) des formes n-linéaires alternées sur E est facilement un sous-espace

vectoriel de %, (E, K).
Soient fe Ap(E), B =(e1,...,ep) Une base de E. On a déjd vu que si on note (X1, jreeer X, j)

n
les coordonnées de x; € E dans la base 28, donc xj = }_ x;, je;, alors
i=1

Xiq,1 ...xin,nf(e,-l,...,ein)

n n
FGL X)) = f Y Xij1€ipseaes Y Xig n€iy | = >
i1=1 in=1 1<i1,0min<n
mais comme ici f est alternée, on peut indexer la somme par 1< iy,...,ip < n deux & deux
distincts, ce qui revient & prendre une permutation o € &, telle que pour tout j, ij=0(j).0On
obtient alors
fannxn) = Y Koy Xom,nf (€ - o)
geGy

Comme f est aussi antisymétrique,

fannxp)=| Y €@ xe)1---Xomn | (€1, en)
geSy,
E" — K

On pose d :
p Z E(U)xO-(l)'l .-.xU(n),n

geSy,

On a que pour tout fe Ay(E), f=f(AB)-detdonc A(E)ctd.

Montrons que d € A, (E).

m La n-linéarité vient de la linéarité |I'application qui & un vecteur x associe sa i€ coor-

données dans 4.
m Pour monftrer qu’elle est alternée, on montre qu’elle est antisymétrique :

(X1,...,Xp)  —

d(xl,...,xj,...,xi,...,xn):—d(xl,...,x,-,...,xj,..,,xn)

avec le changement d’indice o’ =0 (i j).

Donc Ay (E) = td.
Dernier point : d # 0 : il suffit de vérifier que d (%) = 1 en remarquant que les coordonnées
du vecteur e; de base sont les §; ; donc le seul terme non nul de la somme définissant d(2)

est celui pour ¢ =id, et il vaut 1.
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Remarque Propriété 10 : du déterminant

y LyCEEe LECONTE DE LISLE — LA REUNION

R12 - Deux formes n-linéaires alternées sur E de dimension n (oui, c’est bien le méme n les ) , . . .- 0
deux fois) sont donc toujours proportionnelles, ¢’est ce quiimporte. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, 28,98' des bases de E.
Plus précisément, une base % de E étant donnée, il existe une unique forme n-linéaire () Formule de changement de base :

alternée envoyant & sur le scalaire 1. On va |'appeler déterminant dans la base 4,
noté detg, et toute forme n-linéaire alternée sur E est proportionnelle & detg.

(i) detgg (') #0 et detgg (B) =
(ziify (x1,...,xn) estlibre/une base de E si et seulement si detgg(x1, ..., xn) # 0.

fg Voir exercice duTD: 11

On montre que si u e Z(E), alors detg (1(98)) ne dépend pas de 4. On en déduit la définition :

m Définition 10 : Déterminant d’'un endomorphisme
DETERMINANT Soit u e £(E). On appelle déterminant de u le scalaire
detu = detgg (u(A)) = det(e, ... ¢,) (ule1),..., ulen))

,,,,,

n Définitions .
ou % est une base quelcongue de E.
On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie n, % = (ey,...,e,) Une base de E.

Définition 9 : Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Propriété 11 : du déterminant d’'un endomorphisme

On appelle déterminant dans la base 2 I'unique forme n-linéaire alternée sur

E notée detg telle que detg (%) = 1. Soient u,ve L(E).
Sipour 1< j<n, x; € Ede coordonnées (xj i,...,x, ;) dans 4, alors

> Sdsy Lo tm () ¥(x1,...,xn) €E,

detgg (u(xy),..., u(xp)) =
(if) det(idg) =1.
(iif) det(uov) =detu x detv.

detg(x1,...,xn) =

On note
Syl 02800 XLn (v) A\ VAeK, ,det(Au) =
detgg(x1,...,xp) = ' : (V) ue 9L (E) < detu#0.
Xp1coee . xnn (Vi) det: (¥Z(E), o) — (IK*, x) est un morphisme de groupes.
(Vi) Siue4Z(E), det(u=') = (detw)~!.
Remarque
R13 — Par définition, le déterminant est n-linéaire alterné. En particulier, le déterminant Remarque
dune famille fiee est nul. R14— A det n’est pas linéaire : det(u + v) # detu+ detv en général.
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Exercice 4

On note ¥ #(E) (pour spécial linéaire) 'ensemble des endomorphismes de E de dé-
terminant 1. Montrer qu’il a une structure de groupe.

g Voir exercice duTD : 15

Définition 11 : du déterminant d’une matrice carrée

Soit Ae 4n(K), A= (a;,j); je[1,,]- On définit le déterminant de A par
detA= Cl=

Remarque

R15 - Dans chaque ferme de la somme, on choisit exactement un terme par colonne et
par ligne.

R16 — Un définition alternative équivalente consisterait & faire agir la permutation sur le nu-
méro de colonne : c’est I'égalité avec le déterminant de la transposée de la pro-
priété suivante :

detA= ) e(@)agq)-- Anom)-
geSy

Propriété 12 : du déterminant d’'une matrice carrée

() SiCy,...,Cpn sONt les vecteurs colonnes de A et 2 la base canonique de K",
det A=detgg(Cy,...,Cp).

(i Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u e £ (E) représenté par A
dans une base de E, alors det A = detu.

(i) detI, =1.
(V) Si A,Be Mn(K), det AB = det AdetB.
V) A\ SiAen(K) et AeK, det(AA) = A" det A.
(vi) detAT =detA.
(Vi) 4Ln(K) ={A€ 4n(K), detA#0}.
(viii) det: (9%, K), x) — (IK*, x) est un morphisme de groupes.
(ix) Si A estinversible, det(A™!) = (det A)~L.

(x) Des matrices semblables ont méme déterminant : le déterminant est un in-
variant de similitude.

VERSION DU 31 oCTOBRE 2025

Remarque

R17- /\ det(A+B)#detA+detB en général : det n"est pas linéaire.

Exercice 5

On note ¥.#,(K) (pour spécial linéaire) 'ensemble des matrices de déterminant 1.
Montrer qu’il a une structure de groupe.

E Calculs

Propriété 13 : Opérations sur un déterminant

() Siune ligne ou une colonne est nulle, ou une combinaison linéaire des autres,
le déterminant est nul.

(i On ne change pas le déterminant avec les opérations

Li'_Li"'ZAkLk ou Cj<—Cj+ZAka
k#i k#i

(fransvections successives.)

(i) En multipliant par A une ligne ou une colonne, on multiplie par A le détermi-
nant.

(iv) Si on échange deux lignes ou deux colonnes, on multiplie le déferminant
par —1. Plus généralement, si on permute les lignes ou les colonnes avec une
permutation o € &,, on mulfiplie le déterminant par (o).

(v) Le déferminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients
diagonaux.

Définition 12 : Mineurs, cofacteurs, comatrice

Soient Ae 4, (K), i,j€[1,n].

= On appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant A; ; obtenu en retirant L; et
Cj a A.

= On appelle cofacteur d'indice (i, j) le nombre C; ; = (-1)/*/A; ;.

m On appelle comatrice de A la matrice de ses cofacteurs :
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Remarque

Propriété 14 : Développement par rapport & une ligne ou une colonne

R20 — V(x1,...,xn) #0 si et seulement si les x; sont deux & deux distincts.

R21 — Dans le probleme d’inferpolation de Lagrange, les coefficients du polyndme inconnu

= s . P=ap+--+apX" tel que pour tout i € [0,n], P(x;) = y; sont solutions d’un systeme

() Developpement par rapporta L; Vie [[1’ "]]’ linéaire de matrice de Vandermonde associée a xy, ..., x,. Il y a bien une et une seule
solution si les x; dont deux & deux distincts.

Soit A€ My (K).

(i Développement par rapport & C; v j € [1,n],

Propriété 15 : Déterminant de matrice triangulaire par blocs f! Voir exercice duTD : 9. 10. 12 & 14

Soient Ae 4, (K) et Be .4y, (K), alors

A (%)
0 B

A (0

=det A-detB.

Formule de la comatrice

Remarque Propriété 17 : Formule de la comatrice

Soit Ae 45, K). Alors

(x) B

B
R18— A\ méme lorsque foutes les matrices sont carrées, # det Adet D—det BdetC OuU
D

autre det(AD — BC) en général !

R19— Les opérations sur les déterminants peuvent aussi étre effectuées par blocs. Si, de plus, A est inversible, alors

Propriété 16 : Déterminant de Vandermonde

Soient x1,...,xp e K,

Remarque
1 x x% ------- x{l‘l 1 IR 1 R22 — Intérét théorique. Utile en pratique seulement si n =2 ou 3.
1 x x% ....... xél—l X1 X cle e Xn
V(xl,...,xn)z . : o o S . : .
1 xn x% ....... xg_l _x{L_l x;l_l ....... xn_l

f! Voir exerciceduTD : 17
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n Orientation d’un R-espace vectoriel

Définition 13 : Avoir méme orientation qu’une base

On dit qu’une base % d’un R-espace vectoriel a méme orientation qu’une
autre base %’ lorsque

Remarque

rR23- A\ Celan’aaucun sens dans C!

Propriété 18 : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence avec exactement deux classes d’équiva-
lences.

Définition 14 : Orientation d’un R-espace vectoriel

Orienter un R-espace vectoriel, c’est décider qu’une base est directe. Alors
toutes les bases de méme orientation sont dites directes.
Toutes les autres, qui ont méme orientation entre elles, sont dites indirectes.

Propriété 19 : Interprétation géométrique du déterminant

() Si@,veR?, B labase canonique de R?, alors detg(il, §) est I’aire orientée du
parallélogramme construit sur @ et v : il est nul si (@, v) est liee, positif si (i, v) a
méme orientation que %, negatif sinon.

(i Si,7,eR2, 2 la base canonique de R3, alors detg (i, 7, i) est le volume
orienté du parallélogramme construit sur @, v, : il est nul si (i, v, w) est lice,

- - =

positif si (i, v, W) a méme orientation que &, négatif sinon.

VERSION DU 31 oCTOBRE 2025

H Formules de Cramer (HP)

Propriété 20 : Formules de Cramer (HP)

Soit (S) un systétme de Cramer, c’est-a-dire & n équations et n inconnues
et de matrice A e 4%,(K). On sait que (S) : Ax = b admet une unique solution
x= (%1 xn)T ety K.

Soient Cy,...,Cp les colonnes de A. Alors pour tout j € [1,n],

Remarque

R24 — De nouveau, un intérét surtout théorique !

Exercice 6

1
d lorsqu’il s’agit d’un systéme de Cramer.

=
]
N
Il

Résoudre ax + by + ¢z

ax+b2y+czz:d2
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