Suites et séries de fonctions numériques

K désigne R ou C, I est un intervalle de R contenant
au moins deux points, X une partie non vide R.

n CONVERGENCES SIMPLE ET UNIFORME

Il Convergence simple

Définition 1: Convergence simple

Soit f: X — K et (f,),, une suite de fonctions ap-
partenant & KX,

On dit que (f»), converge simplement sur X vers
f lorsque pour tout z € X, f,(x) I f(x).

On note dlors f,, S BEN I

n—-+oo

E Convergence uniforme
n Définition

Définition 2 : Convergence uniforme

Soit f: X — K et (f.)» Une suite de fonctions ap-
partenant & KX,

On dit que (f»)» converge uniformément sur X
vers f lorsqu’on peut choisirle N, . de la définition pré-
cédente indépendant de z. Autrement dit lorsque

Ve >0, IN: € N, Vn > N, Vz € X, |fu(z) — f(z)| <e.

Cu
On note adlors f, ——— f.
n—-+oo

Propriété 1:CU — CS

La convergence uniforme vers une fonction f im-
plique la convergence simple vers cette fonction.

Propriété 2 : CU par majoration uniforme

S’il existe une suite (an)nen felle que
H1 o, — 0
H2 pour foutn € IN ef pour fout z € X,

|[fn(2) = F(@)] < on

(majoration uniforme, c’est-a-dire que «,, ne dé-
pend pas de x € X),

alors

C1 (f.) converge uniformément vers f.

Propriété 3 : Transmission du caractére borné par CU

On suppose que

H1 les f, sont bornées

H2 elles convergent uniformément vers f
alors

C1 f estbornée.

Propriété 4 : CU et norme infini
Soit f : X — K et (f.)» Une suite de fonctions ap-
partenant a KX, f, %—» f sietseulementsi & partir
n— oo

d’un certain rang les fonctions f,, — f sont bornées sur
X et Noo (fn — f) = 0.

Corollaire 1: Cas des fonctions bornées

Si les fonctions f, : X — Kef f : X — K sonf
bornées, alors

n—-+oo n—-+oo

Propriété 5 : Non convergence uniforme

Si fn —Cj~> f et s'il existe (xn), € XN telle que
n——+oo

fn(zn)— f(zn) 4 0.alors la convergence de (f,,) n‘est
pas uniforme.

¢ Méthode 1 : Etudier la convergence uni-
forme de (f.)»

m On étudie la convergence simple et on note f la li-
mite.

m Si on arrive a prouver que les f, — f sont bornées
au moins a partir d'un certain rang et & calculer
N (fn — f) (par exemple en étudiant les variations),
on peut conclure en vérifiant si Noo (fn — f) — 0 0ou
non.

= Sinon,

* pour prouver qu’ily a convergence uniforme, on
majore uniformément les | f, (z) — f(x)|, c’est-a-
dire gu’on cherche a, — 0 indépendant de z
telqueVz e X, |fn(z) — f(z)] < an.

* pour prouver gu’il N’y a pas convergence uni-
forme :

o Soitles f, sont bornées mais pas f. On verra
des variantes plus loin avec la confinuité ou
les limites.

o Soit on trouve une suite (z,), felle que

fn(@n) — f(zn) # 0.
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Convergence uniforme locale

On suppose que X est une réunion d’intervalles.

Soit f : X — K, (fn)n Une suite de fonctions appartenant &
KX, 29 € X.

La suite de fonctions (f»)» converge uniformément vers f au
voisinage de z( lorsqu’il existe un voisinage de zq sur lequel
(fn)n converge uniformément vers f, soit, de maniére équiva-
lente, s’il existe n > 0 tel que (f»)n converge uniformément vers
fsur XNzo — n, zo + nl.

Bien sdr, si (fn)n converge uniformément vers f sur X, elle
converge uniformément vers f au voisinage de tout point de
X, mais, malheureusement, la réciproque est fausse.

Lorsque X n’'est pas majoré, la suite de fonctions (fn)n
converge uniformément vers f au voisinage de +oco lorsqu’il
existe un voisinage de +oo sur lequel (f)» converge uniformé-
ment vers f, soit, de maniére équivalente, s'il existe a > 0 tel
que (fn)n converge uniformément vers f sur X N [a, +ool.

De méme, lorsque X n’est pas minoré, la suite de fonctions
(fn)n converge uniformément vers f au voisinage de —oo lors-
qu’il existe un voisinage de —oo sur lequel (f,)» converge uni-
formément vers f, soit, de maniére équivalente, s'il existe b > 0
tel que (frn)n converge uniformément vers f sur XN| — oo, b].

—> au V. de

Propriété 6: CU sur tout segment

chaque point de X

Si'la suite (fn)n converge uniformément vers f sur
tout segment inclus dans X, alors elle converge uni-
formément vers f au voisinage de tout point de X.

m CONTINUITE ET LIMITE

n Continuité

Théoréme 1 : Limite uniforme de fonctions continues
en un point

Soit f: I — K, (fn)n Une suite de fonctions appar-
tenant a K’, zo € I. On suppose que
H1 Pour fouf n, f,, est continue en .

H2 La suite de fonctions (f»). converge uniformé-
ment vers f au voisinage de .

Alors
C1 f est confinue en x.

Corollaire 2 : Limite uniforme de fonctions continues
sur un intervalle

Soit f : I = K, (f.)» Une suite de fonctions appar-
fenant & K. On suppose que

H1 Pour tout n, f, est continue sur |.

H2 La suite de fonctions (f.). converge uniformé-
ment vers f au voisinage de chaque point de I
(donc sur tout segment inclus dans T suffit).

Alors
C1 f est confinue sur I.
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Méthode 2 : Pour montrer qu’on n’a pas
convergence uniforme...

Il suffit que les f,, soient continues mais pas f.

E Théoreme de la double limite

Théoréme 2 : de la double limite

Soit f : I — K, (f»)n Une suite de fonctions appar-
tenant KL, (bn). € KN eta € T éventuellement infini,
On suppose que

H1 (f.). converge uniformément vers f au VOisi-
nage de a.

H2 Pour toutn € N, f,(z) — by,

T—a

Alorson ab € K fel que

Cl b, ——b

n—-+oo

C2 f(x) —b

Autrement dit, les limites existant bien,

1im< lim fn(x)) = lim (lim fn(:v)).

x—a \ n—+oo n—+oo \x—a

Méthode 3 : Pour montrer qu’on n’a pas
convergence uniforme...

I suffit d'avoir o tel quon n‘ait pas
tim, (@) =t (i, (o)) clons e

ces limites existent, ou bien qu’une des limites n’existe pas
alors que les f,, ont bien une limite en a.

Intégration sur un segment

Théoréme 3 : Interversion limite et intégrale sur un

segment
Sia,b € R, f : [a,b] - K et (fn)n Une suife de
fonctions de K!* fels que
H1 Pourfoutn € IN, f,, est continue sur [a, b]

H2 La suite de fonctions (f»). converge uniformé-
ment vers f sur [a, b]

alors
C1 f est continue sur [a,b

|
c2 /ab Falt)dt ———» /abf(t) dt.

n——+oo

L
@ Méthode 4 : Pour montrer qu’on n’a pas
convergence uniforme...

b b
Il suffit quon n'ait pas / Fult)dt ——— / F(b)dt.
a a

n—-4oo
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Théoréme 4 : Convergence uniforme de primitive

Soient f : I — K ef (f,)» Une suite de fonctions
deK’,a € I. On suppose que

H1 Pourtoutn € N, f,, est continue sur I.

H2 La suite de fonctions (f.)», converge uniforme-
ment vers f sur fout segment de I.

Alors on pose F,, : x +— / fn(t) dt I'unique primitive

de f, qui s’annule en a et

a

C1 f est continue sur I donc F : = — / f(t)de

unique primitive de f qui s’annule en ‘a existe
bien,

C2 (F,). converge uniformément vers F sur tout seg-
ment de 1.

n Dérivation

Théoréme 5 : Interversion limite et dérivée (classe

cY)

Soient f,g : I — K ef (f»)n une suite de fonctions
de K!. On suppose que

H1 Pour toutn € N, f, de classe C* sur I.
H2 La suite (f,)n converge simplement vers f surI.

H3 La suite (f}). converge uniformément sur tout
segment de I vers une fonction g.

Alors
C1 f estde classe C* sur I.
C2 f' = g c’est-G-dire « (lim f,)" = lim f;, ».

3 (fn)n converge uniformément vers f sur tout seg-
ment de I.

Théoréme 6 : Généralisation & la classe C*

Soit (fn)n Une suite de fonctions de K!, k € IN*,
On suppose que

H1 Pour toutn € N, f, de classe C* sur I.

H2 Pour tout j € [0,k — 1], la suite ( (”) converge
simplement vers une fonction g; sur I.

H3 La suife ( ,ﬁ’“)) converge uniformément sur fout
segment de I Vers une fonction G-

Alors

C1 f = go est de classe C* sur I.

C2 Pourtoutj € [0,k], f9) =g;
c’est-a-dire « (lim £,)9 = lim £ ».

C3 Pour fout j € [0,k]. ( Y >) converge uniformeé-
ment sur tout segment de I

Théoréme 7 : Généralisation a la classe C*>
Soit (f.)n Une suite de fonctions de IK*. On sup-

pose que

H1 Pour foutn € IN, f,, de classe C* sur I.

H2 La suite (f.), converge simplement vers une
fonction f surI.

H3 Pour fout k € IN*, la suite ( f““)) converge unifor-
mément sur fout segment de I vers une fonction
Gk

Alors

C1 f estde classe C™ sur I.

C2 Pour tout k € IN*, f*) = g,
c’est-a-dire « (lim £,)* = lim £ »,

m APPROXIMATIONS UNIFORMES

Il Par des fonctions en escalier

Théoréeme 8 : Approximation uniforme d’une fonc-

tion CPM sur un segment par des fonc-
tions en escalier

On donne trois énoncés équivalents :

m Joute fonction continue par morceaux sur un seg-
ment est limite uniforme sur ce segment d’une
suite de fonctions en escalier.

m Soit f confinue par morceaux surle segment [a, b).
Il existe une suite foncflon ( »)n de fonctions en

escalier felle que ¢, —+> fsur [a,b], c’est-a-
dire Noo (pn — f) — 0.

m Soit f continue par morceaux sur le segment [a, b).
Pour fout e > 0, il existe une fonction ¢ en escalier
telle que Noo (p — f) < &.

Corollaire 3
L'ensemble &([a,b],K) des fonctions en escalier
sur [a, b] est dense dorns (Crm([a,b],K), Noo ).

E Par des polynébmes

Théoreme 9 : de Weierstra

On donne trois énonceés equivalents :

u TJoute fonction confinue sur un segment & valeurs
dans K est limite uniforme sur ce segment d’une
suite de fonctions polynomiales.

m Soit f continue sur le segment [a,b]. Il existe
une suite de fonctions (p.)» de fonctions polyno-

miales telle que p, %—» f sur[a, b], c’est-a-dire
n—-+4oo
N (pn — f) — 0.

m Soit f confinue sur le segment [a,b]. Pour fouf
e > 0, il existe une fonction polynomiale p telle
que N (p— f) <e.
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Corollaire 4

L’ensemble des fonctions polynomiales sur un seg-
ment [a, b] est dense dans (C([a, b],K), Nso ).

m SERIES DE FONCTIONS

Soit (fn),en UNe suite de fonctions de KX

n

Pour tout n € IN, on pose S, = » _ f. la somme partielle au
k=0

rang n de la série de fonctions Z -

n Convergence simple

Définition 3 : Convergence simple
On dit que la série de fonctions Z fn converge

simplement sur X si pour fout = € X, la série > fu(x)

converge.Lorsque c’est le cas,

“+oo
B f:zeX— Z fn(z) est appelée somme de la
n=0

—+oo
série de fonctions Z fn €t est notée f = Z I

n=0
—+oo
mSin€N,R,=f-S,= » frestlerestedordre
k=n+1

n de la série de fonctions >  f,.

E Convergence uniforme

Définition 4 : Convergence uniforme

On dit que la série de fonctions Z fn converge

uniformément sur X lorsque la suite de fonctions (S, ).,
converge uniformément sur X, c’est-a-dire lorsqu’il
existe f: X — K telle que

= QO partir d’un certain rang, S, — f bornée sur X,
B Noo (Sn— f) —— 0.

n——+oo

Propriété 7:CU — CS

Si> " f converge uniformément sur X vers f, alors

elle converge simplement vers f.

Propriété 8 : CU par majoration uniforme

Si on a une suite réelle (o). telle que
H1 o, — 0

H2 vz € X, [Su(z) - f(2)] < an Qu moins & partir
d’un cerfain rang

alors

C1 > f. converge uniformément sur X vers f.
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Propriété 9 : CU par CU des restes vers la fonction
nulle

Soit Z fn Une série de fonctions convergeant sim-

plement sur X, R, le reste d’ordre n.
La série de fonctions > f. converge uniformé-

ment sur X si et seulement si la suite de fonctions
(Rn)n converge uniformément sur X vers la fonction
nulle.

Propriété 10 : Condition nécessaire de CU

Si la série de fonctions  _ f. converge uniformé-

ment sur X, alors la suite de fonctions ( f,,). converge
uniformément vers 0 sur X, c’est-G-dire qu’a partir
d’un cerfain rang les f, sont bornées ef N (frn) — 0.

? Méthode 5 : Pour montrer que > f, ne

converge pads uniformément
On peut rechercher (z,) € XN telle que fi,(zy) /4 0.

Méthode 6 : Montrer directement une
convergence uniforme de
série de fonctions

Ce n’est pas simple en général. On commence par la

convergence simple de » _ f, vers f. Puis on peut tenter

m de magjorer uniformément (en =z) directement

|Rn| = ‘Sn - flf
m de calculer le reste (séries géométriques, félesco-
piques),

m d'utiliser le critere sur les séries alternées,
m d’effectuer une comparaison série-intégrale.

En réalité, la plupart du temps, il y a plus simple : la
convergence normale.

Convergence normale

Définition 5 : Convergence normale

On dit que la série > _ f,, converge normalement

sur X lorsque les f, sont toutes bornées au moins
a partir d'un certain rang et la série numérique

>~ Neo (fa) converge.
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Propriété 11:La convergence normale implique la

convergence uniforme et la conver-
gence absolue

Lorsque la série Z fn converge normalement sur
X,
m pour fout x € 1, la série numérique Z fn(x)
converge absolument,

= > fa converge uniformément.

@ Méthode 7 : Convergence normale par do-
mination

Pour montrer que Z fn converge normalement sur X,

on peut rechercher (ay)» € RY telle que
m Pourtoutn € Nettoutz € X, |fn(z)| < an.

= > o, converge.

Propriété 12: Critere séquentiel de non conver-
gence normale
S'il existe une suite (a,)., € X" telle que la série

> falan) ne converge pas absolument, alors > ~ fn
n=0
ne converge pas normalement sur X.

n Continuité

Théoreme 10 : de continuité d’'une somme de série

de fonctions

Soit (f»)n uUne suite de fonctions appartenant &
K!. On suppose que

H1 Pour fout n, f,, est continue sur I.

H2 La série de fonctions Z fn converge uniforme-

ment au voisinage de chaque point de I (sur tout
segment suffit).

Alors

“+oo
Cl1 f=>_ fa estcontinue surl.

n=0

VERSION DU 9 OCTOBRE 2026

H Double limite

Théoréme 11 : de la double limite

Soit (f»)n uUne suite de fonctions appartenant &
K, (bn)n € KN et a € T éventuellement infini. On sup-
pose que

H1 > f. converge uniformément vers f au voisi-
nage de a.

H2 Pourtfoutn € N, f,(x) — by.

Tr—a

Alors
C1 > b, converge.

“+oo
C2 f(z) — > b
k=0

Autrement dit, les limites existant bien,

400 —+ oo
lh_rg;)fn(x) = ;)zh_rg Fo(a).

AN ! v
@ Méthode 8 : Pour montrer une absence de
convergence uniforme...

... on peut utiliser la contraposée du théoreme de la
double limite.

Typiquement, lorsque la série des limites en a est di-
vergente, ou lorsque les deux limites finales ne sont pas

égales, c’est qu'ily aun défaut de convergence uniforme
au point a.

n Intégration terme & terme sur un seg-
ment

Théoréme 12 : Interversion série-intégrale sur un seg-

ment

Sia,b € R, (fn)n Une suite de fonctions de K]
telle que

H1 Pourfoutn € N, f,, est continue sur [a, b).

H2 La série de fonctions »  f. converge uniformé-
ment vers f sur [a, b]

alors

“+oo
Cl1 f=>_ fa estcontinue sur [a,b].

n=0

b
c2 > / fn(t) dt converge.

b +oo

c3 f/ﬂbfn(t)dt_/a Z::fn(t)dt.
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Primitive

Théoréme 13 : Interversion série et primitive

Soient (f.)» une suite de fonctions de K, a € I.
On suppose que

H1 Pour foutn € IN, f,, est confinue sur I.

H2 La série de fonctions Z fn converge uniformeé-

+oo
ment vers f = _ f, sur fout segment de I.

n=0

Alors on pose F,, : x +— / fn(t) dt I'unique primitive
de f, quis’‘annule en a e}l

)

C1 f est continue sur I donc F : = / f(t)dt
unique primitive de f qui s‘annule en ‘a existe
bien,

C2 La série de fonctions »  F, converge uniformé-

+o0
ment sur fout segment de I et F = > " F,.
n=0

n Classe C*

Théoréme 14 : Classe C* d’une série de fonctions

Soit (f.)n uUne suite de fonctions de K, k ¢ IN*,
On suppose que

H1 Pour foutn € IN, £, de classe C* surl.

H2 Pourtout j € [0, k—1], lasérie de fonctions > £
converge simplement sur 1.

H3 La série de fonctions . fi" converge uniformé-

ment sur tout segment de I.

Alors
—+o0
Cl f = fa. estde classe C* surl.
n=0
C2 Pour fout j € [0, k], 9 =3 £
n=0

C3 Pour fout j € [0,k]. > f1¥ converge uniformé-

ment sur tout segment de I.

définies par ¢(z) = » niz etn(z) =
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Théoréme 15 : Classe C>° d’une série de fonctions

Soit (fn)n Une suite de fonctions de K*. On sup-
pose que

H1 Pour foutn € IN, f,, de classe C* sur I.

H2 Lasérie de fonctions Z fn converge simplement
surl.

H3 Pour tout k € IN*, la série de fonctions > fi")

converge uniformément sur fout segment de 1.

Alors
“+oo
Cl1 f=>_ fa estde classe C* surI.
n=0
+oo
C2 Pourfoutk € N, f® =" £,
n=0

n Grand classique incontournable (mais
HP)

C’est hors-programme mais il faut absolument savoir montrer

toutes les propriétés des fonctions ¢ de Riemann et n de Dirichlet

+oo +oo (_1)7171
n=1 n=1 n¥
La fonction ¢ de Riemann est
m définie sur |1, +-o0l;
m normalement convergente sur fout [a, +oco[ OUa > 1;

m de classe C* sur |1, +oo], ses dérivées successives s expri-
mant comme sommes de séries de fonctions;

m décroissante et convexe sur |1, +oo[;
m de limites +co en 11 et 1 en +o0;

m équivalente &

1
enlt;
x—1

m non uniformément convergente au voisinage de 1.

La fonction n de Dirichlet est

m définie sur |0, +oo[;

m normalement convergente sur tout [a, +oco[ OUa > 1;
= uniformément convergente sur tout [a, +oo[ Ol a > 0
|

de classe C>° sur 0, +oo[, ses dérivées successives s’ expri-
mant comme sommes de séries de fonctions;

m exprimable pour z > 1 & |'cide de ¢(x).
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