Suites et séries de

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

fonctions numériques

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple d’une suite de fonctions. Convergence
uniforme. La convergence uniforme entraine la convergence
simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation en termes de norme.

b) Continuité, double limite

Si'les uy, sont continues en a et si (u,) converge uniformément
vers u sur A, alors u est continue en a. En particulier, toute limite
uniforme de fonctions continues sur A est continue sur A.

Théoréme de la double limite : soit (u,) une suite de fonctions
de A dans F' convergeant uniformément vers u sur A, et soit a un
point adhérent & A; si, pour tout n, u, admet une limite 4, en a,
alors (¢,,) admet une limite £ et u(z) = L.

Le théoréme s’applique dans le cas ou I'hypothese de conver-
gence uniforme est satisfaite de fagon locale, en particulier sur
tout segment. En pratique, on vérifie la convergence uniforme
sur des intervalles adaptés & la situation.

La démonstration est hors programme.
Adaptation, si A C R, aux cas ol a = +oo et a = —oo.

c) Intégration d’une limite uniforme sur un segment

Soit (ur,) Une suite de fonctions continues définies sur un intervalle
I de Retavaleursdans F, a un point de I. On suppose que (un)
converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction
u. Pourn € IN et z € I soit

Un(w):/jun, U(w):/:u.

Alors (Uy) converge uniformément vers U sur fout segment de I.

En particulier, si (u,) converge uniformément vers u sur le seg-
b b

ment [a, b], alors : / Un a/ u.
a a

d) Dérivation d’une suite de fonctions

Soit (ur) une suite de fonctions de classe C* sur un intervalle I de
R, & valeurs dans F. Si (un) converge simplement sur I vers une
fonction w, et si (u),) converge uniformément sur tout segment
de I vers une fonction v, alors (u, ) converge uniformément vers
u sur tout segment de I, u est de classe C! sur I et w/ = wv.

Extension aux suites de fonc’rions de classe Ck, sous I'hypothése
de convergence simple de (uﬁf)) pour0 < j < k—1etde conver-
gence uniforme sur fout segment de (uﬁf)).

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u},) sur des
intervalles adaptés a la situation.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u;’“) sur des
intervalles adaptés & la situation.

e) Séries de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme.

Une série de fonctions converge uniformément si et seulement
si elle converge simplement et si la suite de ses restes converge
uniformément vers 0.

Adaptation des résultats des paragraphes précédents au cas
des séries de fonctions.

Convergence normale d’une série de fonctions. La conver-
gence normale implique la convergence uniforme.

La convergence normale implique la convergence absolue en
tout point.

Exemples d’études de fonctions définies comme sommes de sé-
ries : régularité, étude asymptotique, utilisation de la comparai-
son série-intégrale.

f) Approximation uniforme

Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux
sur un segment par des fonctions en escalier.



HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | |

y MPI - MPI* - LyCEe LECONTE DE LISLE - LA REUNION ((cc) @

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Théoréme de Weierstrass : toute fonction continue sur un seg- La démonstration n’est pas exigible.
ment S et & valeurs dans K est limite uniforme sur .S de fonctions
polynomiales & coefficients dans K.
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n CONVERGENCES SIMPLE ET UNIFORME

Il Convergence simple

Définition 1: Convergence simple

Soit f: X — K et (f,,),, une suite de fonctions appartenant & K.
On dit que (f,),, converge simplement sur X vers f lorsque pour tout z € X, f,(z) —— f(z).

On note alors f,, _ f.
n—-+oo

n—-+4oo
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Remarque
R1- Cest-O-direVer € X, Ve >0, IN,c €N, VYn > Noe, [fu(z)— f(z)] <e. Nee dépend dla fois de x et de e.

z Cs .
R2 - Ecrire f,(x) i f(x) n"a absolument aucun sens.
n——+oo

R3 — Certaines propriétés telles que la parité, la monotonie, la périodicité peuvent se fransmettre par convergence
simple (en passant & la limite dans I'identité traduisant cette propriété.)

Exemple

n+x ) 1
El- frn:z€R} — 2z converge simplement vers f : z +— —.
x

14+ nx
On remarque que les f,, sont bornées mais pas f.

E2- g, :x € [0,1] — z™ converge simplement vers g = 14;.
On remarque que les g,, sont continues mais pas g.

E3 - On considére pour n > 2, h,, affine par morceaux telle que h,,(0) = 0, h, <%> =néet h,(z) =0Ssi % <z <1
1
La courbe a une forme de triangle afin de remarquer que / hn(t)dt = 1.

1
Alors h., % 0 et on remarque que / t)dt A—— / 0dt = 0.
n— oo 0

n—-+oo

E Convergence uniforme

n Définition

Définition 2 : Convergence uniforme

|

Soit f : X — K et (f,), une suite de fonctions appartenant & IKX.
On dit que (f,), converge uniformément sur X vers f lorsqu’on peut choisir le N, . de la définition
précédente indépendant de z. Autrement dit lorsque

Ve>0, IN.eN, Vn>= N, VzeX, |falz)— f(x)<e.

cu
On note dlors f,, ——— f.
n——+oo

Remarque
R4 — Graphiquement, & partir d’un certain rang, la courbe de f,, se situe dans la bande délimitée par les courbes
f—eetf+e

La différence avec la convergence simple est que cette fois, le rang ne dépend que de ¢, plus de .

Propriété 1:CU — CS

La convergence uniforme vers une fonction f implique la convergence simple vers cette fonction.

Démonstration

Sion aun N gqui convient pour tous les z, alors pour fout z, on a un N qui convient, [ |
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Propriété 2 : CU par majoration uniforme

S’il existe une suite (., )nen felle que
H1 o, — 0

H2 pour toutn € N et pour tout = € X, |fu(z) — f(z)| < an
(majoration uniforme, c’est-a-dire que a,, ne dépend pas de = € X),

alors
C1 (f.) converge uniformément vers f.

Remarque
R5 — Il suffit d’avoir la majoration uniforme & partir d’un certain rang seulement pour pouvoir conclure.

Démonstration

Soit e > 0. On a un rang N & partir duquel | f,.(x) — f(z)| < an < e, ce qui conclut.

Propriété 3 : Transmission du caractére borné par CU

On suppose que

H1 Jes f,, sont bornées

H2 elles convergent uniformément vers f
alors

C1 f estbornée.

Démonstration

Avece=1,onaunrang N € N a partirduquel Vz € X, |f(x)| — |fo(z)| < |fu(z) — f(x)| < 1.
En particulier, pour tout = € X, |f(z)| < |fn(z)| + 1.

Propriété 4 : CU et norme infini

Soit f : X — K et (f,)» une suite de fonctions appartenant a KX. f, _c, f si et seulement si & partir

n—+

d’un cerfain rang les fonctions f,, — f sont bornées sur X et Noo (f, — f) — 0.

Remarque
R6 — Mais rien n’indique que les f,, soient bornées a priori.

Exemple

1 ) . . , p
E4— f,:x+— e 4+ — converge uniformément vers exp et aucune de ces fonctions n‘est bornée.
n

Démonstration

On suppose que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f. Soit e > 0. On a un rang N a partir
duquelVz € X, |fu(z) — f(z)| < e donc, & partir de ce rang, f, — f est bornée et N (f» — f) < e ce qui permet
de conclure.
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Dans le sens réciproque, c’est une application de la propriété précédente avec a, = Noo (fn — f)

Corollaire 1: Cas des fonctions bornées

Siles fonctions f,, : X — K ef f : X — K sont bornées, alors

fo =2 f = Noo (f = ) == 0.

n——+o0o
Démonstration

C’est bien la méme définition, les f, — f étant bien bornées.

Propriété 5 : Non convergence uniforme

G

Si/ —j> f ets’il existe (z,)n € XY telle que f,(z,) — f(xn) 4 0.alors la convergence de (f,,) n’est
—+0o0
pas uniforme.

Démonstration

Par contraposée : si la convergence est uniforme, alors les f,, — f sont bornées & partir d’un certain rang, et
Noo (fn = f) = 0. Or | fu(2n) = f(2n)| < Neo (fn — f), dONC fn(2n) — f(zn) — 0.

Ou bien, directement, sie > 0, on aun rang N & partir duquel pour tout z € X, |fn(z) — f(z)| < e
En particulier, pour z = z,, on obfientVn > N, |fn(xn)

f(xn)| < £, ce qui prouve bien que f.(zn) — f(z) = 0

Méthode 1 : Etudier la convergence uniforme de (f,,)
= On étudie la convergence simple et on note f la limite.

= Sion arrive & prouver que les f, — f sont bornées au moins & partir d’un certain rang et & calculer N (fr — f)
(par exemple en étudiant les variations), on peut conclure en vérifiant si N (fn — f) — 0 ou non.
= Sinon,

* pour prouver qu’il y a convergence uniforme, on majore uniformément les |f,.(z) — f(x)|. c’est-O-dire
qu’on cherche a,, — 0indépendantde z telque Vx € X, |fn(z) — f(2)] < an.

* pour prouver gu’il N’y a pas convergence uniforme :

o Soit les f,, sont bornées mais pas f. On verra des variantes plus loin avec la continuité ou les limites.
o Soit on frouve une suite (z, ), telle que f,(xn) — f(zn) # 0.

Exemple : On reprend les mémes exemples

E5 — Pour le premier, il n'y a pas convergence uniforme car f n’est pas bornée alors que les f,, le sont.
E6— gn:x— x". Alors Noo (gn —g) = 10ubieng, (1-2)—g(1— 2
E7- hn(2) =R (%) =nA0.

n

) = e~ ' #0.lln"y a pas convergence uniforme.

Exercice 1:CCINP 11 - Preuve de non convergence uniforme
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Convergence uniforme locale

On suppose que X est une réunion d’infervalles.

Soit f : X — KK, (f.)» une suite de fonctions appartenant & K, z, € X.

La suite de fonctions (f»)» converge uniformément vers f au voisinage de z, lorsqu’il existe un voisinage de z
sur lequel (f,). converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente, s’il existe n > 0 tel que (f,). converge
uniformément vers f sur XN]zo — 1, zo + 7.

Bien sar, si (f»).» converge uniformément vers f sur X, elle converge uniformément vers f au voisinage de tout point
de X, mais, malheureusement, la réciproque est fausse.

Lorsque X n’est pas majoré, la suite de fonctions (£, ). converge uniformément vers f au voisinage de +oo lorsqu’il
existe un voisinage de +oo sur lequel (f,,), converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente, s'il existe a > 0
tel que (f.)» converge uniformément vers f sur X N [a, +oo].

De méme, lorsque X n’est pas minoré, la suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f au voisinage de
—oo lorsqu’il existe un voisinage de —oo sur lequel (f,,)», converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente, s'il
existe b > 0 fel que (f,)» converge uniformément vers f sur XN] — oo, b].

Propriété 6 : CU sur tout segment —> au v. de chaque point de X

Si la suite (f,), converge uniformément vers f sur fout segment inclus dans X, alors elle converge
uniformément vers f au voisinage de touf point de X.

Démonstration

On peut foujours inclure un voisinage XNz — n, zo + n[ de zo € X dans un segment quitte & réduire 7.

Remarque

R7 — La convergence uniforme sur tout segment n‘implique pas non plus la convergence uniforme sur X, ni la
convergence au voisinage des bornes ouvertes de X.

De plus, la convergence uniforme sur tout segment n‘implique pas la convergence uniforme au voisinage
de +oo.

R8 — A noter aussi qu’on ne prouve pas une convergence uniforme en découpant X : c’est une convergence
globale qui ne peut s’obtenir en réunissant des convergences uniforme sur des parties de X, contrairement
& la convergence simple qui, elle, est ponctuelle.

Exemple

E8 — g, : x — x" converge uniformément vers la fonction nulle sur fout segment de [0, 1[, mais pas sur [0, 1] comme
déja vu.

m CONTINUITE ET LIMITE

Il Continuité

Théoréme 1 : Limite uniforme de fonctions continues en un point

Soit f : I — K, (f.). une suite de fonctions appartenant & K, z, € 1. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est continue en x.
H2 [a suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f au voisinage de x.
Alors
C1 f est continue en xy.
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Démonstration

Soit n > 0 tel que (f»)n» converge uniformément vers f sur IN|zo — n, xz0 +n[= V.
Alors, siz € I'tel que |z —zo| <nefn e N, |f(z) — f(zo)| < |f (@) = fu(@)] + |fn(@) — frlzo)| + [fn(z0) — f(zo0).
Soit € > 0. La convergence uniforme de (f»). vers f au voisinage de z, fournit un rang N & partir duquel, pour

foutz € V., |f(z) — fa(z)| < % C’est donc le cas pour z = zo.

En prenant n = N, la continuité de fx, fournit un § > 0 tel que sur INjzo — §, zo + [, |fn(x) — fn(xo)| <

Ainsi, si |z — zo| < min(n,d), |f(z) — f(zo)| < e.
Cela prouve bien que f(z) —— f(zo).
T—rxTQ

wlm

Corollaire 2 : Limite uniforme de fonctions continues sur un intervalle

Soit f : I — K, (f.). une suite de fonctions appartenant a K!. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est confinue sur .

H2 [a suite de fonctions ( f,), converge uniformément vers f au voisinage de chaque point de I (donc
sur fout segment inclus dans I suffit).

Alors
C1 f est continue sur 1.

T\

Méthode 2 : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme...
Il suffit que les f,, soient continues mais pas f.

Exemple
E9— gn:x— z™sur0,1].

Exercice 2: CCINP 9, 12 - Convergence uniforme de suites de fonctions et transfert de continuité

E Théoréme de la double limite

Théoréme 2 : de la double limite

Soit f : I — K, (f,)n une suite de fonctions appartenant a K, (b,),, € KN eta € I éventuellement infini.
On suppose que

H1 (f,.). converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 Pour toutn € N, f,(x) — by,.
r—a

Alorson a b € K tel que

Autfrement dit, les limites existant bien,

lim( lim fn(x)) — lim <lim fn(:c)).

r—a \ n—+oo n—+oo \r—a
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Remarque

R9 — A Lorsque a est une borne ouverte de I, une convergence uniforme sur tout segment ne suffit pas!
(Mais lorsque a € I, c’est simplement la confinuité en a.)

Démonstration : Hors programme

On traite le cas ou a est fini.

Sia € I, on est ramené au théoréme de continuité.

Sinon, I'idée est de prolonger par continuité les f, en a en posant f,(a) = b, pour voir appliquer le théoreme
précédent. Pour cela, on va commencer par montrer que (b,) converge. On commence par montrer qu’elle est
bornée pour appliquer le théoréme de Bolzano-WeierstraR.

Soit V' un voisinage de a sur lequel ( f,.)» converge uniformément.

SineNetzeINV,|bal < |bn — fal@)| + [ fa(z) = F(2)] + | £(2)].

On aunrang N & partir duquel | f.(z) — f(z)] < 1.

On suppose dorénavant que n > N.

On a aussi un voisinage W,, de a sur lequel |b, — fn(z)| < 1.

Enprenant z, €e INV NW,,ontire |b,| < 2+ |f(zn)].

Mais comme les f,, convergent en a, elle sont bornées au voisinage de a donc par convergence uniforme, f
est aussi bornée (disons, par M) au voisinage de a.

On obtient donc, pourn > N, |b,| < 2+ M et donc (b,) est bornée.

Par théoreme de Bolzano-WeierstraB, on en extrait une suite convergente : b, (,,) — b.

On montre alors que b,, — b.

Orpourne Netzel,

|br. — b < [br — fo(@)] + |fa(2) = F(@)] + (@) = fom) @)] + | fom) (@) = boemy| + [bon) — b -
Soit e > 0.
On a un voisinage V' de a sur lequel, d partird’unrang N, | fn(z) — f(z)] <

| fon) (@) — f(z)] < £. . .
Puis des voisinages W, et W,/ de a sur lesquels |b,, — fn(z)] < = et |by(n) — fom ()] < = respectivement.

. Comme p(n) > n, on a alors aussi

ol m

Puis un rang N’ & partir duquel |b,,) — b| < %

Finalement, en prenant n > max(N,N') etz € INV' N W, N W)/, alors on tire |b, — b| < e.

Ainsi, b, — b.

On prolonge les f, par continuité en a en posant f,(a) = b,, et on pose f(a) = b. Les f,, ainsi prolongées sont
continues en a et convergent uniformément vers f (pas de probléme en a car b, — b), qui est aussi continue a,
donc f(x) - b.

S

Méthode 3 : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme...

II'suffit d"avoir a tel qu’on n’ait pas lim ( 11111 fn(x)) = lim <lim fn(ac)> alors que ces limites existent, ou bien
r—ra n——+oo

n—+oo \z—a

qu’une des limites n"existe pas alors que les f,, ont bien une limite en a.

Exemple

E10- g, :x+— x" ena = 1:lerésultaf ne fient pas malgré la convergence uniforme sur tout segment, et on retrouve
I'absence de convergence uniforme sur [0, 1].
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Intégration sur un segment

Théoréme 3 : Interversion limite et intégrale sur un segment

Sia,beR, f:[a,b] = K et (f,), une suite de fonctions de Kl tels que
H1 Pourtfoutn € NN, f,, est continue sur [a, b]
H2 [a suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f sur [a, b]
alors
C1 f est continue sur [a, b]

c2 /ab Fult) dt —— /abf(t) dt.

n——+oo

Démonstration

On suppose a < b quitte & multiplier par —1.
fn — f estbornée a partir d’un certain rang, et & partir de ce rang, on peut écrire

n——+oo

b b b
[ mwa- [ f(t)dt‘< [ 100 = 10 dt < (0= @) N (2 = £) —> 0.

T\

Méthode 4 : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme...

b b
Il suffit qu’on n’ait pos/ f,L(t)dtﬁ/ f(t)dt.
n—r oo

Exercice 3 :CCINP 10 - Limite d’intégrale sur un segment par convergence uniforme

Théoréme 4 : Convergence uniforme de primitive

Soient f : I — K et (f,), une suite de fonctions de K!, a € 1. On suppose que
H1 Pour touftn € N, f, est continue sur I.
H2 La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f sur fout segment de I.

Alors on pose F,, : x +— / fn(t) dt I'unique primitive de f,, qui s’annule en a et

C1 f estcontinue sur I donc F : x +— / f(t)dt unique primitive de f qui s’annule en a existe bien,

C2 (F,), converge uniformément vers F sur fout segment de 1.

Démonstration

Sur un segment [b, ¢] de I, on note m = min(a, b) et M = max(a, c). On calcule
|Fn(z) — F(2)| < [ — a] Noo,ja,a) (fn = f) < (M = m)Noo fm,p) (fn — f) =0

d’ou la conclusion.
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Remarque

R10- En fait, le premier théoréme est une conséquence du second, en prenant I = [a,b], on obtient bien
F,(b) P F(b).
n—+oo

ﬂ Dérivation

Théoréme 5 : Interversion limite et dérivée (classe C')

Soient f,g: I — K et (f,), une suite de fonctions de IK!. On suppose que
H1 Pourtoutn € IN, f, de classe C* sur I.
H2 La suite (f,,), converge simplement vers f sur I.
H3 La suite (f}), converge uniformément sur fout segment de I vers une fonction g.
Alors
C1 f estde classe C* sur 1.
C2 f' = g c’est-a-dire « (lim f,,) = lim f! ».
3 (f.)n coOnverge uniformément vers f sur fout segment de 1.

Remarque
R11 - Vrai avec I'hypothése plus faible de dérivabilité des f,,, mais hors-programme.

Démonstration
= Le théoréme de fransfert de continuité nous donne déja la continuité de g sur I (avec H1 et H3).

m Soita € I. On pose F, : xr—>/ fr(t)dt = fro(z) — fnla) €t F : xr—>/ t)dt. D’aprés le théoréme précédent,

(F») converge uniformément vers F' sur fout segment de I, donc en particulier converge simplement vers F.
Or pour fout z € I, Fu(x) e f(z) — f(a), donc par unicité de la limite, pour fout =z € I,

f(x) = f(a) + /z g(t)dt et ainsi f est de classe C' et de dérivée g.
m SiSsegmentde I,z €S,
[fn(2) = F(@)| = |Fn(z) + fn(a) — F(z) = f(a)| < [Fr(z) — F(2)|+ |fn(a) = f(a)| < Neo,s (Fn — F) +[fn(a) — f(a)]

qui est indépendant de x et converge vers 0. Donc (f,,). converge uniformément vers f sur fout segment de
1.

Théoréme 6 : Généralisation & la classe C*

Soit (f.)» une suite de fonctions de K!, k € IN*. On suppose que
H1 Pour foutn € N, f,, de classe C* sur I.

H2 Pour tout j € [0,k — 1], la suite ( Y )) converge simplement vers une fonction g; sur I.

H3 La suite ( (’“)) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction gy.

Alors
Cl1 f =gy estde classe C* sur 1.
C2 Pour TOUfj € [[0, kﬂ, f(J) — c’est-a-dire « (hm fn)(J) — lim fT(L]) »

C3 Pour fout j € [0, k], ( i )) converge uniformément sur fout segment de I.
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Démonstration

On applique le théoreme précédent & toutes les dérivées successives, de lan°k alane 1.

Remarque

R12 — Pour obtenir une classe C*, il suffit que les f, le soient et que la convergence des (fﬁ“) soit uniforme au

n
moins & partir d’'un certain rang. En général, elle I'est a partir du rang 1 d’ou I’énoncé suivant. Il est aussi

possible qu’il y ait convergence uniforme de toutes les dérivées y compris de ( ,ﬁ‘”) = (fn),,

Théoreme 7 : Généralisation a la classe C>

Soit (f.). une suite de fonctions de K!. On suppose que
H1 Pour toutn € IN, f,, de classe C* sur I.
H2 La suite (f,), converge simplement vers une fonction f sur I.
H3 Pour fout k € IN*, la suife ( f,(f))n converge uniformément sur fout segment de I vers une fonction
k-
Alors
C1 f estde classe C* sur I.
C2 Pour tout k € N*, f®) = g, c’est-a-dire « (lim f,)* = lim £ »,

m APPROXIMATIONS UNIFORMES

II Par des fonctions en escalier

Théoréme 8 : Approximation uniforme d’une fonction CPM sur un segment par des fonctions en escalier

On donne trois énoncés equivalents :

= Joufe fonction continue par morceaux sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une
suite de fonctions en escalier.

m Soit f continue par morceaux sur le segment [a, b]. Il existe une suite fonction (¢y,)., de fonctions en
escalier felle que ¢, —?—» 1 sur[a,b], c’est-a-dire N (¢, — f) — 0.
n—-+0o0

m Soit f continue par morceaux sur le segment [a, b]. Pour tout e > 0, il existe une fonction ¢ en escalier
felle que Ny, (¢ — f) < e.

Remarque
R13 - On montre que pour fout ¢ > 0, on peut trouver ¢ en escalier telle que N (p — f) < e.

1 ) . . 4
Alors, en posant e = K on obtient ¢, en escalier telle que (¢, ), converge uniformément vers f.
n

Démonstration

Cas continu Soit e > 0. Par théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b]. On a donc n > 0 tel que
Va,y€la,b], lz—yl<n=|f(z) - f)l<e
On choisit une subdivision o = (ao, . ..,an) de [a,b] de pas h = max (ar+1 — ax) < 7.

0<k<n—1
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flax) Siz € [ak,ar+1]
f(b) siz=b
Alors,siz € [a,b[,onaktelque z € [ax, ars1| et | — ax| < |ars1 — ax| < ndonc |f(z) — o(z)| = |f(z) — f(ar)| <e.
soitz =bet|f(b) — ()| =0<e.
On a donc bien N (f — ¢) < e.
Cas continu par morceaux Soit o = (ao, - . ., a,) subdivision de [a, b] adaptée & f.
Chaque f“%aHl[ se prolonge par continuité en une fonction f, continue sur [ax, akx+1] : oN A v € E([a, b])

On définit alors ¢ : x +— { une fonction en escalier.

felle que N (fr — ¢r) < e.

wr(z) Siz € lak, art1]
flar) sSixz=ag

Alors, siz € [a,b], soit on a k tel que x €law, ar+1[ €f |o(x) — f(z)| = |pr(z) — fr(x)| < e, s0it on a k tel que z = ax

et [p(ar) — far)| =0 <e.
On a donc bien Ne (f — ¢) < e.

Corollaire 3

L’'ensemble &([a, ], K) des fonctions en escalier sur [a, b] est dense dans (C,,([a, b], K), Noo).

On pose alors ¢ : x { une fonction en escalier.

E Par des polynébmes

Théoréeme 9 : de WeierstraB

On donne trois énoncés équivalents :

m Toute fonction continue sur un segment & valeurs dans K est limife uniforme sur ce segment d’une
suite de fonctions polynomiales.

m Soit f continue sur le segment [a,b]. Il existe une suite de fonctions (p,,), de fonctions polynomiales
telle que p, % fsur[a,b], c’est-a-dire Ny (pp, — ) — 0.

m Soit f continue sur le segment [a,b]. Pour fout e > 0, il existe une fonction polynomiale p telle que
Neo(p—f) <e.

Démonstration : Non exigible

Preuve classique par les polyndmes de Bernstein : si f € C([0, 1]) et n € IN*, on pose

. - n k k n—k
k=0
On montre que la suite (By.(f)),cn« CONVerge uniformément vers f sur [0, 1].
Par théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [0, 1].

Soit ¢ < 0 et n > 0 un module de continuité associé a % :

Va2’ €[0,1], |z—2| <n=|f(z) - f(2)| <

N

Fixons = € [0,1] et n > 2. On calcule

> (Z)f (5)sa-ar*- (Z)f(x)x’“(l — o)
k=0 k=0

Notons A, = {k € [o,n], ‘% -z

a;k(l _ x)n—k

|Bn(f)(x) = f(z)| =

" (n k

< ~) =

< (k> 7 (%) -1
k=0

< 77}. On remarque que f est bornée en tant que fonction continue sur le

()l 252 )
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On a alors

|Bn(f)(2) = f(2)] <

/
N
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|
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b
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Eal
_
|
&

3
|
Eal

N | ™
3
)

+
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[N}

=2

oo (f)

<

avec 2N (f) ———— 0donc on aunrang N indépendant de = tel que pourn > N,

nn?  n—+oo
2No(f)

0<
nn?

<

DO M

Finalement, pour fout e > 0, il existe un rang N € IN tel que pour tout z € [0,1], |B.(f)(z) — f(z)| < e, ce qui
signifie que la suite de fonctions polynomiales (B, (f)) converge uniformément vers f.

Le résultat s’étend facilement aux fonctions continue sur un segment [q, b] via un changement de variable affine
bijectif ¢t € [0,1] — (1 — t)a + tb € [a, b].

Corollaire 4

L’'ensemble des fonctions polynomiales sur un segment [a, b] est dense dans (C([a,b],K), Nuo).

Remarque
R14 — Le résultat ne fient plus sur un intfervalle non borné.

Exercice 4

Montrer que si une fonction polynomiale est bornée sur un intervalle qui ne I'est pas, elle est constante, puis
qu’une limite uniforme de fonctions polynomiales sur un intervalle non borné est polynomiale.

Solution : En effet, commencons par remarquer quitte & prendre une limite en une borne infinie que si une
fonction polynomiale est bornée sur un intervalle qui ne I'est pas, elle est constante.

On confond le polyndme et la fonction polynomiale associée.

Supposons alors gu’une fonction f est limite uniforme de la suite de fonctions polynomiales (Pr),,c, Sur un
intervalle non borné 1. On aunrang N € N tel que sin > N, P, — f est bornée. Mais alors, sin > N,
P, — Py = (P, — f)+ (f — P~) est bornée sur I qui ne I'est pas et polynomiale, donc est constante.

On adonc ¢, € K tel que P, = Py + ¢ = Pn — Pn(a) + P.(a) oU a est un point quelconque de I.

En faisant tendre n vers +oo, on obtient pour tout = € I, f(z) = Pn(z) — Py (a) + f(a) donc f est une fonction
polynomiale.
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Exercice 5 : CCINP 48 - Orthogonal de R[z] pour la horme N,

m SERIES DE FONCTIONS

Soit (fn),.c Une suite de fonctions de K*.
Pour tout n € IN, on pose S,, = Z fx. lasomme partielle au rang n de la série de fonctions Z .
k=0
On souhaite étudier la suite de fonctions (Sy)nen €n étudiant (fn), o (SUr le méme schéma que les séries nume-
riques.)

II Convergence simple

Définition 3 : Convergence simple

On dit que la série de fonctions Z f» converge simplement sur X si pour tout z € X, la série Z fn(x)

converge.Lorsque c’est le cas,

+o0 +o0
mf:izeX— Z fn(x) est appelée somme de la série de fonctions Z fn et est notée f = Z fn
n=0 n=0
+o00o
mSinelN,R,=f-85, = Z fr est le reste d’ordre n de la série de fonctions Z -
k=n-+1

Remarque

R15— A f désigne ici la somme de la série de fonctions Z fn et non la limite simple de la suite de fonctions
(fn)-
R16 — Ainsi, la série de fonctions Z f» converge simplement si et seulement si la suite de fonctions (.S,,) converge

—+oo
simplement, et dans ce cas, S, ——— > _ fa.
n—-+oo

n=0
R17 — Lorsque la série Z fn converge simplement, la suite (f,). converge simplement vers la fonction nulle, et la

réciproque est fausse.
R18 — La somme d’une série de fonctions (ef le reste si elle converge simplement) sont des fonctions.

Exemple : Etudier la convergence simple de Z fn

EN— fr:zre V2
cos (nx)
E12 - T
fn 1+ n222

1
E13— foiz— —
n

Lorsque cela a un sens, on appelle fonction ¢ de Riemann la fonction

+oo 1
n=1
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E Convergence uniforme

Définition 4 : Convergence uniforme

On dit que la série de fonctions Z f» converge uniformément sur X lorsque la suite de fonctions (.S, ).,

converge uniformément sur X, c’est-a-dire lorsqu’il existe [ : X — K telle que
= O partir d’un certain rang, S,, — f bornée sur X,

# Noo (S, — f) —— 0.

n—-+oo

Remarque

R19 — On définit aussi de méme la convergence uniforme au voisinage d’un point (fini ou non) de la série de
fonctions comme convergence uniforme locale de (S,,).

Propriété 7: CU — CS

Si°y f. converge uniformément sur X vers f, alors elle converge simplement vers f.

Démonstration

En effet, si Z fn converge uniformément, (S,,) converge uniformément donc simplement, donc Z fn cOnverge
simplement. [ |

Propriété 8 : CU par majoration uniforme

Sion a une suite réelle (ay,),, telle que
H1 «,, — 0
H2 Vz € X, |S,(z) — f(z)| < o, QU MoIins & partir d’un certain rang
alors

C1 > f. converge uniformément sur X vers f.

Démonstration

Héritée des suites de fonctions. [ |

Propriété 9 : CU par CU des restes vers la fonction nulle

Soit Z fn une série de fonctions convergeant simplement sur X, R,, le reste d’ordre n.

La série de fonctions Z fn converge uniformément sur X si et seulement sila suife de fonctions (R.,),

converge uniformément sur X vers la fonction nulle.
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Démonstration

Conséqguence immédiate de la définition.

Exercice 6 : CCINP 8 - Convergence de séries alternées

Propriété 10 : Condition nécessaire de CU

Si la série de fonctions Z fn converge uniformément sur X, alors la suite de fonctions ( f,,), converge

uniformément vers 0 sur X, ¢’est-a-dire qu’a partir d’un certain rang les f,, sont bornées et N, (f) — 0.

Démonstration

(Rn)n converge uniformément vers 0 donc (f») = (R. — Rn—1)» QUSSi car, par inégalité triangulaire,

| Fn ()] € Noo (Rn — Rn—1) € Neo (Rp) + Noo (Bn-1) = 0

avec une majoration indépendante de z.

! 7

Méthode 5 : Pour montrer que Z f» ne converge pas uniformément

On peut rechercher (z,) € X™ telle que f,(xn) 4 0.

Exercice 7 : CCINP 17 - Convergence uniforme de série de fonctions

S

Méthode 6 : Montrer directement une convergence uniforme de série de fonctions
Ce n’est pas simple en général. On commence par la convergence simple de Z fn vers f. Puis on peut tenter

m de majorer uniformément (en z) directement |R,.| = |S. — f|.

de calculer le reste (séries géométriques, télescopiques),
m d’utiliser le critére sur les séries alternées,

m d’effectuer une comparaison série-intégrale.

En réalité, la plupart du temps, il y a plus simple : la convergence normale.

Exemple

) 1 . N s
E14 — Fonction ¢ sur]1, +oo[: Onfrouve 0 < R, (z) < ———————— par comparaison & une intégrale.
(x —1)n=-1

On en déduit la convergence uniforme sur tout [a, +co[ U a > 1.
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Convergence normale

Définition 5 : Convergence normale

On dit que la série Z f» converge normalement sur X lorsque les f,, sont foutes bornées au moins &

partir d'un certain rang et la série numérique Z N, (fn) converge.

Propriété 11 : La convergence normale implique la convergence uniforme et la convergence absolue

Lorsque la série > " f, converge normalement sur X,
m pour fout x € I, la série numérique Z fn(xz) converge absolument,

. Z f,, converge uniformément.

Démonstration

m Pourtoutz eI,

fn(x)| € Noo (fn) €t on conclut par comparaison de termes généraux positifs dans le cas de

convergence.
+oo
B |R,(z)| < Z N (f») Qui ne dépend pas de z et tend vers 0, ce qui donne bien la convergence uniforme
k=n+1
de la série de fonctions. [ |
Remarque

R20 — On a le diagramme

Convergence uniforme
Convergence normale Convergence simple
Convergence absolue en tout point

Les réciproques sont fausses.

R21 — En cas de convergence normale locale / sur fout segment, on en tire une convergence uniforme du méme
type.

Exemple

E15 - Pour la fonction ¢, il n"y a pas convergence normale sur |1, +oo[, mais sur tout [a, +oo.
On retrouve la convergence uniforme.

2 A i
E16— Z n®ze " ¥ converge normalement sur R* si ef seulement si a < 1.
Sinon, convergence normale sur [a, +oo].
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T\

Méthode 7 : Convergence normale par domination

Pour montrer que Zf,,, converge normalement sur X, on peut rechercher (o). € RY telle que

m Pourtoutn € Nettoutz € X, |fn(z)] < an,

= ) an, converge.

Exemple

E17— fn(x)

Propriété 12 : Critére séquentiel de non convergence normale

S’il existe une suite (a,), € XN telle que la série Z fn(an) Ne converge pas absolument, alors Z fn
n=0
ne converge pas normalement sur X.

Démonstration

Par contraposée, si an converge normalement, alors pour tout n € IN, | fn(an)| < Noo(fn) Qui est un ferme
général de série convergente, donc par comparaison dans le cas positif, Z f(an) converge absolument.

Exemple Exercice 8: CCINP 15 - Convergences uniforme et

2 2 normale d’une série de fonctions
E18— fo(z) =2e™ ™ surRT.

ﬂ Continuité

Théoreme 10 : de continuité d’'une somme de série de fonctions

Soit (f.). une suite de fonctions appartenant & IK!. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est confinue sur I.
H2 La série de fonctions Z fn converge uniformément au voisinage de chaque point de I (sur tout

segment suffit).
Alors
+oo
Cl1 f=>_ f. estcontinuesurI.
n=0

Démonstration

Par théoréme de continuité version suite de fonctions, on a bien
H1 Pour tout n, S, est continue sur I.
H2 La suite de fonctions (S,) converge uniformément au voisinage de chaque point de 1.
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Exemple
E19 — ¢ est continue sur |1, 4+o0].

H Double limite

Théoreme 11 : de la double limite

Soit (f.)n une suite de fonctions appartenant & K*, (b,), € KN et a € T éventuellement infini. On
suppose que

H1 > f. converge uniformément vers f au voisinage de a.

H2 Pour toutn € N, f,(x) — by,.
r—a

Alors
Cl Z b, converge.

+oo
C2 f(z) — > b,
k=0

Autfrement dit, les limites existant bien,

+ oo +oo
ii_rgzofn(x) — ;Jl_rgﬂ o)

Démonstration

Par théoreme de la double limite version suite de fonctions, on a bien
H1 La suite de fonctions (S,) converge uniformément au voisinage de a.

H2 Pour tout n, S, (z) — Bn = Zbk'
k=0

On en déduit que (5,) converge et que f(z) tend vers sa limite lorsque = tend vers a.

Remarque

R22 — A Lorsque a est une borne ouverte de I, une convergence uniforme sur fout segment ne suffit pas!

Exemple
E20 - ¢ en +oo fend vers 1.

Exercice 9
1

1. Etudier la convergence simple de Z fn-

2. Montrer que la somme f de la série de fonctions est continue sur R’ .
3. Montrer qu’il n’y a pas de convergence normale sur R’ .
4. Calculer la limite de f en +oc.
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Exercice 10: CCINP 53 - Etude d’une série de fonctions

Exercice 11 : Contre-exemple en 0 sur fout segment
T
(1 4a22)"

1. Etudier la convergence simple puis calculer la somme f de la série de fonctions Z fn-

Soit f,, : v —

2. Montrer qu’il y a convergence normale sur fout segment de R’;.
3. Que penser de la double-limite en 0" ?

S

Méthode 8 : Pour montrer une absence de convergence uniforme...

... on peut utiliser la contraposée du théoreéme de la double limite.
Typiguement, lorsque la série des limites en a est divergente, ou lorsque les deux limites finales ne sont pas égales,
c’est qu’ily a un défaut de convergence uniforme au point a.

Exercice 12: CCINP 18 (modifié) - Continuité et modes de convergence d’une série entiére
OnposeVn e N*,Vz € R, un(z) = # On considére la série de fonctions Z Un.
n>1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I'ensemble des = ou cette série converge et S(z) la somme de cette série pour = € D.

2. (a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.
(b) Sur quel type d’intervalle y a-t-il convergence normale? Montrer qu’il y a convergence uniforme sur
[0, 1].
(c) Lafonction S est-elle continue sur D ?

Solution :

n
. . a5 1
1. Sijz| < 1,ily a convergence absolue car oI =o0 (—2>
n n

‘ |’VL

Si Jz| > 1, ily a divergence grossiére car ~—— — +o0.
n
Siz = —1, la série harmonique diverge, si z = 1, la série harmonique alternée converge (par exemple par le

TSSA).
Finolemen’r,‘ la série de fonctions converge simplement sur D =] — 1, 1]. ‘
2. (Q) Nyj-1,1 (un) = % donc ‘ iln"y a pas de convergence normale sur D =] — 1, 1]. ‘

Comme uy(z) ——= % qui est un terme général de série divergente, le théoréme de la double limite

Tc—>—1

ne s’applique pas et donc ‘ iln"y a pas de convergence uniforme sur D =| — 1, 1]. ‘

n

(b) Par contre, sur tout intervalle de la forme | — a,a[ 0U 0 < a < 1, Noo [—a,q] (Un) = % = |un(a)| qui est un

terme général de série convergence, donc‘ ily a convergence normale sur [—a, al. ‘

On a donc aussi ‘ convergence uniforme sur ce type d’infervalle. ‘

Reste & savoir s'il y a convergence uniforme au voisinage de 1.
Or, le théoréme spécial s’appliquant pour z € [0, 1], la majoration du reste donne

1
n+1

Vo e[0,1], |Ra(2)] < |unt1(z)] <

qui ne dépend pas de z et tend vers 0.

Iy a donc bien ‘ convergence uniforme sur [0, 1]. ‘

(c) Comme
H1 les u, sont toutes continues sur | — 1, 1] ef comme, d'aprés la question précédente,
H2 Z u, converge uniformément au voisinage de tout point de D =] — 1, 1],

\ S est continue sur D. \
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H Intégration terme a terme sur un segment

Théoréme 12 : Interversion série-intégrale sur un segment

Sia,beR, (f.)n une suite de fonctions de K+ telle que
H1 Pourtfoutn € IN, f,, est continue sur [a, b].

H2 La série de fonctions Z fn converge uniformément vers f sur [a, b]

alors
+oo
Cl1 f=>_ f. estcontinue sur [a,b].
n=0

b
c2 > / fn(t) dt converge.

b +o0

+oo b
c3 Fut) dt = Fal(t) dt.
> [ aow= 3

Démonstration

Par théoreme d’intégration sur un segment version suite de fonctions, on a bien
H1 Pour tout n, S,, est continue sur [a, b].
H2 La suite de fonctions (S,) converge uniformément sur [a, b].

b b
On en déduit que f est continue sur [a,b], et que (/ Sn(t) dt) converge (donc que Z/ fn converge) vers

[r

n

Exercice 13 : CCINP 14 - Intégration terme & terme sur un segment par convergence uniforme

Exercice 14
Pourtout n € IN, = € [0, 1], fu(z) = (=1)"z"(1 — z)°.
+oo
Montrer que Z fn converge normalement sur [0, 1] puis déterminer f = Z e
n=0

—+o0
P (="
En déduire la valeur de S = .
nZ:o (n+1)(n+2)(n+3)

Réponse : 2In2 — g.
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Primitive

Théoréme 13 : Interversion série et primitive

Soient (f,,), une suite de fonctions de K!, a € 1. On suppose que

H1 Pour tout n € N, f,, est confinue sur I.
+oo
H2 La série de fonctions Z fn converge uniformément vers f = Z fn sur touft segment de 1.

n=0

Alors on pose F,, : x / fn(t) dt I'unique primitive de f,, qui s’annule en a et

C1 f estcontinue sur I donc F : x +— / f(t)dt unique primitive de f qui s’annule en a existe bien,

+ oo
C2 La série de fonctions Z F,, converge uniformément sur fout segment de I et F = Z F,.
n=0

Démonstration

S’obtient comme dans le théoreme précédent a partir de la version suites de fonctions.

H Classe C*

Théoréme 14 : Classe C* d’une série de fonctions

Soit (f,). une suite de fonctions de K!, k € IN*, On suppose que
H1 Pour foutn € N, f,, de classe C* sur I.

H2 Pour tout j € [0,k — 1], la série de fonctions Z Y9 converge simplement sur I.

H3 La série de fonctions Z 1% converge uniformément sur tout segment de 1.

Alors
+oo
Cl f=)_ f. estde classe C* surI.
n=0
400 ]
C2 Pour tout j € [0,k], f9) = Z F9,
n=0

C3 Pourtout j € [0,k]. > f9) converge uniformément sur tout segment de 1.

Démonstration

Par théoréme de classe C* version suite de fonctions, on a bien
H1 Pour tout n, S,, de classe C* sur I.

H2 Pour tout j € [0, k — 1]. la suite de fonctions (S,(Lj)) converge simplement sur 1.
H3 La suite de fonctions (Sﬁl’“)) converge uniformément sur tout segment de 1.

On en déduit que f est classe C* sur I, que pourtout j € [0, k], que £ est lalimite de (Sﬁlj)) et que la convergence
est bien uniforme sur tout segment de I.
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Exercice 15 : CCINP 16 - Développement asymptotique de I, et classe C* d’une série de fonctions

Exercice 16

(=n"

n+ax’

Pourn € IN et 2 > 0, on pose f,(z) =
Montrer que » _ f, converge simplement vers f de classe C'.

Calculer 7' et étudier les variations de f.

Théoréeme 15 : Classe C>* d’une série de fonctions

Soit (f.)» une suite de fonctions de K!. On suppose que
H1 Pourtoutn € N, f,, de classe C* sur I.

H2 La série de fonctions Z fn converge simplement sur I.

H3 Pour fout k € IN*, la série de fonctions > f\*) converge uniformément sur fout segment de I.

Alors
+oo
Cl1 f=>_ fn estde classe C* surl.
n=0

“+o0
C2 Pourtoutk € N, f®) =% " (b,
n=0

Exercice 17
o0 1
1. Montrer que ¢ : = €]1, +oo[— Z s est de classe C™ sur |1, +oo[ et donner une expression de ses dérivées

n=1

sous forme de somme.
2. Etudier la convexité de ¢.

+oo n—1
-1
3. Montrerque 7 : =z € R — E % est de classe C*.
n=1

ﬂ Grand classique incontournable (mais HP)

Exercice 18 : Fonctions ¢ de Riemann et n, de Dirichlet

+oo 1 +oo (71)7171
On pose ((z) = ) —etn(x) = 3 =
n=1 n=1

1. Pour quelles valeurs de z peut-on définir ((x)?

2. Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale ?

3. Montrer que ¢ est de classe C™ sur |1, +oo[ et exprimer ses dérivées successives comme sommes de séries
de fonctions.

4. Etudier les variations et la convexité de .

5. Calculer la limite en +cc.

6. Calculer la limite en 1. Le théoréme de la double-limite s’applique-t-il ? Que peut-on en déduire ?

7. Donner un équivalent de ¢ en 1 par comparaison série-intégrale.

8. Tracer le graphe de (.

9. Pour quelles valeurs de z peut-on définir n(x)? Sur quel type d’'intervalles a-t-on convergence normale ?

uniforme ?
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10.
11.

Démontrer que 7 est de classe C> sur R},.
Montrer que si z > 1, n(z) = (1 — 2'~") ((x). Retrouver I'équivalent de ¢ en 1.

1. ]1,4o0[ par critére de convergence des séries de Riemann.

10.

1.

. Ontrouve ¢ ~
xr—r

[a,+oo[ OU a > 1.

k Foo . &k
(®) () = (—1)klnn£”) /N sur fout [a, -+oo[. D0l la classe ¢ et ¢(®(z) = (~1)* lnni”) .
n=1

¢ est décroissante par passage & la limite car toutes les f,, le sont, donc les sommes partielles le sont aussi ou
par négativité de ¢’.

1 par double limite.

Tre solution : comparer & une intégrale, cf question suivante.

2e solutfion : on a envie de comparer ¢ prés de 1 d la série harmonique.

Soit n € IN. Comme ¢ est décroissante, elle a une limite £ finie ou +oco en 1.

29 =N 2.1
OCrona/> — — —,donc ¢ > - =H, . Ainsi £ = .

n 1 n 1 N i ,
Ou encore » = 7 > - > Aapartird'un rang N.
k=1 k=1
Yo
Pourn = N, on a V voisinage de 1 tel que sur V, {(x) > Z T > A. Donc ¢ tend vers +o00 en 1.
k=1
1

1x—1"

. ¢ est décroissante avec une asymptote verticale d’équation z = 1 et une asymptote horizontale d’équation

y=1.

. CSsur R par TSSA.

CN sur [a, +o0[, a > 1.
CU sur [a, +o0[, a > 0 par majoration du reste TSSA.

TSSA apcr : CU sur [a, +oo] pour a > 0 de toutes les dérivées.
Simplifier ¢(z) — n(z).
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