Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

n NORME SUR UN ESPACE VECTORIEL

Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel.

n Norme et distance

Définition 1: Norme, espace vectoriel normé

On appelle norme sur E toute application
N : E — R™ vérifiant
Séparation Pourfoutz € E, N(z) = 0Or = z = 0.

Homogénéité Pour tout =z ¢ E et pour tout A € K,
N(\z) = |\| N(z).

Inégalité triangulaire (ou sous-additivité)
Pourtout z,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y).

On dit alors que le couple (E, N) est un espace
vectoriel normé.

Propriété 1 : d’'une norme

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé, z,y € E.
(0 N0gl = 0w
(i) ==l = fl=]
@iy [Nl =yl | < llz £yl < llll + lyl

Définition 2 : Vecteur unitaire

Dans un espace vectoriel normé (£, ||||). un vec-
teur unitaire ou normé est un vecteur x € E tel que
[lfl = 1.

Définition 3 : Distance associée a une norme

Soit (E, ||-]][) un espace vectoriel normé. On ap-
pelle distance associée a ||-|| I'application

E* — Rt

(zy) — lz -yl

Propriété 2 : d’une distance
Soit (E, ||-||) un espace vectorielnormé, d distance
associéee, x,y,z € E.
() d(z,y) =0<=z =v.
(i Symétrie : d(z,y) = d(y, ).
(i Double inégalité triangulaire :

|d($7z) - d(%?/)‘ < d(CIj’, y) < d(x,z) + d(z7y)‘

Espaces Vectoriels Normés

Définition 4 : distance da une partie

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, A une par-
fienonvidede E,z € E.

On appelle distance de = a A le réel
d(z,A) = gggd(x,a) = éggﬂx—a” qui est bien
défini.

Propriété 3 : 1-lipschitzianité de la distance a une

partie

EFE — R ) o
est I-lipschiftzienne sur E dans
x — d(z,A)
le sens oul

Vm,y € E7 |d($,A) _d(yaA)l < Hx_yH .

C’est en particulier le cas de x — d(z,a) ola € E
avec A = {a}.

E Norme associée & un produit scalaire

Définition 5 : Norme euclidienne

Soit (E, (+])) un espace préhilbertien réel. Pour fout
vecteur x de E, on pose

llzll = +/ (x|2).

L'application ||-|| est appelée norme euclidienne
sur E associée au produit scalaire (+|-).

Propriété 4 : Toute norme euclidienne est une norme

La norme euclidienne associée & un produit sca-
laire est une norme sur E.

Normes usuelles

n Sur K"

Définition 6 : Normes usuelles sur K™
,Tn) € K™,

n
lz|l, = Z |zk| 5
k=1
n n 1/2
ol = (/3 fouf? = (z w) ;
k=1 k=1
ol = max [ox.

On définit, pour z = (x4, . . .
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Propriété 5 : Ce sont des normes Boule fermée de centre a et de rayon r :
Il s’agit de normes sur K. B(a,r) = B'(a,r) = Bf(a,r) ={z € E, |z —a| <r}
Sphére de centre « et de rayon »

ﬂ Sur B(X,K) = L=(X,K) S(a,r) ={z € E, ||z —al =7}.

Propriété 6 : K-espace vectoriel B(X, K)
Définition 10 : Partie convexe

Si X est un ensemble non vide, I'ensemble U tie A de E est dit |
B(X,K), encore noté L>*(X,K) (notations hors- ne partie € [ esl dlie convexe forsque pour
fout z,y € E et pourtout t € [0,1], (1 —t)z +ty € A.

programme) des fonctions bornées définies sur X &
valeurs dans K est un IK-espace vectoriel.

Définition 7 : Norme infini Propriété 10 : Convexité des boules

On définit, pour f € E = B(X,K), Les boules sont convexes.
[flloe = Noo(f) = sup |f(z)]-
reX

H Parties, suites et fonctions bornées

Propriété 7 : Rappel Définition 11 : Partie bornée

Si) € R et A une partie non vide majorée de R, A € P(E) est bomée s'il existe M € R* tel que
alors pourtoutz € A, ||z|| < M,ie A C B(0g, M).
sup(AA) = Asup A

.. . L. Propriété 11 : Les boules sont bornées
Propriété 8 : La norme infini en est une

Toute boule (ouverte ou fermée) de E est bornée.

Définition 12 : Fonction bornée

Soit X un ensemble non vide, f € EX.

On dit que f est bornée s'il existe M € R™ tel que
pourtout z € X, || f(x)|| < M (iesi f(X) =1Im f estune
On définit, pour f € E = C([a, b], K), partie bornée de E.)

Onnote L* (X, E) = B(X, E) |'ensemble des fonc-
tions de EX bornées (notations hors-programme).

No est une norme sur B(X, K).

sur C([a, b], K)

Définition 8 : Normes usuelles sur C([a, b], K)

b
171l = Ni(f) :/ £l do ;
B

b 1/2
I £ll, = Na2(f) = | (@)|* do = < |f ()] dx) ;
@ @ Propriété 12 : Norme infini

— Noo(f) = )
11 () z?[lfb] ()] On pose, pour f € B(X, E), le réel bien défini

Noo(f) = flls = sup [l ()]-
reEX

Propriété 9 : Ce sont des normes Alors (B(X,E),N.) est un espace vectoriel

Il s’agit de normes sur C([a, b], K). norme.

On obtient en particulier, pour X = IN :

n Boules et spheres Définition 13 : Suite bornée

Onfixe (&, [|-[[) un espace vectoriel norme. Soit u € E™. On dit que u est bornée s'il existe
M € RT tel que pour tout n € NN, [ju,| < M (ie s
{un, n € N} est une partie bornée de E.)

Soienta € Eetr e RT. On note ¢*(E) = B(N,E) I'ensemble des
suites bornées 4 valeurs dans E (notfations hors-
programme).

Définition 9 : Boule et sphéres

Boule ouverte de centre « et de rayon r

B(a,r)={z € E, ||zt —al <r}.
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n Produit fini d’espaces vectoriels normés

Propriété 13

Si(E1,N1),...,(Ey, Np) sont des K-espaces vecto-
riels normés.

On pose, pour x = (z1,...,2p) € E1 X -+ X Ep,

N(z) = s Ni(zk).

Alors N est une norme sur E1 x --- x E, appelée
norme produit.

m SUITE D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL
NORME

On fixe (£, ||-||) un K-espace vectoriel normé non nul.

Il Convergence d’une suite

Définition 14 : Suite convergente, divergente

Soitue EN et c E.

On dit que u converge vers ¢ lorsque pour fout
e > 0,ily aunrang & partir duquel u,, est & distance
au plus € de /4.

Autrement dit,

Ve>0, 3INEN, Vn>2 N, |u.—{|<e.

Dans ce cas, on dit que u est convergente et que

¢ est sa limite. On note w, — £ ou u, 5 ¢,

Lorsque u n’est pas convergente, elle est dite di-
vergente.

Définition 15: Modes de convergences d’une suite
de fonctions

Si E =C([a,b],K), (fn) € EN, f € E.
’ Ny
Si f» — f. on parle de convergence en

b
moyenne : / TRORS{0 P a—
a n—r oo
Si fn RAEN f.on parle de convergence en moyenne

b
quadratique : / |fn(t) — F(8)]° dt ——0

. N, .
Si f, == f, on parle de convergence uni-

forme : sup |f.(t) — f(t)) —— 0 (convergence
tE(a,b] n—-+oo

graphique).

Propriété 14 : Unicité de la limite

Soitu € EN, ¢,¢' € E. Siup, — £ €t u, — ¢, alors
(=1,

VERSION DU 23 SEPTEMBRE 2026

Propriété 15: Caractére borné d’une suite conver-
gente

Toute suite convergente est bornée.

Propriété 16 : Convergence de la norme des termes

Soitu € EN, ¢ € E. Siw, — £, alors ||un|| — ||£]|.

Propriété 17 : Convergence par majoration

Siu e EN, a € RY, ¢ € E tel qu’d partir d’un cer-
tain rang ||un — £|| < a., et a, — 0, alors u, — L.

Définition 16 : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence de v € E™ toute
limite (dans (E, ||-||)) de suite extraite de w.

Propriété 18 : Cas des suites convergentes

Une suite convergente a une unique valeur
d’‘adhérence : sa limite.

Corollaire 1: Contraposée

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle
diverge.

E Opérations algébriques

Propriété 19 : Espace vectoriel des suites conver-

gentes

Soit u,v € EN, ¢,¢/ € E.Xx € K. Siup — ¢
et v, — (', dlors uw + M est convergente et
Un + ANy —> £+ M.

Propriété 20 : Produit externe de suites convergentes

Si (u,) € EN et (o) € KN tel que u, — £ € E et
a, — o € K, alors apu, — aof.

Suite a valeurs dans un produit

Propriété 21 : Convergence de suite dans un produit
d’evn
Si (Ev,N1),...,(Ep,Np) sont des K-espaces
vecforiels normés, N la norme produit sur
Ei XX Ep,u= (u(l),...,u(p)> € (B1 x - x Ep)N,
L= (l1,...,0,) € By X --- X Ep. Alors

u 5 ¢ si et seulement siVk € [1,p], u® % 4.
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m COMPARAISON DE NORMES

Soit (E, +, x) un K-espace vectoriel et Ny et Ny deux normes
sur E.

n Domination

Définition 17 : Domination

On dit que N; est dominée par N, lorsqu’il existe
a > 0telque N1 < aNs.

Propriété 22 : Implication de convergences

Soit Ny dominée par N, et u € EN et £ € E. Si
No N1
un, — £, alors u, — ¢.

N
@ Méthode 1 : Montrer que N; n’est pas domi-
née par N,
On peut chercher une suite (uy) telle que

B (N2(up)) bomé mais pas (Ni(un))

m ou alors telle que Na(un,) — 0 et non Ny (uy)
Ni(un)
Na(ur)

® Ou encore tel que — 4o0.

E Equivalence

n Définition

Définition 18 : Normes équivalentes

N; et N, sont dites équivalentes si et seulement
si elles se dominent mutuellement, si et seulement s'il
existe a, 5 € R tel que aN2 < Ny < BNs.

Propriété 23 : Equivalence de convergence

5 = 5 N g
Si N, et N, sont équivalentes, u,, —» £ si et seule-
g N.
ment si u, — .

n Cas de K"

Propriété 24 : Equivalence des normes

Les tfrois normes usuelles sont équivalentes sur K",
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Cas de C([a, b], K)

Propriété 25 : Domination des normes

Sur C([a, b], K).
m N1 < (b—a)Ns ef N n‘est pas dominée par N; .
B Ny < b —aNs ef Ny n'est pas dominée par Ns.
m N1 < Vb—alNy et Na n‘est pas dominée par Nj.

n Cas de la dimension finie

Théoréme 1 : Equivalence des normes en dimension
finie
Toutes les normes sont équivalentes en dimension
finie.

Démonstration

Non exigible, admis provisoirement. |

Propriété 26 : Convergence coordonnée & coordon-
née

Dans un espace de dimension finie, une suife

converge vers une limite si et seulement si chaque

coordonnée dans une base tend vers la coordonnée
correspondante de la limite.

m SERIES VECTORIELLES

Dans toute cette partie, K désigne R ou C., (E, ||-||) est un
K-espace vectoriel normé non nul de dimension finie.

Onposep=dimE et B=(e,...,ep) Une base de E.

n Généralités

Définition 19 : Vocabulaire des séries vectorielles

Soit (un)nen € EN une suite.
Etudier la série de terme général wu,, no-
tée > u,, c'est étudier la suite (Sn)nenw ©OU
n

Sn:ZUk:uo+U1+~~-+un S
k=0

S, est appelée somme partielle d’ordre n de la
série > un.

> u, est dite convergente lorsque (S, ), converge,
divergente sinon.

Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme
de la série > u,, le nombre

+oo "

Sun= lim S, = lim > .
n——+oo n—-+oo

n=0 k=0
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Propriété 27 : Série télescopique vectorielle

Soit (Un)n € E]N. La suite (’l}n) et la série télesco- Convergence qbsolue
pique > (vn+1 — vn) ONt Méme nature et, si elles sont

convergentes,

Définition 21 : Absolue convergente d’une série vec-
. torielle
Z (Vn41 —vn) = lm v, — vo.

n=0 Une série > u, A valeur dans E est dite absolu-
ment convergente lorsque > ||u,|| converge.

Propriété 28 : Espace vectoriel des termes généraux

de séries vectorielles convergentes

Si les séries " u, et ) v, convergent, et si A € K, Théoré 2 Endi ion fini b
Qlors S (un + Avn) converge et éoreme 2 : En dimension finie, convergence abso-
lue = convergence

+oo +oo “+oo

Z (un + Avn) = Z Un + )\Z Un Si E est de dimension finie et si y_ u, converge

=0 =0 n=0 absolument (donc si 3 ||un| converge), alors > un
converge.

La réciproque est fausse.

Propriété 29 : Convergences des séries coordon-
nées

P
Soitu € EN. On pose pourn € N, u, =y _ ulex.
L=l

= Propriété 32 : Inégalité triangulaire vectorielle
La série Y u, converge si et seulement si pour fout

k € [1,p]. la série S ul® converge. Si Y u, est absolument convergente,

Lorsque c’est le cas, +o0 +o0
D unf <D llunll.
n=0 n=0

+oo 4 +oo
D=3 <Z ugp) -
n=0

k=1 \n=0

Propriété 30 : Divergence grossiére n ) ) )
] Sommation des relations comparaison
Siun 4 0, alors > u, diverge. On parle de diver-

gence grossiére. Si les sommations de relations de comparaison dans le pro-
o gramme officiel n’apparaisse que pour les séries numériques,
A La réciproque est fausse! elles s"étendent aisément au cas vectoriel en remplagant dans

. les démonstrations les valeurs absolues par des normes.
Si u, — Og, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la conver-

gence de Y u Deux remarques :
n:
m La série de référence est toujours & termes réels positifs.

E Reste d’une série convergente m Rappel : pour les relations de comparaison vectorielles, ils
suffit de rajouter des normes de partout...

Définition 20 : Reste d’une série vectorielle conver-
gente

+oo

Soit 3~ u, une série convergente ef 5 = _ u.. Théoréme 3 : Sommation des relations comparaison
n=0 =
On appelle reste d’ordre n de la série > u, le CENE O GED ED ST e

nombre R, = S — S, Qui n‘a un sens que si la série
converge.

Soient u € E™, v une suite réelle positive. On sup-
pose que > v, diverge.

On note S, = Zuk ety, = Zn:vk.

k=0 k=0

Propriété 31 : Expression du reste

() Siun =0 (vn), alors Sy, =0 (Z,).

Avec les mémes hypotheses,
N +o0 (i) Siun =o(vn), alors S, = o(3,).
S wh———Ro= Y wef Ry — 0g.
N—+o0 n——+oo
k=n+1 k=n+1

EsPACES VECTORIELS NORMES - PAGE 5 SUR 8



MPI — MPI* - LyCEE LECONTE DE LISLE - LA REUNION

Théoréme 4 : Sommation des relations comparaison
dans le cas de convergence

Soient w € EN, v une suite réelle positive. On sup-

pose que > v, converge.
+oo

On note, sous réserve d’existence, R, = Z m

k=n+1
“+ o0
ef p, = E V.
k=n+1

WS u, =
R, =0 (Pn)

@i Siwn, = o (vn). alors > u, converge et R, = o (pn).

O (vn)., alors > u, converge et

m TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NOR-
MES
Onse donne (E, ||-||) un K-espace vectoriel normé fixé, avec
K = R ou C, d la distance associée.

n Voisinages, ouverts, fermés

n Voisinage

Définition 22 : Voisinage

Soient a € E et V une partie de E.

On dit que V est un voisinage de a s'il existe r > 0
tel que B(a,r) C V, c’est-O-dire qu’il existe une boule
ouverte centrée en a contenue dans V.

Propriété 33 : des voisinages
() SiV voisinage de a et V.C W, alors W est un voi-
sinage de a.

(i) Une reunion non vide quelcongue de voisinages
de a est un voisinage de a.

(i) Une intersection finie de voisinages de a est un
voisinage de a.

Propriété 34 : Voisinages et domination de norme

Si N7 est une norme dominée par N-, alors les voi-
sinages pour Nysont des voisinages pour Na.

Si les normes sont équivalentes, les voisinages
pour l'une sont exactement les voisinages pour
I"autre.

n Parties ouvertes

Définition 23 : Ouvert

Une partie © de E est dite ouverte ou un ouvert
de FE lorsque O est voisinage de tous ses points, autre-
ment ditVa € O, 3r >0, B(a,r) C O.

Par convention, @ est ouvert.

HTTPS: //MPI .LECONTEDELISLE.RE E] ?%
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Propriété 35 : Cas des boules ouvertes

Toute boule ouverte est ouverte (!)

Propriété 36 : des ouverts

() @. E sont ouverts.
(i) Une réunion quelconque d’ouverts est ouverte.,
(i) Une intersection finie d’ouverts est ouverte.

(iv) Un produit fini d’ouverts est ouvert (pour la norme
produit).

Propriété 37 : Ouverts et domination de normes

Si N1 est une norme dominée par N», alors les ou-
verts pour N1sont des ouverts pour N.

Si les normes sont équivalentes, les ouverts pour
I"'une sont exactement les ouverts pour I’autre.

c . )
. Parties fermées

Définition 24 : Fermé

Une partie F de E est dite fermée lorsque son
complémentaire F¢ est ouvert.

Propriété 38 : Cas des boules fermées

Toute boule fermée est fermée (1)

Propriété 39 : des fermés

() @, E sont fermés.
(i Une infersection quelconque de fermés est fer-
mée.
(iify Une réunion finie de fermés est fermée.

(iv) Un produit fini de fermés est fermé (pourla norme
produit).

Propriété 40 : Cas des sphéres

Toute sphére de E est fermée.

Propriété 41 : Caractérisation séquentielle

Une partie F de E est fermée si et seulement si
toute suite convergente d’éléments de F a sa limite
dans F.
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E Adhérence, densité, intérieur . Intérieur

Définition 28 : Point intérieur et intérieur d’une partie

n Points adhérents, adhérence ) ,
Soit A une parfie de E, xe E.

x est un point intérieur & A lorsque A est un voisi-
nage de z, c’est-a-dire qu’il existe une boule ouverte
Soit A une partie de E et x € E. On dit que x est centrée en z incluse dans A.
adhérent & A lorsque Ve > 0, B(z,e)NA# 3. L'ensemble des points intérieurs & A est appelé in-
térieur de A, noté A.

Définition 25 : Point adhérent

Propriété 42 : Caractérisation séquentielle

Propriété 48 : Croissance
z est adhérent & A si et seulement s'il existe une ) . .
suite (an)new d’éléments de A qui converge vers z. SiAC B, alors AcC B.

Définition 26 : Adhérence Propriété 49 : Caractérisation

L'adhérence A de A est I'ensemble des points

adhérents & A A est le plus grand ouvert inclus dans A.

Propriété 50 : Caractérisation des ouverts

Propriété 43 : Croissance

G A I8 el Ee T O est ouvert si et seulement si © = O.

Propriété 51 : Adhérence, intérieur et complémen-

Propriété 44 : Caractérisation

taire

A est le plus petit fermé confenant A. Si A est une partie de E, (A)C — A of A° = A

Propriété 45 : Caractérisation des fermés n Frontiére

F est un fermé de FE si et seulement si F = F. iy T ——

On appelle frontiere de A I'ensemble
Fr(A) =4\ A.
Propriété 46:Cas des sous-espaces et des
convexes (HP)

Si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A I’est Propriété 52 : Caractére fermé
aussi.
Si A est un convexe de E, alors A |'est qussi. Une frontiére est foujours fermée.
H Densite Ouverts, fermés, voisinages relatifs

Définition 27 : Densité On se fixe une partie A non vide de E.

D est dense dans E lorsque D = E, c’est-a-dire n o ]
lorsque toute boule ouverte rencontre D. Voisinage relatif

Définition 30 : Voisinage relatif

Propriété 47 : Caractérisation séquentielle Soit a € A. On appelle voisinage relatif de o dans

A toute partie V' de A s’écrivant V! = ANV ou V est

D est dense dans E si et seulement si tout éléement un voisinage de a, c’est-a-dire telle qu’il existe » > 0
de FE est limite d’une suite d’élément de D. tel que B(a,r)NA C V",
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n Ouverts relatifs

Définition 31 : Ouvert relatif

Une partie O’ de A est un ouvert relatif de A (ou
pour la topologie induite sur A) lorsqu’elle est un voisi-
nage relatif de chacun de ses points.

Propriété 53 : Caractérisation

O’ de A est un ouvert relatif de A si et seulement
s’il existe un ouvert O tel que ©' = O N A.

Fermés relatifs

Définition 32 : Fermé relatif

Une partie F’ de A est un fermé relatif de A si son
complémentaire dans A est un ouvert relatif de A.

Propriété 54 : Caractérisation

F' est un fermé relatif de A si et seulement s’il
existe un fermé F tel que F' = F N A.

Propriété 55 : Caractérisation séquentielle

Soit F' une partie de A.

F' fermé relatif de A si et seulement si F' est une
partie de A telle que foute suite d’éléments de F’
convergeant dans A a sa limite dans F’.

n Densité

Définition 33 : Densité dans une partie

Soit B partfie de A. B est dense dans A si et seule-
ment si A C B si et seulement si tout élément de A est
limite d’une suite d’éléments de B.
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