Espaces Vectoriels Normés

Extrait du programme officiel :

Espaces Vectoriels Normés

Les notions d’espace métrique et, a fortiori, d’espace topologique, sont hors programme. Il en est de méme des notions de suite

de Cauchy et d’espace de Banach.

Dans toute cette section, K désigne R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Normes et espaces vectoriels normés

Norme sur un K-espace vectoriel. Structure d’espace vectoriel
norme.

Distance associée & une norme.

Boules fermées, boules ouvertes, spheres. Convexité des boules.

Parties, suites, fonctions bornées.

Norme associée & un produit scalaire sur un espace préhilbertien
réel.

Normes || |

Norme de la convergence uniforme sur I'espace des fonctions
bornées & valeurs dans K.

1 20 | oo SUr K™,

Normes de la convergence en moyenne et de la convergence
en moyenne quadratique sur I'espace des fonctions continues
sur un segment & valeurs réelles ou complexes.

Produit fini d’espaces vectoriels normés.

Vecteurs unitaires.

Inégalité triangulaire.

On infroduit & cette occasion la notion de partie convexe d’un
espace vectoriel réel.

Notation || ||eo.

Pour les applications pratiques, on peut utiliser sans justification
I'égalité sup(kA) = ksup(A) pour A partie non vide de R et
keRT.

Notations || ||1 et || |2

b) Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé

Suite convergente, divergente. Unicité de la limite. Caractére
borné d’une suite convergente. Opérations algébriques sur les
suites convergentes. Convergence d’une suite & valeurs dans un
produit fini d’espaces vectoriels normés.

Suites extraites, valeurs d’adhérence.

Une suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence diverge.

c) Comparaison des normes

Normes équivalentes. Invariance du caractére borné, de la
convergence d’une suite.

Utilisation de suites pour établir que deux normes ne sont pas
équivalentes.

d) Topologie d’un espace normé

Ouvert d’un espace normé. Stabilité de I'ensemble des ouverts
par réunion quelconque, par intersection finie.

Voisinage d’un point.

Fermé d’un espace normé. Stabilité de I'ensemble des fermés
par infersection quelconque, par réunion finie.

Point intérieur, point adhérent.
Intérieur, adhérence, frontfiére d’une partie.

Caractérisation séquentielle des points adhérents, des fermés.

Partie dense.

Invariance des notions topologiques par passage a une norme
équivalente.

Une boule ouverte est un ouvert. Un produit (fini) d’ouverts est un
ouvert.

Une boule fermée, une sphére, sont fermées. Un produit (fini) de
fermés est fermé.
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Si A est une partie d’un espace normé, ouvert et fermé relatifs
de A. Voisinage relatif.
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CAPACITES & COMMENTAIRES

Par définition, une partie U de A est un ouvert relatif si U est voi-
sinage relatif de chacun de ses points.

Caractérisation comme intersection avec A d’un ouvert de E.
Les fermés relatifs sont par définition les complémentaires dans A
des ouverts relatifs. Caractérisation séquentielle. Caractérisation
comme intersection avec A d’un fermé de E.

j) Espaces vectoriels normés de dimension finie

Equivalence des normes en dimension finie.

Invariance des différentes notions topologiques par rapport au
choix d’une norme en dimension finie. Topologie naturelle d’un
espace normé de dimension finie.

La démonstration n’est pas exigible.

La convergence d’une suite (ou I'existence de la limite d’une
fonction) & valeurs dans un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie équivaut & celle de chacune de ses coordonnées dans
une base.

Séries vectorielles

L'objectif de cette section est d’étendre la notion de série convergente au cadre des espaces vectoriels normés de dimension

finie.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Séries a valeurs dans un espace normé de dimension finie

Sommes partielles. Convergence, divergence.
Somme et restes d’une série convergente.

Linéarité de la somme.

Le ferme général d'une série convergente tend vers 0.
Lien suite-série, séries télescopiques.

Série absolument convergente.

Une série absolument convergente d’éléments d'un espace
vectoriel normé de dimension finie est convergente.

La série de terme général u,, est notée 3~ uy,.
“+oo
En cas de convergence, notation » " u,.

n=0

Divergence grossiére.

Le critére de Cauchy est hors programme.
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[CIFEE
Dans fout le chapitre, K désigne R ou C.

n NORME SUR UN ESPACE VECTORIEL

Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel.

II Norme et distance

Définition 1: Norme, espace vectoriel normé

On appelle norme sur E toute application N : E — R vérifiant

Séparation Pour tout x € E, N(z) = 0r = z = 0.

Homogénéité Pour fout z € E et pour fout A € K, N(Az) = |A\| N(z).

Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) Pour fout z,y € E, N(x +y) < N(z) + N(y).
On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Remarque
R1 - Souvent notée ||-|| également.
R2 - Pas de cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire.
R3 — La positivité est en fait automatique ! Par homogénéité et inégalité triangulaire, sixz € E,

2N(z) = N(z) + N(—z) > N(z —z) = N(0g) = |0| N(0g) =0

Exemple
E1 - Valeur absolue sur R (y en o-t-il d’autres ?) et module sur C.

Propriété 1: d’une norme

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, z,y € E.

() [10g|l = Or iy [Nl =Myl | < e £yl < ol + Iyl
(i) =]l = ll=

Démonstration

@) II'suffit de prendre A = 0 dans I’homogénéité.
(i) C’est encore ’lhomogénéité.

(i) On a deja [lz+yl| < |zl + |yl puis [z—y] < || + [ly[l avec la propriete préceédente, puis
lz+y -yl < llz+yl + [lyll donne [lz|| — [lyl| < [l=+ yl| puis par symétrie des rdles ||y|| — [|lz[| < [z +y|| ce
qui donne bien | ||zl — [lyll | < ||z + y||. Enfin, on tire | ||z]| — [ly]| | < |lz — y|| de la propriété précédente.

Définition 2 : Vecteur unitaire

Dans un espace vectoriel normé (E, ||-||). un vecteur unitaire ou normé est un vecteur z € E tel que
] = 1.

Remarque
R4— Siz # 0g, mx est le vecteur normé associé & = (de méme direction et de méme sens.)
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Définition 3 : Distance associée d une norme

Soit (E, ||-|) un espace vectoriel normé. On appelle distance associée & ||| I'application

E? — R*t

(@,y) — flz—yl

Propriété 2 : d’une distance

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, d distance associée, x.,y,z € E.

N d(z,y) =0 <=2 =1y. (iify Double inégalité triangulaire :
(i) Symétrie : d(x,y) = d(y, ). ld(@, 2) — d(z,9)| < d(w,y) < (@, 2) + d(z,9).
Démonstration
(i) Facile.
(i) Facile.
(i) d(z,y) = |lz — 2+ 2z —y|| < d(z,2) +d(z,y) d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) donc d(z, z) — d(z,y) < d(z,y) d’ou on tire
par symétrie |d(z, z) — d(z,y)| < d(z,y). |
Remarque

R5— |l existe une notion plus générale (Hors Programme) de distance sur un ensemble E : c’est une appli-
cation de E? dans RT symétrique, telle que d(z,y) = 0 «— 2 = y et vérifiant I'inégalité triangulaire
d(z,z) < d(=x,y) + d(y, z). On dit alors que (E, d) est un espace métrique.

C’est bien le cas de la distance associée & une norme.

Définition 4 : distance a une partie

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, A une partie non vide de E, x € E.
On appelle distance de » a A le réel d(z, A) = inxf4 d(z,a) = inxf4 ||z — a|| qui est bien défini.
a€c ac

Démonstration

{|lz = a||, a € A} est une partie non vide de R (car A non vide) minorée par 0. |

Remarque

R6 — En général, la distance n’a pas de raison d’étfre afteinte.
Par contre, comme vu en premiere année sans le chapitre sur les espaces préhilbertiens réels, elle I'est en un
vecteur unique lorsque E est muni d’un produit scalaire et A est un sous-espace vectoriel de dimension fini
(I'unique vecteur atteignant la distance étant le projeté orthogonal sur A).

Propriété 3 : 1-lipschitzianité de la distance a une partie

E — R
x — d(z,A)

est I-lipschitzienne sur E dans le sens ou

C’est en particulier le cas de z + d(z,a) ol a € E avec A = {a}.
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Démonstration
Si a € A, par inégalité triangulaire, d(z,4) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a) donc pour fout a € A,
d(y,a) > d(z, A) — d(z,y) qui ne dépend pas de a donc qui est un minorant de {d(y,a), a € A}, donc par défi-

nition de la borne inférieure, d(y, A) > d(z, A) — d(z,y)., ce qui donne d(z, A) — d(y, A) < d(z,y), par symétrie on a
aussi d(y, A) — d(z, A) < d(z,y) et donc |d(z, A) — d(y, 4)| < d(z,y). ]

E Norme associée & un produit scalaire

Définition 5 : Norme euclidienne

Soit (E, (-]-)) un espace préhilbertien réel. Pour tout vecteur x de E, on pose

2] =/ (x]2).

L'application ||-|| est appelée norme euclidienne sur £ associée au produit scalaire (-|-).

Propriété 4 : Toute norme euclidienne est une norme

La norme euclidienne associee a un produit scalaire est une norme sur E.

Démonstration

Soientz € E et A € R.
B z|=0=|z|’=0= (z|z2) =0= 2 =0g
m Azl = /(Az[Az) = /A2 (z]z) = A [|z]]

= Inégalité triangulaire : Soient z et y des vecteurs de E. Il est plus pratique de travailler avec le carré des
normes :

lz +ylI* = (z +ylz +y)

= (z]z) + 2(zly) + (yly)

= ll2ll* + Ilyll* + 2(«ly)

< lz))® + lyll? + 2 ||z ||y o apres Iinégalité de Cauchy-Schwarz
< (el + llyl)?®

Normes usuelles

n Sur K"

Définition 6 : Normes usuelles sur K”

On définit, pour z = (4, ..., x,) € K7,

lzlly = Y |zl ;

k=1
w D 1/2
2 2
folly = (|3 ul? = (Zm) ;
k=1 k=1
2]l = max |x].

kel1,n]
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Remarque

R7 — Onrappelle que |[|-||, sur R™ est la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique

(zly) = Z TrYk-
k=1

Rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz : siz,y € R"™, [(z|y)| < ||z, ||y, soit encore

avec égalité si et seulement si (z, y) liée.
Atftention : pas de produit scalaire ni d'inégalité de Cauchy-Schwarz pour K = C dans notre programme.

Propriété 5 : Ce sont des normes

Il s’agit de normes sur K",

Démonstration

Casde |||,

n

Séparation Siz € K" et si ||z, = Z |zx| = 0, pour tout k € [1,n]. |zx| = 0 car on somme des termes positifs,
k=1
donc z = Ok».

Homogénéité Pas de difficulté.
Inégaiité friangulaire Siz,y € K", ||z +yll, = Y lox +yl <D (2l + ) = llzlly + llyll;-
k=1 k=1

Casde |||

Séparation Si z € K" et si [|z|| , = knﬁxﬂ |zx| = 0, pour tout k € [1,n], |zx| = 0 car on prend le maximum de
ell,n
termes positifs, donc = = Ok~

Homogénéité Siz € K" et A € K, ||\z||, = (T (IA] |z ]) = |A] T lzx| = |A| ||lz]|, car|A] > 0.

Inégalité triangulaire Siz,y € K", pourtout k € [1,n], |zk + yr| < |zx| +|yx] < [lz]| + ||yl donc en particulier
2+ 9yl < N2l + 1Yl
Casde |||,

Cas K = R : Il s’agit de la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique.
Cas K = C : Pas de produit scalaire au programme pour K = C.

Bonne définition Six c C", Z lz|* € RT donc ||z|, est bien défini (et positif).
k=1

n

> " |zx|* =0, pour tout k € [1,7n]. |zx|* = 0 car on somme des termes
k=1

Séparation Siz € C" et si||z|, =

positifs, donc z = Okn.
Homogénéité Pas de difficulté.

Inégalité triangulaire Pas d’inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas complexe au programme. On se
ramene au cas réel.

n n n

o+l =D loe +yel> =D (@ +ue) @ +75) = D (Joxl* + yel* + ey + 2475)

k=1 k=1 k=1

= llll3 + lyll3 + 2D _ Re (Twy)-

k=1

Or, pour tout k € [1,n]., Re (Tryr) < [Twys| = |zk| |yx| dONC

n n
> " Re @ryr) < Y |zl yk] <
k=1 k=1

n n
Dol lyel® = Nzl llyll,
k=1 k=1
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en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs réels (|z1], .. ., |zn]) €t (Jya], .-, |yn])-
. 2
Finalement, [|z + yl5 < (llzlly + Ilyll,)” donc |z + yll, < llzll; + llyll,. u

Remarque
R8 — On peut montrer que plus généralement, sip > 1,

n 1/p
=, = (Z $k|p>
k=1

est une norme sur K et méme que ||z|| ——— ||z cf TD) d’ou la notation.
q . n o
p——+oo

R9 — Plus généralement, sur un KK-espace vectoriel de dimension n, de base B = (e1,...,e,), ON décompose un

n

vecteur z = » " zyex ef on pose
k=1

n

lzlly =D lexl,

k=1

et

qui définissent des normes sur E.

Exemple

E2- Sur K, [X], on peut définir des normes, pour P =Y " ax X",
k=0

IPlly = laxl,  [I1Pll, =
k=1

n
2
et Pl = .
> lax 1Pl = maxfa

E3 — Sur M, (KK),on peut définir des normes

2
= Y el M= [ Y el M= max e
(i) E[1,m]? (i) ML Cappelinse]

b | sur B(X,K) = L®(X, K)

Propriété 6 : K-espace vectoriel B(X, K)

Si X est un ensemble non vide, I'ensemble B(X,K), encore noté L> (X, K) (nofations hors-programme)
des fonctions bornées définies sur X & valeurs dans K est un IKK-espace vectoriel,

Remarque
R10— C’est méme une K-algébre.
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Démonstration

C’est une sous-espace vectoriel de KX car une partie de cet espace, non vide (contient toute fonction
constante) et si f,g € B(X,K), My, M, € R* tel que |f| < M; et |g] < My, A € K, alors pour tout z € X,
|f(z) + Xg(z)] < My + |A\| Mg donc f + Ag € B(X,K). [ |

Définition 7 : Norme infini

On définit, pour f € E = B(X,K),

[flloe = Noo(f) = sup | f ()]
reX

Remarque
R11 — Bien définique Im f = {|f(z)|, € X} est une partie non vide majorée de R.

Propriété 7 : Rappel

Si X € Rt et A une partie non vide majorée de R, alors

sup(AA) = Asup A

Propriété 8 : La norme infini en est une

No est une norme sur B(X, K).

Démonstration

Bonne définition Soit f € B(X,K). N (f) est bien défini (et positif).
Séparation Soit f € B(X,K). Si Noo(f) = 0, pour tout z € X, 0 < |f(z)] < Noo(f) = 0 doNncC f = Ox.
Homogénéité C’est la formule rappelée ci-dessus.

Inégalité triangulaire Si f,g € B(X,K) etz € X, |f(z) + g(z)| < |f(z)| + |9(z)] € Noo(f) + Noo(g) Qui ne dépend pas
de z, donNC Noo(f + 9) < Noo(f) + Noo(g). -

Sur C([a, b], K)

Définition 8 : Normes usuelles sur C([a, b], K)

On définit, pour f € E = C([a,b], K),

Iflly =Nu(f) = [ |fl da;

o b 1/2
I1£]ly = Na(f) = |f<x)|2dx:< |f(x)|2dx) ;

a

[flloe = Noo(f) = sup |f()].

Remarque
R12- Pour f € C([a,b],K),on améme Nu(f) = 1?[1ab>]< |f] d’aprés le théoréme des bornes atteintes.

R13— On rappelle que N, sur C([a, b], R) est la norme associée au produit scalaire canonique

(flg) = / f()g(t)dt.

Rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz : si f, g € C([a, b], K),
|(flg) < Na2(f)Na(g)
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al< | “wor a [ oy a

avec égalité si et seulement si (f, g) liee.
Aftention : pas de produit scalaire ni d’'inégalité de Cauchy-Schwarz pour K = € dans notre programme.

Propriété 9 : Ce sont des normes

Il s’agit de normes sur C([a, b], K).

Démonstration
Soit E = C([a, b], K).
Casde NV;

b
Bonne définition Si f € E, |f| € E et Ni(f) = / |f(t)] dt est bien défini (et positif).

Séparation Si f € E etsi Ni(f) = ' |f(t)] dt = 0, comme |f| est continue et positive, par positivité améliorée,
| f| donc f est la fonction nulle sur [a, b].

Homogénéité Pas de difficulté, par linéarité de I'intégrale.

Inégalité triangulaire Si f,g € B, Ny (f + g) = / () + g(0)] dt < / F(8)] dt +/ l9(®)] dt = N1(f) + Ni(g)
par inégalité triangulaire dans K et linéarité de I'intégrale.

Cas de N, Se déduit directement de ce qui a été vu sur B([a, b], K) car E C B([a,b], K). Notons qu’ici la preuve
est un peu plus simple car le sup est atteint : ¢’est un max.

Cas de N,

b
Bonne définition Si f € E, / IF(&)]> dt € RT donc Na(f) est bien défini (et positif).

b
Séparation Si f € E et si No(f) = / |£(t)]* dt = 0, comme |f|* est continue et positive, par positivité

améliorée, | f|* donc f est la fonction nulle sur [a, b].

Homogénéité Pas de difficulté.

Inégalité triangulaire (Appelée inégalité de Minkowski dans ce cas.) Soient f,g € E.
Cas K=R

b b b b
No(f +9) = / (F(8) + g()? d = / (F(@)? dt + / (9(t))? dt +2 / F(H)g(t) dt
< N2(f)? + Na(g)® + 2N2(f)N2(g)
= (N2(f) + Na(9))°

par inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire canonique de C([a, b, R).
Comme tout est positif, on a bien Na(f 4+ g) < Na(f) + Na(g).

Cas K = C Pas d’'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas complexe au programme. On se raméne
au cas réel.

b
No(f +9)° /|f+g| —/ (f+g)(?+§):/ [I£* +lgI® + Fg + £3]
= No(f)? + Na(g)? + 2/ Re (fg)
<N2(f)2+N2(g)2+2/ |79

b
Na(f)? + Na(g)? +2 / 1£11dl

< N2(£)? + Na(g)? + 2Na2(£)Na(g) par inégalité de Cauchy-Schwarz (réelle), avec |f|, |g] € C([a, ], R)
< (N2(f) + N2(9))?
Finalement, Na(f + g) < Na(f) + Na(g).
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ﬂ Boules et sphéres

On fixe (E, ||-]|) un espace vectoriel normé.

Définition 9 : Boule et sphéres

Soienta € Eetr e RT.
Boule ouverte de centre « etderayon» : B(a,r) ={xz € E, ||z —al < r}.
Boule fermée de centre a et de rayon r : B(a,r) = B'(a,r) = By(a,r) = {z € E, ||z —al| < r}.
Sphére de centre a etderayonr : S(a,r)={z € E, ||z —al =1}.

Exemple
E4— Casolr =0: B(a,0) = @ et B(a,0) = S(a,0) = {a}.

E5- Casde (R, ||): B(a,r) =la —r,a+r[, Bla,r) = [a—r,a+r], S(a,r) ={a—r,a+r}.
E6 — Boule unité fermée dans R? pour les trois normes usuelles.

Définition 10 : Partie convexe
Une partie A de E est dite convexe lorsque pour tout x,y € E et pour fout ¢ € [0,1], (1 — )z + ty € A.

Remarque
R14— {(1 —t)z +ty, t € [0, 1]} représente le segment formé par les extrémités des vecteurs z et .

Propriété 10 : Convexité des boules

Les boules sont convexes.

Démonstration

Siz,y € B(a,7),t€]0,1,z=(1-t)z+ty. [z —al| = [ -t)(z—a) +ty—a)[| < 1 —t) |z —al + ¢ty —a] <.
Le cas de B(a,r) est similaire. [

E Parties, suites et fonctions bornées

Définition 11 : Partie bornée
A € P(E) est bornée s'il existe M € R* tel que pour tout = € A, ||z|| < M, ie AC B(0g, M).

Propriété 11 : Les boules sont bornées

Toute boule (ouverte ou fermée) de E est bornée.

Démonstration

Siz € B(a,r)UB(a,7), ||z = |z —a+al <7+ |al. |
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Remarque
R15— Une partie est bornée si et seulement si elle est incluse dans une boule (par exemple fermée).

Définition 12 : Fonction bornée

Soit X un ensemble non vide, f € EX.

On dit que f est bornée s'il existe M € R tel que pour tout =z € X, || f(x)|] < M (ie si f(X) = Im f est
une partie bornée de E.)

On note L*>°(X, E) = B(X, E) '’ensemble des fonctions de EX bornées (notations hors-programme).

Propriété 12 : Norme infini
On pose, pour f € B(X, E), le réel bien défini Noo (f) = || fl . = sup || f(z)].
reX

Alors (B(X, E), N) est un espace vectoriel normeé.

Démonstration

Démonstration similaire a B(X, K) en remplagant |-| par ||-|| (ce qui est bien licite). [

On obtient en particulier, pour X = IN :

Définition 13 : Suite bornée

Soit u € EN. On dit que u est bornée s'il existe M € R* tel que pour fout n € N, |ju,| < M (ie si
{un, n € N} est une partie bornée de E.)
On note ¢ (E) = B(IN, E) I'ensemble des suites bornées & valeurs dans E (notations hors-programme).

Remarque
R16 — On peut aussi définir une norme infini sur I'ensemble ¢°°(E) des suites bornées :

[[ullo = sup [lun]]
n€eN

H Produit fini d’espaces vectoriels normés

Propriété 13

Si(E1, N1),. .., (Ep, N,) sont des K-espaces vectoriels normes.
On pose, pour x = (z1,...,xp) € By X --- X E,,

N(x) = e Ni(zk).

Alors N est une norme sur E; x --- x E, dppelée norme produit.

Remarque
R17 — En prenant || sur K, la norme produit sur K™ est ||-|| _.
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m SUITE D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

On fixe (E, ||-||) un K-espace vectoriel normé non nul.

Il Convergence d’une suite

Définition 14 : Suite convergente, divergente

Soituec ENetlc E.
On dit que u converge vers ¢ lorsque pour tout e > 0, il y a un rang & partir duquel u,, est & distance
au plus  de 7.
Autrement dit,
Ve>0, INeN, Vn>N, |u,—/¢|| <e.

Dans ce cas, on dit que u est convergente et que ¢ est sa limite. On note u,, — £ ou u,, M /.
Lorsque u n’est pas convergente, elle est dite divergente.

Remarque
R18 — u, — £ si et seulement si la suite réelle (||u, — ¢||). converge vers 0.

R19 — u, — £ si et seulement si
Ve>0, INEN, Vo> N, u, € B({,¢).

On peut utiliser B(¢, e) ou B(¢, €) indifféremment.
R20 — La convergence dépend a priori de la norme.

Définition 15 : Modes de convergences d’une suite de fonctions
SiE =C([a,b],K). (f.) € EY, f € E.

b
Si £, M, f.on parle de convergence en moyenne : / |fn(t) — f(2)] dt P 0.
a n—-+0o0

b
Si fn, EiEN f.on parle de convergence en moyenne quadratique : / |fn(t) = f()]2 dt ——— 0.

n—-+oo

Si fn Nes, f.on parle de convergence uniforme : sup |f,(t) — f(t)] e 0 (convergence graphique).
t€la,b] w S0

Propriété 14 : Unicité de la limite

Soitu e EN, ¢, ¢ € E. Siu,, — ¢ etu, — ', alors { = /',

Démonstration

Démonstration similaire & celle des suites numérique en remplagant les valeurs absolues/modules par des
normes. [ |

Propriété 15 : Caractére borné d’une suite convergente

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Il suffit par exemple de prendre € = 1 dans la définition. [ |
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Propriété 16 : Convergence de la norme des termes

Soitu € EN, ¢ € E. Siu,, — £, alors ||u,| — ||£].

Démonstration

Par inégalité triangulaire, ||jun || — ||4||| < |Jun — £]|. [ |

Propriété 17 : Convergence par majoration

Siu e EN, a € RN, ¢ € E tel qu’d partir d’un certain rang ||u,, — ¢|| < o, €t o, — 0, alors u,, — £.

Démonstration

Par propriété sur les suites réelles, on A |lun, — £|| — 0 ce qui signifie u, — . [

Définition 16 : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence de u € EN toute limite (dans (E, ||-||)) de suite extraite de w.

Propriété 18 : Cas des suites convergentes

Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence : sa limite.

Démonstration
En effet, si u,, — £, foute suite extraite converge vers ¢ car ||u, — ¢|| — 0 implique que pour tout extractrice ¢,
|| (n) — €]| — 0 d’aprés la propriété connue sur les suites réelles. [ |
Remarque

R21 — Réciproque fausse en général. On verra bien un contexte dans lequel elle est vrai (spoiler : il suffit qu’elle soit
d valeur dans un compact.)

Corollaire 1: Contraposée

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle diverge.

E Opérations algébriques

Propriété 19 : Espace vectoriel des suites convergentes

Soitu,v € EN, ¢,¢' € E,\ € K. Siu,, — £ etv, — ', alors u + v est convergente et u,, + \v,, — £+ \l'.

Démonstration

[(un + 2vn) = (€+ M| < [lun = €] + [\ [Jon = €[] 0. ™
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Propriété 20 : Produit externe de suites convergentes

Si (u,) € EN et (a,,) € KN tel que u,, — ¢ € E et a,, — a € K, alors a,u,, — al.

Démonstration

lanttn — ]| = Il(ctn — @tn + a(tn — )| < lan = af [[ua]l + la] u — €] = 0

car u est bornée car convergente. [

Suite a valeurs dans un produit

Propriété 21 : Convergence de suite dans un produit d’evn

Si (E1, N1),...,(E,, N,) sont des K-espaces vectoriels normés, N la norme produit sur Ey x --- x E,,
w=(uD,... u®)) e (B x - x E)", 0= (,...,6,) € By x -~ x E,. Alors

u s ¢ si et seulement si pour tout k € [1,p], u® LNy

Démonstration
Conséguence immédiate de la définition de la norme produit

N(un —£) = max Ny (u%k) — Zk) .

1<k<n

m COMPARAISON DE NORMES

Soit (E, +, x) un K-espace vectoriel et N; et N, deux normes sur E. On note B (a,r) (respectivement Bz(a,r)) une
boule ouverte pour N; (respectivement Na).

Il Domination

Définition 17 : Domination

On dit que N, est dominée par N, lorsqu’il existe o > 0 tel que N; < aNs.
Remarque

R22 — Traduction avec les boules : Ba(a,r) C Bi(a,ar).
R23 — Si une partie ou une fonction ou une suite est bornée pour N,, elle I'est automatiquement pour N; aussi.

Propriété 22 : Implication de convergences
Soit Ny dominée par Ny etu € EN et £ € E. Siu, 22 ¢, alors u, % 0.

Remarque
R24 — Si N7 n’est pas dominée par N2, on fabrique une suite qui tend vers 0 pour N, et diverge pour N; : pour tout
n e N,onaz, € Etelque Ni(z,) > nNz(zy,). |l suffit alors de poser z,, = ;rn
VnN2(zn)

EsPACES VECTORIELS NORMES - PAGE 15 SUR 31



MPI — MPI* - LyCEe LECONTE DE LISLE - LA REUNION [(cc) DOO)

EV MG SR

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE %‘* p%
[l 2 ]

@ Méthode 1 : Montrer que N; n’est pas dominée par N,
On peut chercher une suite (u,) telle que
m (N2(un)) borné mais pas (N1 (un))
= ou alors telle que Na(u,) — 0 et non Ny (u,)

Nl(un)

m Ou encore tel que
N2(un)

— +00.

H Equivalence
n Définition

Définition 18 : Normes équivalentes

N, et N, sont dites équivalentes si et seulement si elles se dominent mutuellement, si et seulement s’il
existe o, B € R} tel que alNy, < N; < BNs.

Remarque
R25 — C’est une relation d’équivalence.

Propriété 23 : Equivalence de convergence

0 P g N g g N-
Si N, et N, sont équivalentes, u,, — ¢ si et seulement si u,, — /.

Démonstration

Par la définition de I'équivalence des normes, N1 (un, — ) — 0 <= Na(u, — £) — 0. [

ﬂ Cas de K"

Propriété 24 : Equivalence des normes

Les trois normes usuelles sont équivalentes sur K",

Démonstration

Visualiser avec des boules.

B |-, <n|l, casdégalité : vecteur dont les modules des composantes sont constants.

B[]l <]l cas d'égalité : tous nuls sauf 1.

B -, < vn|-ll, CS-cas d'égalité : celui de CS = vecteur dont les modules des composantes sont constants.
B[], < |]-|l, cas d’égalité : fous nuls sauf 1.

B ], < vn|-l, cosdégalité : tous égaux.

Bl <], cas d’égalité : tous nuls sauf 1.
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Cas de C([a, 0], K)

Propriété 25 : Domination des normes

Sur C([a,b], K),
< (b—a)N4 et N, n‘est pas dominée par Njy.
B Ny <+b—alNy ef Ny, n‘est pas dominée par N».
< Vb — aN, et Ny n‘est pas dominée par N;.

Démonstration

N1 < (b—a)No : plus facile de converger en moyenne qu’uniformément. Egalité pour une fonction de module
constant.

N2> < /b — aN : €galité pour f de module constant.

N; < Vb — aN, par Cauchy-Schwarz. Egalité pour f de module constant.

Noo N'est pas dominée par N : sur [0,1], f, telle que Neo(fn) =n et Ni(fn) = % : friangle entre (0,n) et (%7 0).

2
2

3
Avec laméme suite de fonctions (sur {0, %] cfn(z) =n— %x) et un changement de variable simple, N2 (f,) = g :
n
N> n’est pas dominée par N;.
Et donc N, n'est pas dominée par N» non plus.

1 1
On peut aussi utiliser g, : t — t™ sur [0,1] aveC Noo(gn) = 1, N1(gn) = —— — 0 et Na(gn) = —— — 0 qui
P g 0.1] (9n) 1(9n) = 7 2(gn) = == = 09
Na(gn)

permet de montrer que N, n'est dominée ni par N; ni par N,, et comme — +o0, N2 n"est pas dominée

N1(gn)
non plus par N;.

0.5

0.5 1

n Cas de la dimension finie

Théoréme 1 : Equivalence des normes en dimension finie

Toutes les normes sont équivalentes en dimension finie.
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Démonstration

Non exigible, admis provisoirement. [

Propriété 26 : Convergence coordonnée a coordonnée

Dans un espace de dimension finie, une suite converge vers une limite si et seulement si chaque
coordonnée dans une base tend vers la coordonnée correspondante de la limife.

Démonstration

Il suffit d’utiliser I'équivalence avec la norme infini pour cette base. [ |

m SERIES VECTORIELLES

Dans toute cette partie, IK désigne R ou C., (E, ||-||) est un K-espace vectoriel normé non nul de dimension finie.
Onpose p=dimFE et B = (e1,...,ep) Une base de E.

Il Généralités

Définition 19 : Vocabulaire des séries vectorielles

Soit (un)nen € E™ une suite.
Etudier la série de terme général u,, notée 3 u,, c'est étudier la suite (S,)new OU
n

Sn:Zuk:'u0+u1+~~+un€E.
k=0
S, est appelée somme partielle d’ordre n de la série > u,,.
> u, est dite convergente lorsque (S,,),, converge, divergente sinon.
Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme de la série > u,, le nombre

4+ oo n

E U, = lim S, = lim E U,
n—-+oo n—-+oo

n=0 k=0

Propriété 27 : Série télescopique vectorielle

Soit (vn)n € EN. La suite (v,,) et la série télescopique Y (v,+1 — v,) ont méme nature et, si elles sont
convergentes,

+oo
Z (Unt1 —vn) = lim v, — vp.
n—-+oo
n=0
Démonstration
n
SnIZ(ka — Vk) = Un41 — Vo. |
k=0

Propriété 28 : Espace vectoriel des termes généraux de séries vectorielles convergentes

Si'les séries " u, et > v, convergent, etsi\ € K, alors > (u,, + Av,,) converge et

“+o0 “+o0 “+o0
D (un M) = un + A vn
n=0 n=0 n=0
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Démonstration

Snziun,znzzﬂ:vn olorszn:(un+)\vn) =5, + A2, -
k=0 k=0 k=0

Propriété 29 : Convergences des séries coordonnées

P
Soitu € EN, On pose pourn € N, u,, = Zu;’“)ek.
[5=Il

La série > u,, converge si et seulement si pour fout k € [[1, p]. la série > u¥) converge.

Lorsque c’est le cas,
+oo P +oo
> =32 (3ot e
n=0 0

k=1 \n=

Démonstration

D’apres la propriété connue sur les limites de suites vectorielles. [ |

Remarque

“+oo (k) +oo
R26 — Lorsqu’il y a convergence, pour fout k € [[1, p]. <Z un) => ul.

n=0 n=0

Propriété 30 : Divergence grossiére
Siu, 4 0g, alors Y u,, diverge. On parle de divergence grossiére.

A La réciproque est fausse !
Siu, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la convergence de Y u,,.

Démonstration
Up = Sp — Sp—1, donc si (S,) converge, u, — 0.

Contre-exemple : série harmonique. [

E Reste d’une série convergente

Définition 20 : Reste d’une série vectorielle convergente

“+o0
Soit Y u,, une série convergente et S = " u,,.
n=0
On appelle reste d’ordre n de la série > u,, le nombre R, = S — S, qui n’a un sens que si la série
converge.

Propriété 31 : Expression du reste

N +oo
Avec les mémes hypothéses, Z uy —— R, = Z uy, et R, —— 0.
P N —+oco ket 1 n—-+4oo
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Démonstration

N “+oo
SN = Sn — S —Sn =Ry lorsque N — +ooet > ux— Y  unlorsque N — +oo [
k=n+1 k=n+1

Convergence absolue

Définition 21 : Absolue convergente d’une série vectorielle

Une série > u,, & valeur dans E est dite absolument convergente lorsque Y ||u, || converge.

Théoréme 2 : En dimension finie, convergence absolue = convergence

Si E est de dimension finie et si > u,, converge absolument (donc si Y ||u,| converge), alors > u,
converge.
La réciproque est fausse.

Démonstration

m Casou E =R : On écrit u, = u,} —u, avec

Up SiUp =0 _ —Up Siu, <0
Uy = et u, =
0 sinon. 0 sinon.

Comme 0 < u)f < |un| et 0 < upy < |unl. S ub et Y u, convergent.

Donc, par linéarité, > u, = > (u} — u;, ) converge.

= Cas complexe : Y %Reu, et > Imu, convergent absolument car [Reun| < |un| et [Imun| < |un| donc

convergent.

m Cas général : Comme foutes les normes sont équivalentes, en considérant ||| . on a a« > 0 tel que
I/l . < al|l. on montre que chaque suite coordonnée de u est le ferme général d’une série absolument
convergente.

L 1" .
Pour la réciproque fausse, E =Dt est convergente mais elle ne converge pas absolument. |
n

Exercice 1: CCINP 61

Remarque

R27 — Lorsqu’une série est convergente mais n‘est pas absolument convergente, on dit qu’elle est semi-
convergente.

Propriété 32 : Inégalité triangulaire vectorielle

Si 'y~ u, est absolument convergente,

—+oo +oo
D> un|| <D llunl|
n=0 =
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Démonstration

I suffit de passer & la limite dans I'inégalité triangulaire pour les sommes partielles, les deux séries convergeant
bien.

Remarque : Comparaison asymptotique pour les séries vectorielles

R28 - On compare |lu,
d’une série convergente.

Dire que u, = o (vn) OU que u, = O (vy,), c’est dire que ||un|| = o (v,) ou que |Jun| = O (vn).

(vn) & termes réels positifs (au moins & partir d’un certain rang), ferme général

Si||un|| = o (v,) OU O (v,) OU < v, APCT, OU ~ v,, Alors la série > u,, est absolument convergente donc conver-
gente.
Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-convergentes.

ﬂ Sommation des relations comparaison

Si les sommations de relations de comparaison dans le programme officiel n’apparaisse que pour les séries numé-
riques, elles s’étendent cisément au cas vectoriel en remplagant dans les démonstrations les valeurs absolues par des
normes.

Deux remarques :
m La série de référence est foujours & termes réels positifs.
m Rappel : pour les relations de comparaison vectorielles, ils suffit de rajouter des normes de partout...

Théoréme 3 : Sommation des relations comparaison dans le cas de divergence

Soient u € EX, v une suite réelle positive. On suppose que " v, diverge.
On note S,, = Zuk ety, = ka.

) Siu, =0 (v,), alors S, = 0 (X,,).
(i Siu, =o0(vy,), alors S, =o(%,).

Démonstration

Comme X,, — +o0, ON O un rang Ny & partir duquel ,, > 0.

() Ona M e R etunrang N fel que sin > N, |lu.| < Mo,.
Sin 2 N, ||ISnll < [ISn|l + M (En — Zn) < [|SN]] +MZ
Or 3, — 400, donc on aunrang N’ tel que sin >
Ainsi, pour n > max(N, N'), < (M +1)x%, et Sn = O( n).

(i) Soite > 0. On aunrang N & partir dugquel ||u,|| < —vn

Sin > N.|ISall < [ISnll+ £ (2 n—z:N)\|\sN||+gzn,
Sin > max(N, No). ||5 I ”';N” +§
Et enfin 122 _, o donc on a un rang N & partir duguel H‘;N” %

Donc, sin > max(N, No, N'), ||Sn|| € eZn ef S, =0 (Zh).

Remarque
R29 — C’est encore valable si v, > 0 seulement & partir d’un certain rang.
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Théoréme 4 : Sommation des relations comparaison dans le cas de convergence

Soient u € EN, v une suite réelle positive. On suppose que " v,, converge.
—+o0 —+oo

On note, sous réserve d'existence, R, = > ur etp,= Y v
k=n+1 k=n-+1

N Siu, =0 (v,)., alors > u, converge et R, = O (py).

(i Siuy, =o(vy). alors > u, converge et R, = o (pn).

Remarque
R30 — C’est encore valable si v, > 0 seulement & partir d’un certain rang.

Démonstration

() Ona M € RT etunrang N tel que sin > N, |jus| < Muv, et 3 u, est absolument convergente donc
convergente.

p p 14
Sin,p>N.|| Y ul| < D Jlusl| <M Y v Puis, enfaisant p — +oo, [|Ra| < Mp, donc R, = O (pn).

k=n+1 k=n+1 k=n+1
(i) Soite > 0. Onaunrang N & partirduquel ||u, || < ev, €t > u, est absolument convergente donc convergente.
Avec le méme calcul en remplagant M pare,sin > N, |R,| < epn dONC R, = 0 (pn).

m TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES

On se donne (FE, ||-||) un K-espace vectoriel normé fixé, avec K = R ou C, d la distance associée.

Il Voisinages, ouverts, fermés

n Voisinage

Définition 22 : Voisinage

Soient a € E et V une partie de E.
On dit que V est un voisinage de a s’il existe r > 0 tel que B(a,r) C V, c’est-a-dire qu’il existe une boule

ouverte centrée en a contenue dans V.

Remarque

R31 - Celarevient a dire qu’on a une distance de sécurité autour de a qui permet de s’en approcher dans toutes
les directions en restant dans V.
En particulier, a € V.

Propriété 33 : des voisinages

() Si'V voisinage de a et V.C W, alors W est un voisinage de a.
(in Une réunion non vide quelconque de voisinages de a est un voisinage de a.
(i Une intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

EsPACES VECTORIELS NORMES - PAGE 22 SUR 31


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 23 SEPTEMBRE 2026

Démonstration
(i) Facile.
(i) Si (Vi)ier est une famille de voisinages de a, pour n‘importe quel j € I, V; C U V; donc, d’apres la propriété
(1), U Vi est un voisinage de a. <
(iiiy Si Vi,...,V, sont des voisinages de a, pour tout ¢ € [1,n], on ar; > 0 tel que B(a,r;) C V;. Soit r = 1m_in ri.

RN

Alors B(a,r) C ﬂ Vi Qui est un voisinage de a. [
iel

Remarque

R32 — A Ce n’est pas valable pour des intersections infinies.

Par exemple, dans R, les V; = ] —%, % [ sont des voisinages de 0, mais ﬂ Vi = {0} n"est pas un voisinage de 0.
1eIN*

Propriété 34 : Voisinages et domination de norme

Si Ny est une norme dominée par N-, alors les voisinages pour Nisont des voisinages pour Ns.
Si les normes sont équivalentes, les voisinages pour I'une sont exactement les voisinages pour I’autre.

Démonstration

Onaa > 0telque N; < alNs.

Si V est un voisinage de a pour Ny, onaunr >0telque Ni(z —a) <r=z € V.

Alors No(z —a) < £ =z € V.

Donc V est un voisinage de a pour Na. [

n Parties ouvertes

Définition 23 : Ouvert

Une partie O de E est dite ouverte ou un ouvert de FE lorsque O est voisinage de tous ses points,
autrement ditVa € O, 3r >0, B(a,r) C O.
Par convention, @ est ouvert.

Remarque
R33 — Infuitivement, cela signifie qu’il N’y a pas de point « au bord ».

Exemple
E7 - Lesintervalles |0, 1[, ]0, 1], [0, 1] sont-ils des ouverts de (R, ||) ?
E8— Le quart de plan A = {(z,y) € R?, z > 0 et y > 0} est-il un ouvert de (R?, |-[|,) ?

E9- Sia,b € R tels que a < b, alors ]a, b est un ouvert de R.

Propriété 35 : Cas des boules ouvertes

Toute boule ouverte est ouverte (!)
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Démonstration

Siz€e E,r>0,0=B(z,r).
Soit a € O. Alors B(a,r — d(z,a)) C O. En effet, si d(a,b) < r — d(a,z), alors d(z,b) < d(z, a) + d(a,b) < r.

Propriété 36 : des ouverts

() @, E sont ouverts.
(i Une réunion quelconque d’ouverts est ouverte.
(i Une intersection finie d‘ouverts est ouverte.
(iv) Un produit fini d’ouverts est ouvert (pour la norme produit).

Remarque

R34 — A Ce n’est pas valable pour des infersections infinies, avec le méme contre-exemple que pour les voisi-
nages.

Dans R, les V; = |—1, 1[ sont ouverts, mais ﬂ V; = {0} ne I'est pas.
1€IN*

Démonstration
() Facile.
(i) Siles O; pouri € I sont ouverts, et sia € U O;., dlors il existe 57 € i tel que a € O; Qui est ouvert, O; est un
el
voisinage de a et donc O; C U O; voisinage de a.
i€l

(i) Sia e ﬂ 0, alors pour tout i, a € O, donc les O, sont tous voisinages de a, donc leur intersection (finie) I'est
i=1

encore.

(iv) On traite le cas du produit de deux ouverts. Le cas général se traite de fagon similaire.

Si Oy est un ouvert de (E1, N1) et O, est un ouvert de (E», N2), montrons que O; x O est un ouvert de
(E1 x E2, N) ou N est la norme produit.

Soit (a1,a2) € O1 x O2. Alorsonary > 0 et re > 0tels que Bi(ai,r1) C O1 et Ba(az,r2) C Oa.
On vérifie alors que By ((a1,az2), min(ri,r2)) C O1 x Oa.

Propriété 37 : Ouverts et domination de normes

Si N1 est une norme dominée par N,, alors les ouverts pour Nysont des ouverts pour Ns.
Si'les normes sont équivalentes, les ouverts pour I’'une sont exactement les ouverts pour I’autre.,

Démonstration

Les voisinages pour N; sont des voisinages pour Ns.

Remarque

R35 - On appelle topologie de (E, ||-||) I'ensemble de ses ouverts.
Si N1 est dominée par N», la topologie pour N> possede plus d’ouverts que celle pour N;. On dit que la
tfopologie pour N, est plus fine que celle pour N;.

R36 — En particulier, en dimension finie, foutes les normes sont équivalentes. Les notions de voisinages et donc d'ou-
verts ne dépendant pas du choix de la norme. Ce sera aussi le cas de foutfes les notions définies ci-apres :
fermé, adhérence, intérieur, densité.
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Exercice 2: CCINP 37

Parties fermées

Définition 24 : Fermé

Une partie F de E est dite fermée lorsque son complémentaire F¢ est ouvert,

Remarque
R37 — Infuitivement : bord compris.

R38 — A Fermé n’est pas le contraire d’ouvert. On peut étre les deux a la fois. Le plus souvent, on n’est ni l'un ni
["autre...

Propriété 38 : Cas des boules fermées

Toute boule fermée est fermée (1)

Démonstration

Soit F = B(a,r). F¢ = {z € E, d(z,a) > r}.
Soit b € F°. On montre que B(b,d(b,a) — ) C F°.
En effet, sixz € B(b,d(b,a) —r), d(a,x) > d(a,b) — d(x,b) > d(a,b) — (d(a,b) — r) = r donc z € F°. [

Remarque
R39 — Les singletons sont des fermés.

Propriété 39 : des fermés

() @, E sont fermés.
(in Une intersection quelconque de fermés est fermée.
(i) Une réunion finie de fermés est fermée.
(iv) Un produit fini de fermés est fermé (pour la norme produit).

Remarque
R40 — C’était I'inverse pour les ouverts.

R41 — A Ce n’est pas valable pour des réunions infinies.

Dans R, les F; = [-1+ +,1 — 4] sont fermés, mais U F; =] — 1,1[ ne I'est pas.
1eIN*
R42 — Une partie finie est fermée.

Démonstration

Il suffit de passer au complémentaire et d’utiliser les propriétés des ouverts.

EsPACES VECTORIELS NORMES - PAGE 25 SUR 31



y MPI — MPI* - LyCEe LECONTE DE LISLE - LA REUNION [(cc) DOO) p%

EV MG SR

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | %‘*
it
[CIFE

Pour le produit, remarquer que
n @ n i—1 n
i=1 i=1 \j=1 j=i+1

qui est une réunion finie de produits finis d'ouverts.

Exemple
E10 - Lesintfervalles |0, 1], 10, 1], [0, 1] sont-ils des fermés de (R, |-|) ?
E11- Sia,be Rtelsquea < b, alors] — oo, b], [a, +00[, [a, b] sont des fermés de R.

Propriété 40 : Cas des sphéres

Toute sphére de E est fermée.

Démonstration

S(a,r) = B(a,r) N (B(a,r))¢ est une intersection de fermés.

Propriété 41 : Caractérisation séquentielle

Une partie F de E est fermée si ef seulement si foute suite convergente d’éléments de F a sa limite
dans F.

Démonstration

(=) Si F estfermée, et (z,)nen Une suite d'éléments de F, ¢ € E sa limite, on suppose, par I'absurde que ¢ € F°,
qui est ouvert.

Onadonc r > 0telque B(¢,r) C F°.
Or on a un rang & partir duquel z,, € B(¢,r) ce qui est contradictoire.

(<) Par contraposée, si F' n'est pas fermée, F° n’est pas ouverte, donc on a ¢ € F* tel que pour fout r > 0,
B(¢,r) ¢ F¢ie B{{,r)NF #+ &.

Soitn € N. Avecr = <7, 0ndz, € B (Z, n#“) N F donc fel que d(z,, ) < 137

Alors (zn), o € FN eta, — (¢ F.

Exemple
E12- F = {(z,y) € R?, 2° <y <z} estun fermé de R”.

E Adhérence, densité, intérieur

n Points adhérents, adhérence

Remarque
R43 — Infuitivement, un point adhérent est un point dans A ou « au bord » de A.
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Définition 25 : Point adhérent

Soit A une partie de E et z € E. On dit que x est adhérent & A lorsque Ve > 0, B(z,e)NA # &.

Propriété 42 : Caractérisation séquentielle

x est adhérent & A si ef seulement s’il existe une suite (a,,),cn d’€léments de A qui converge vers x.

Démonstration

(=) Onsuppose que x est adhérent & A.

,ONnda, € B(x,i) N A donc fel que d(an,x) < L.
n+1 n+1

Soit n € IN. Avec € = !
n+1

Cela définit (an)nen € AN telle que a,, — .

(<) Si on a une suite (a,)nen € A" telle que a, — =, alors pour fout e > 0, on a un rang & partir duquel
an € B(a,e)NA# @. [

Définition 26 : Adhérence

L'adhérence A de A est I'ensemble des points adhérents & A.

Remarque
R44 — Attention & la notation : ne pas confondre avec le complémentaire.
R45 — Infuitivement, « les points de A et les points des bords ».

Exemple

E13 -
El a4 | 2
R 7 7
R Q R
R | 0,1] | [0,1]

E | B(a,r) | B(a,r)
Pour la derniére, si x € B(a,r), on A une suite (z,), d'éléments de B(a,r) telle que z, — a. Donc pour tout
n, d(zn,a) < r et alors d(z,a) < d(z,zn) + d(zn,a) < d(z,2,) + 7. En passant & la limite, d(z,a) < r, donc
B(a,r) C B(a,r).
Réciproquement, si z € B(a,r), SOit #, = a + (1— %) (z — a) — = et z, € B(a,r) donc, par caractérisation

séquentielle, z € B(a,r).

Finalement, B(a,r) = B(a,r).

Propriété 43 : Croissance

SiAc B,alors AcC B.

Démonstration

Caractérisation séquentielle. [
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Propriété 44 : Caractérisation

A est le plus petit fermé contenant A.

Démonstration

A est un fermé de E contenant A : Par définition, on a bien A c A. Puis on montre que A° est ouvert,
Siz¢ A,onae>0telque B(z,e)NA=2.Siy € B(z,¢), B(y,e —d(z,y)) NA=gadoncy ¢ A.

Il est plus petit que les autres : Si F' est un fermé contenant A, et si (z,)nen €5t une suite d’éléments de A C F
convergente, alors sa limite est dans £ donc A C F. [ |

Propriété 45 : Caractérisation des fermés

F est un fermé de E si et seulement siF = F.

Démonstration

Si F = F, F est fermé d’aprés ce qui précéde.
Si I estfermé,onadéja F C F.
Puis, si z € F, z est limite d’une suite d'éléments de F donc = € F.

Propriété 46 : Cas des sous-espaces et des convexes (HP)

Si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A I'est aussi.
Si A est un convexe de E, alors A I’'est aussi.

Démonstration

Conséqguence de la caractérisation s€équentielle. [

Exercice 3 : CCINP 34 Exercice 4 : CCINP 44 Exercice 5: CCINP 45

n Densité

Définition 27 : Densité

D est dense dans E lorsque D = E, ¢’est-a-dire lorsque toute boule ouverte rencontre D.

Propriété 47 : Caractérisation séquentielle

D est dense dans E si et seulement si fout élément de E est limite d’une suite d’élément de D.

Exemple
E14—- Q, R\ Q. D sont denses dans R.

E15 - Théoréme de WeierstraB : le sous-espace des fonctions polynomiales sur [a, b] est dense dans (C([a, b], R), Noo)
(donc a fortiori dans (C([a, b], R), N1) et (C([a, b], R), N2).
Le sous-espace des fonctions en escalier sur [a,b] est dense dans (Ci([a, b], K), No) (donc a fortiori dans
(Cm(]a,b], K), N1) et (Cm([a,b], K), N2).
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Intérieur

Définition 28 : Point intérieur et intérieur d’'une partie

Soit A une partie de E, xe E.

x est un point intérieur & A lorsque A est un voisinage de z, c’est-a-dire qu’il existe une boule ouverte
centrée en z incluse dans A. )

L'ensemble des points intérieurs & A est appelé intérieur de A, noté A.

Propriété 48 : Croissance

SiAc B, alors Ac B.

Propriété 49 : Caractérisation

A est le plus grand ouvert inclus dans A.

Démonstration

A est un ouvert de E contenu dans A : Par définition, on a bien A ¢ A. Puis, siz € A, on ar > 0 tel que B(z,r) C A.
Mais si y € B(z,r) qui est ouverte, alors B(xz,r) est un voisinage de y donc A est un voisinage de y, donc

B(z,r) C A.
Il est plus g[cmd que les autres : Si O est un ouvert contenu dans A, alors O est voisinage de tous ses points donc
O C A [ |

Propriété 50 : Caractérisation des ouverts

O est ouvert si et seulement si © = O.

Démonstration

Si© = 0, alors © est ouvert d’aprés ce qui précede. )
Puis, d’apres la caractérisation, © C O et si O est ouvert, © C O. [ |

Exemple
E16— Q = @ : Q ne contient pas d’intervalles ouverts non vides.

E17 - B(a,r) = B(a,r) : B(a,r) est un ouvert contenu dans B(a, ), donc B(a,r) C B(a,r). et B(a,r) C B(a,r), Mais

siz € S(a,r), B(a,r) n'est pas un voisinage de z, donc z ¢ B(a,r) donc B(a,r) C B(a,r)

Propriété 51

n |
°

C -

Si A est une partie de E, (A)” =A¢ et A" = A°,
Démonstration
Les deux égalités sont équivalentes quitte & changer A en A¢ et & passer au complémentaire. On a

v€(A) <= v¢ A < Ve>0, Blz,e)NA#£2 < z €A
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Autre justification : comme Aestle plus grand ouvert inclus dans A, son complémentaire est le plus petit fermé
contenant A°... [

n Frontiére
Définition 29 : Frontiére

On appelle frontiére de A I'ensemble Fr(4) = 4\ A.

Exemple

E18 — Fr(B(a,r)) = S(a,r).
E19 - Fr([0,1[) = {0,1}.
E20 - Fr(Q) =R.

Propriété 52 : Caractére fermé

Une frontiére est toujours fermée.

Démonstration

Fr(A) = AN A° est une intersection de fermés donc est fermée. [

Ouverts, fermés, voisinages relatifs

On se fixe une partie A non vide de E.

n Voisinage relatif

Définition 30 : Voisinage relatif

Soit a € A. On appelle voisinage relatif de o dans A toute partie V' de As’écrivant V! = ANV ou V est
un voisinage de a, c’est-a-dire telle qu’il existe r > 0 tel que B(a,r)N A C V.

Remarque

R46 — V' n’est pas nécessairement un voisinage de a dans E.
Par exemple [0, 5 [ est un voisinage de 0 dans [0, 1[ mais pas dans R.

H Ouverts relatifs

Définition 31 : Ouvert relatif

Une partie O’ de A est un ouvert relatif de A (ou pour la topologie induite sur A) lorsqu’elle est un
voisinage relatif de chacun de ses points.

Remarque
R47 — O’ ouvert relatif de A si et seulement si pour fout = € @', il existe r > 0 tel que B(z,r)NA C O".
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Propriété 53 : Caractérisation

O’ de A est un ouvert relatif de A si et seulement s’il existe un ouvert O tel que O’ = O N A.

Exemple
E21- [0, 3| est un ouvert de [0, 1].

Remarque
R48 — Si A est ouvert, les ouverts relatifs de A sont les ouverts.

Fermés relatifs

Définition 32 : Fermé relatif
Une partie F’ de A est un fermé relatif de A si son complémentaire dans A est un ouvert relatif de A.

Propriété 54 : Caractérisation

F' est un fermé relatif de A si et seulement s’il existe un fermé F tel que F' = F N A.

Remarque
R49 — Si A est fermé, les fermés relatifs de A sont les fermés.

Propriété 55 : Caractérisation séquentielle

Soit F’ une partie de A.
I’ fermé relatif de A si et seulement si F' est une partie de A telle que foute suite d’éléments de F’
convergeant dans A a sa limite dans F”.

Démonstration

Si F est un fermé relatif de A, alors F' = F N A oU F est fermé. Si (z,,) € F'™ tel que z,, — £ € A, alors comme F
estfermé, ¢ € Fdonc /€ F'. o

Si toute suite d’éléments de F’ convergeant dans A a sa limite dans F’, soit ' = F’, fermé de E. Montrons que
F'=FnA.

Onadéja F' ¢ FNA.Puis,siz € FNA = F'nA,onaune suite d'éléments de F’ convergeant vers z € A donc
x € F. [ |

n Densité

Définition 33 : Densité dans une partie

Soit B partie de A. B est dense dans A si et seulement si A C B si et seulement si fout élément de A est
limite d’une suite d’éléments de B.
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