Suites et séries de fonctions (1™ partie)

KK désigne R ou C, I est un intervalle de R contenant
au moins deux points, X une partie non vide R.

u CONVERGENCES SIMPLE ET UNIFORME

n Convergence simple

Définition 1: Convergence simple

Soit f: X — K et (f,),, une suite de fonctions appar-
tenant & KX,
On dit que (fx), converge simplement sur X vers
f lorsque pour fout x € X, fi,(x) f(x).
CS
o

n—+oo

n—+oo

On note alors f,

E Convergence uniforme
n Définition

Définition 2 : Convergence uniforme

Soit f: X — K et (f,,), une suite de fonctions appar-
tenant & KX,

Ondit que (f,),, converge uniformément sur X vers
f lorsqu’on peut choisir le Ny de la définition préceé-
dente indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, 3N; €N, Yn> N, VxeX, |fux)-f)|<e.

CU
On note alors fy, o f.

Propriété 1:CU > CS

La convergence uniforme vers une fonction f im-
plique la convergence simple vers cette fonction.

Propriété 2 : CU par majoration uniforme

S’il existe une suite (an) ,eN Telle que
H1 a,—0

H2 pour fout n € IN et pour ftout x € X,
|fnx)- f0)| < an (Majoration uniforme, c’est-
a-dire que a, ne dépend pas de x € X),

alors
C1 (fn) converge uniformément vers f.

Propriété 3 : Transmission du caractére borné par CU

On suppose que

H1 les f, sont bornées

H2 elles convergent uniformément vers f
alors

C1 f estbornée.

H Norme infini

Définition 3 : Norme

On appelle norme sur un K-espace vectoriel E
toute application N: E— R™* vérifiant

Séparation : Pour tout xe E, N(x) = 0gr = x =0p.

Homogénéité : Pour tout x € E et pour fout 1 € K,
N(Ax) =|A|N(x).

Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) : Pour tout
x,y€E, N(x+y) < Nx) +N(©).

Propriété 4 : Utilisable directement

Si A est une partie non vide de R et A e R, alors
sup(AA) = Asup(A).

Définition 4 : Norme infini
On définit, pour fe E=2%(X,K),

Noolf) = £ leo = sup| F )]

Propriété 5 : La norme infini est une norme

Il s’agit d’une norme sur (X, K).

C . .
. Lien avec la convergence uniforme

Propriété 6 : CU et norme infini

Soif f: X — K ef (fp)n Une suife de fonctions ap-
partenant & KX, f;, nfij f si et seulement si & partir

d’un certain rang les fonctions f, — f sont bornées sur
X et Noo (fn—f) —0.

Propriété 7 : Cas des fonctions bornées

Siles fonctions f, : X — K et f: X — K sont bornées,
alors

CU f e Noo(fa— f) ——0.

n—+oo n—+oo

In
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Propriété 8 : Non convergence uniforme

Si fn nffoo f et s'il existe (xp)n € XN telle que

fn(xn) = f(xn) # 0.alors la convergence de (f,) n’est
pas uniforme.

Méthode 1 : Etudier la convergence uni-
forme de (),

m On étudie la convergence simple et on note f la li-
mite.

m Si on arriver a prouver que les f, — f sont bornées
au moins & partir d'un certain rang et & calculer
Noo (fn—f) (par exemple en étudiant les variations),
on peut conclure & vérifier si Noo (fn — f) — 0 ou non.

m Sinon,
* pour prouver qu’il y a convergence uniforme,
on majore uniformément les | f,,(x) - f(x)|, c’est-
a-dire qu’‘on cherche a; — 0 indépendant de x
telque Vxe X, |fn(x)-f(x)|<an.

* pour prouver gqu’il Ny a pas convergence uni-
forme :

o Soit les (fn)n sont bornées mais pas f. On
verra des variantes plus loin avec la conti-
nuité ou les limites.

o Soit trouver (xy), telle que f,(xn) — f(xy) 4 0.

Convergence uniforme locale
On suppose que X est une réunion d’intervalles.

Soit f: X — K, (fu)n Une suite de fonctions appartenant & K,
X0 € X.

La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f au
voisinage de x, lorsqu’il existe un voisinage de xq surlequel (f,,)
converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente,
s'il existe n > 0 tel que (f,), converge uniformément vers f sur
XNlxp—n,xp +nl.

Bien sar, si (fu)n converge uniformément vers f sur X, elle
converge uniformément vers f au voisinage de tout point de
X, mais, malheureusement, la réciproque est fausse.

Lorsque X n’est pas majoré, la suite de fonctions (fu)n
converge uniformément vers f au voisinage de +oo lorsqu’il
existe un voisinage de +oo sur lequel (f,), converge uniformé-
ment vers f, soit, de maniere équivalente, s'il existe a > 0 tel que
(fn)n converge uniformément vers f sur X n [a, +ool.

De méme, lorsque X n’est pas minoré, la suite de fonctions
(fn)n converge uniformément vers f au voisinage de —co lors-
qu’il existe un voisinage de —oco sur lequel (f),, converge unifor-
mément vers f, soit, de maniére équivalente, s’il existe b > 0 tel
que (fn)n converge uniformément vers f sur Xn] —oo, bl.

Propriété 9 : CU sur tout segment = au v. de chaque

point de X

Si'la suite (fn)n converge uniformément vers f sur
tout segment inclus dans X, alors elle converge uni-
formément vers f au voisinage de fout point de X.

m CONTINUITE ET LIMITE

n Continuité

Théoréme 1 : Limite uniforme de fonctions continues
en un point

Soit f: I -, (fn)n Une suite de fonctions apparte-
nant & K!, xo € I. On suppose que
H1 Pour fout n, f, est continue en xy.

H2 La suife de fonctions (fy)n converge uniforme-
ment vers f au voisinage de xy.

Alors
C1 f est continue en x.

Corollaire 1 : Limite uniforme de fonctions continues
sur un intervalle

Soit f: I -, (fu)n Une suite de fonctions apparte-
nant a K!. On suppose que
H1 Pour fout n, f, est continue sur |.

H2 La suife de fonctions (f,)n converge uniformeée-
ment vers f au voisinage de chaque point de 1
(donc sur tout segment inclus dans I suffit).

Alors
C1 f estcontinue sur 1.

Méthode 2 : Pour montrer qu’on n’a pas
convergence uniforme...

Il suffit que les f;, soient continues mais pas f.

E Théoréme de la double limite

Théoreme 2 : de la double limite

Soit f: I — 1K, (fn)n Une suite de fonctions appar-
tenant & KI, (b)), € KN et ae T éventuellement infini,
On suppose que

H1 (f»)» converge uniformément vers f au voisinage
de a.

H2 Pour tout ne N, f(x)

by.

X—a
Alors on a be K tel que
Cl1 by, b

n—+oo

C2 f(x) ﬁ b

Autrement dit, les limites existant bien,

o Do el o [l i)
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Méthode 3 : Pour montrer qu’on n’a pas
convergence uniforme...

I suffit d'avoir a tel qu'on n'ait pas
}Lngl(nljrgmfn(x)) = nETm(}%fn(x)) alors que ces limites

existent,

m APPROXIMATIONS UNIFORMES

Il Par des polynémes

Théoréme 3 : de Weierstra

On donne trois énonceés eéquivalents :

m Toute fonction continue sur un segment & valeurs
dans K est limite uniforme sur ce segment d’une
suite de fonctions polynomiales.

m Soit f confinue sur le segment [a,b]. Il existe
une suite fonction (pn)n de fonctions polyno-
= f sur [a, b], c’est-a-dire

n—+oo

miales telle que p;,
Noo (Pn - f) —0.

m Soit f continue sur le segment [a,b]. Pour fouft
€ >0, il existe une fonction polynomiale p telle que

Neo(p-f)<e.

E Par des fonctions en escalier

Théoréeme 4 : Approximation uniforme d’une fonc-

tion CPM sur un segment par des fonc-
tions en escalier

Toute fonction continue par morceau sur un seg-
ment est limife uniforme sur ce segment d’une suite
de fonctions en escalier.

m SERIES DE FONCTIONS

Soit (fn) e UNE suite de fonctions de KX.

n
Pour tout n e IN, on pose S, = Y_ fi. la somme partielle au
k=0

rang n de la série de fonctions Y_ f;,.

On souhaite étudier la suite de fonctions (S,) e €n étudiant
(fn) pem (surle méme schéma que les séries numériques.)
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Il Convergence simple

Définition 5 : Convergence simple

On dit que la série de fonctions ) f, converge

simplement sur X si pour fout x € X, la série Y f,(x)

converge.Lorsque c’est le cas,

+00
B fixeX— Y fulx) est appelée somme de la série
"= +00
de fonctions ) f, et est notée f= ) fu.

n=0

+00
B SinelN,R,=f-Sy= ) fiestlerestedordre n
k=n+1

de la série de fonctions Y f;.

E Convergence uniforme

Définition 6 : Convergence uniforme

On dit que la série de fonctions ) f,, converge uni-

formément sur X lorsque la suite de fonctions (Sp),
converge uniformément sur X, c’est-a-dire lorsqu’il
existe f: X — K tel que

m G partir d'un certain rang, S, — f bornée sur X,
B Neo (Sn—f) 0.

n—+oo

Propriété 10: CU = CS

S’y fa converge uniformément sur X vers f, alors

elle converge simplement vers f.

Propriété 11 : CU par majoration uniforme

Si on a une suite réelle (ay), telle que
H1 a,—0

H2 vxe X, [Sy(x)- f(x)|<an au moins & partir d’un
certain rang

alors
Cl1 Z fn converge uniformément sur X vers f.

Propriété 12: CU par CU des restes vers la fonction
nulle

Soit " fa une série de fonctions convergeant sim-

plement sur X, Ry, le reste d’ordre n.
La série de fonctions Y_ f, converge uniformé-

ment sur X si et seulement si la suite de fonctions (Ry)
converge uniformément sur X vers la fonction nulle.
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Propriété 13 : Condtion nécessaire de CU

Si la série de fonction ) f, converge uniformé-

ment sur X, alors la suite de fonctions (f,), converge
uniformément vers 0 sur X, c’est-a-dire qu’a partir
d’un certain rang les f,, sont bornées et Neo (fi) — 0.

Méthode 4 : Pour montrer que )_ f; ne

converge pas uniformément

On peut rechercher (xp) € XN telle que fnlxn) #0.

Méthode 5 : Montrer directement une
convergence uniforme de
série de fonctions
Ce n’est pas simple en général. On commence par la
convergence simple de Y f,, vers f. Puis on peut tenter

m de magjorer uniformément (en x) directement
|Rnl =[S~ f].

m de calculer le reste (séries géométriques, télesco-
piques),

m d'utiliser le critére sur les séries alternées,

m d’effectuer une comparaison série-intégrale.

En réalité, la plupart du femps, il y a plus simple : la
convergence normale.

Convergence normale

Définition 7 : Convergence normale

Ondit que lasérie ) f,, converge normalement sur

X lorsque les f,, sont foutes bornées au moins & par-
tir d’un certain rang et la série numérique »_ Neo (1)

converge.

Propriété 14 :La convergence normale implique la

convergence uniforme et la conver-
gence absolue

Lorsque la série ) f,, converge normalement sur
X,
m pour fout x € I, la série numérique Y fn(x)
converge absolument,

m Y fn converge uniformément.

Méthode 6 : Convergence normale par do-
mination

Pour montrer que )" f, converge normalement sur X,

on peut rechercher (ap), € RN telle que
m Pourtout ne N et fout x€ X, | fn(0)| < an.

® ) a, converge.

Propriété 15: Critére séquentiel de non conver-
gence normale

S'il existe une suite (ap)n € XN telle que la série

)" fulan) Ne converge pas absolument, alors Y f, ne
n=0
converge pas normalement sur X.

n Continuité

Théoreme 5 : Transfert de continuité

Soit (f)n Une suite de fonctions appartenant & K7,
On suppose que

H1 Pour fout n, f, est continue sur I.

H2 La série de fonctions Y f, converge uniformé-
ment au voisinage de chaque point de I (sur tout
segment suffit).

Alors

+o00o
Cl1 f=) fa estcontinue sur I.
n=0

H Double limite

Théoreme 6 : de la double limite

Soit (f)n Une suite de fonctions appartenant A IK!,
(bp)n € KN et a € T éventuellement infini. On suppose
que

H1 ) f, converge uniformément vers f au voisinage
de a.

H2 Pour fout ne N, fy(x)

by.

X—a
Alors
C1 > b, converge.

+00

C2 f(x) —a by.
k=0

Autrement dit, les limites existant bien,

Jio Jio
lim fn(x) = lim f5(x).
R = k=0""?

N
@ Méthode 7 : Pour montrer une absence de
convergence uniforme...

... on peut utiliser la contraposée du théoreme de la
double limite.

Typiquement, lorsque la série des limites en a est di-
vergente, ou lorsque les deux limites finales ne sont pas
égales, c’est qu’ily a un défaut de convergence uniforme
au point a.
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