Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

n GENERALITES SUR LES SERIES (MP2l)

n Sommes partielles, convergence, diver-
gence, somme

Définition 1 : Série, convergence

Soit (un)new € KN une suite.
Etudier la série de terme général u,,, notée > " u,,
c’est étudier la suite (S, )nen OU

Snzzuk=u0+u1+~~+un€]K.
k=0

S, est appelée somme partielle d’ordre n de la
série > " up.
Zun est dite convergente lorsque (S,).

converge, divergente sinon.
Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme

de la série Z un le nombre

+oo n

g Up = o §p = i g Uk .
n——+oo n—-+oo

n=0 k=0

Propriété 1 : Séries géométriques

Siq € K, lasérie dite géométrique » _ q" converge

si et seulement si |q| < 1.
400
Lorsque c'estle cas, Y | ¢" = ——.

n=0

Corollaire 1
+oo q"o
Lorsque |q| < 1, q" =
gl n; T—

Propriété 2 : Série exponentielle complexe

+oo g
5 _ z
Pourtoutz € C, e* = E K
k=0

Séries numériques

E Correspondance suite et séries

Propriété 3 : Série télescopique

Etudier la suite (v.).. c’est étudier la série
Z(vn —v,—1) (€n posant v_; = 0) appelée série té-
lescopique.

Corollaire 2

Soit (vn)n € K. La suite (v,) et la série
Z(vnﬂ —vy) ONtMéme nature et, si elles sont conver-
gentes,

+ oo

E (Vn41 —vp) = lim v, — vo.
2 n——+oo

n=

Espace vectoriel des termes généraux
de séries convergentes

Propriété 4 : Combinaison linéaire de termes géné-

raux de séries convergentes

Siles séries > " u., ety v, convergent, et si\ € K,
alors » " (un + Avn) converge et

+oo +oo “+oo
Z(un+)\vn) = Zun +)\Zvn
n=0 n=0 n=0

Propriété 5 : Convergence des séries & termes com-
plexes

Si'y " un est une série & termes complexes, elle
converge si et seulement si les séries »  Reu, et
> mu, convergent, et on a alors

—+ oo —+o0 —+ oo
E Up = E %eun—&—ig Jmu,
n=0 n=0 n=0

n Condition nécessaire de convergence,
divergence grossiére

Propriété 6 : Divergence grossiére
Siun #+ 0, alors > ", diverge.
On parle de divergence grossiére.

A Laréciproque est fausse !

Si wn, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la conver-
gencede " un.
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B Reste d’une série convergente

Définition 2 : Reste d’une série convergente

—+o00
Soit > " u., une série convergente et S = > " u,.
n=0
On appelle reste d’ordre n de la série » "u, le
nombre R, = S — S, Qui na un sens que si la série
converge.

Propriété 7 : Reste sous forme de limite

Avec les mémes hypothéses,

N “+oo
E uy ——— R, = E Un
N—+oco

k=n+1 k=n-+1

Propriété 8 : Le reste converge vers 0

Soit » " un, une série convergente et R,, son reste
d’ordre n, alors R,, — 0.
n— o0

n Un critére simple pour des séries G
termes positifs

Propriété 9 : Convergence d’une série & termes posi-

tifs

Soit (uy,) suite réelle positive, S,, = Z uy. Alors
k=0
() (Sn) est croissante.
(i (Sn) a une limite finie ou +oo.

(iif) Z u, converge si et seulement si (S,,) est majo-
rée.

Méthode 1 : Manipulation de sommes de sé-
ries dans [0, +oo]

Finalement, dans le cas d’une série & termes positifs,
on peut foujours poser

+oo
S = Zun € [0, 400].
n=0

Le programme autorise alors la manipulation algé-
brique dans [0, +oc] de sommes de séries & termes posi-
tifs méme divergentes (dans ce cas la somme vaut +oo)
pourvu gu’on ne manipule que des nombres positifs ou
+oo (pas de différences, par exemple).

Alors obtenir une somme finie équivaut & la conver-
gence de la série : pratique !

Ce principe est généralisé dans le chapitre sur la som-
mabilité.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H

o
bl
[CIFE

Séries alternées

Théoréme 1 : Spécial sur certaines Séries Alternées

(TSSA) - Critére de Leibniz

Siv = (vn)n €st une suite réelle telle que
H1 v est a signes alternés
H2 u = |v| = (Jun|) décroissante
H3 v, — 0ie u, = |vp,] — 0

alors » " v, est convergente.

De plus,

m La somme S ale méme signe que son premier
terme wo.

m Pourtoutn € IN, le reste d’ordre n, R,,,  le méme
signe que son premier terme v, et vérifie

|Rn| < [Vnt1]| = Unt1.

m CONVERGENCE ABSOLUE, SERIES A TERMES

REELS POsITIFS (MP2I)

n Comparaisons de termes généraux
réels positifs

Les résultats de cette partie sont valables pour des séries &
ferme général réel positif. Cependant, I’'étude étant asympto-
fique, ils s’appliquent plus généralement pour des séries a ferme
général positif & partir d’un certain rang.

Dans le cas ou le ferme général est de signe constant (& par-
fir d'un certain rang). on se raméne & un terme général positif
quitte & étudier » ~(—u.) si le signe est négatif.

Théoréme 2 : Comparaison des séries a termes réels

positifs - cas de convergence

Soient (u.) et (vy,) deux suites a termes réels posi-
tifs.

Si Z v, converge et si l'une des hypothéses sui-

vantes est verifiee :
.Un:O(UTL)y .u”:O(U“«)7
B OPCl Uy, < VUn, B Up ~ Un

alors > " u,, converge.

Corollaire 3 : Comparaison des séries a termes posi-

tifs - cas de divergence

Soient (u.,) et (vy) deux suites a termes positifs.
Si > uy diverge et si I'une des hypothéses sui-
vantes est vérifiee :

mu, =0 (vn), mu, =0 (vn),

B OPCl Un < Un, B Uy ~ Up

alors » " v, diverge.
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E Convergence absolue

Définition 3 : Convergence absolue

Une série Y " u, & valeur dans K est dite absolu-
ment convergente lorsque la série a termes réels posi-
fifs » _ lun|converge.

Théoréme 3:convergence absolue — conver-
gence

Si'> un converge absolument (donc i > |un|

converge), alors » _ u, converge.
La réciproque est fausse.

Propriété 10 : Inégailité triangulaire

Si Z uy, €St absolument convergente,

oo oo
> | < 3 ol
n=0 n=0

@ Méthode 2 : Utilisation de la comparaison
pour des séries quelconques

On compare |u,| & une suite (v,) & termes réels positifs
(au moins & partir d’un certain rang), terme général d'une
série convergente.

Dire que u, = o(vn) OU que u, = O (v,), C'est dire
que |un| = o (vn) OU que |un| = O (vn).
Si |un| = o(vn) OU O (vy) OU < vy, APCK, OU ~ v, alors

la série Z uy, €St absolument convergente donc conver-
gente.

Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-
convergentes.

Critére de d’Alembert (MPI)

Propriété 11 : Critere de d’Alembert

Soit (uy) suite & termes réels strictement positifs tel
que

%HKE[O,J@O].

m Sit>1,> u, diverge grossiérement.
m Sit<1,) un converge.

m Si¢ =1, on ne peutrien dire en général (cas dou-
teux).
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n Comparaison série-intégrale

n Comparaison

N\ ! 7/
@ Méthode 3 : Comparaison série-intégrale,
cas décroissant
Soit f : Rt — R décroissante et continue par mor-
ceaux. On observe, pour k € IN, en comparant les aires,

Yy

k+1
/k ft)dt < f(k).

HONIN
k+1

\ k

On peut alors ou bien sommmer de 0 & n et obtenir

n+1 w
/ fyde< S (k)
0 k=0

ou bien sommer de 0 & n — 1 et rajouter f(n) pour obtenir
n n
JAECEERIORD SO
k=0

De méme, pour k € IN,
Yy

; k
f(k) <
f(k) .
I k-1 &

F(b)dt.

k-1

On peut alors sommer de 1 & n et rajouter f(0) pour obtenir
© n
> < 1+ [ feya
k=0 0
Si0 < p < non peut aussi sommer de p & n pour obtenir
> flk) <
k=p

(il faut faire attention dans ce cas & ce que I'intégrale soit
bien définie.)

") at

p—1

En résumé,
Y
0 - - - 7
(0) fon T | of
0 1 n—1 n v
Yy
WIORFY
1 L],
0 1 n—1 n
donnent
Vel [Tfoatm <3 f0) < O+ [T foar

k=0
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Et
Yy
I(p) Fn) of
‘ p p+1 n n+1 *
Yy
f(p) ’f(n)‘ i
I p—1 »p n—1 n

donnent /n+1 fE)dt< > fk) < /n1 F@)at
P k=p P—

si f est contfinue par morceaux sur [p — 1, n].

On peut aussi, suivant les besoins, mixer les deux en
sortant un terme d’un cété et en modifiant les bornes de
I'intégrale de I'autre.

n Lien avec l'intégrabilité
La comparaison série-intégrale permet de relier la nature de

lasérie Y  f(n) al'intégrabilité de f dans le cas d’une fonction
continue par morceaux, & valeurs positives et décroissante.

c L. .
. Séries de Riemann

Théoréme 4 : Séries de Riemann

Soit a € R.

1
E — converge <= a > 1
n(}(

Méthode 4 : Régle du n®u.,

Soit ) " u,, une série & termes réels positifs.

1
m S’il existe a > 1 tel que n%u,, — 0, alors u, = O (7)
n

donc » " u, converge.

o 1
m S'ilexiste a < 1telque n®un — +oo, alors — = o (un)
n

donc > un diverge.

o) mcrf l
m il existe a,¢ € R tels que up ~ —, alors > " un
na
converge si et seulement si a > 1.

[&]
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n Séries de Bertrand (HP mais classique)

Méthode 5 : Séries de Bertrand

Il s’agit des séries de terme général —— > 0
n®(Inn)f
avec a, 3 € R. Hors programme, mais trés classique.
Infuitivement, le terme en In n'a pas une grande in-
fluence, donc le comportement correspond & celui d’une
série de Riemann, sauf dans le cas limite ou « = 1, dans le-
quel le terme en In peut permetire d’accélérer la conver-
gence du terme général vers 0 et rendre la série conver-
gente & condifion que 8 > 1.

On montre donc que la série converge si et seulement
sijla>1ou(a=1etpg>1).

On peut par comparaison série-intégrale se ramener
au critére de convergence des infégrales de Bertrand
mais il faut également savoir le traiter directement.

B Sia<Oousia=0etp <0,ilyadivergence grossiére.
B Sia < 1 (englobe le cas précédent) ou (o = 1 et

1
B < 0), > — a partir d’un certain rang et
n

no(lnn)8 =

1 1
> - diverge donc Z:Q )P diverge.

mSia > 1, avec vy €]l,qf ! ! et
« 0 , |, —————— = o| —
7 n®(lnn)s nYy
donc par comparaison de termes généraux positifs
- ' L
et la série de Riemann E — étant convergente,
nYy

1
—— = converge.
Z n®(lnn)h <

n>

m Sia = 1et 3 > 0, on obtient la nature de la série &
|"aide d'une comparaison série-intégrale.

H Evaluation des sommes partielles et des
restes

La comparaison série-intégrale est un bon outil pour évaluer

asymptotiguement les sommes partielles dans le cas de diver-

gence et les restes dans le cas de convergence dans le cas
d’une fonction continue par morceaux et monotone.

Aucun résultat théorique au programme.

m FormuLE DE STIRLING (MP2I)
Théoréme 5 : Formule de Stirling

n
n! ~V2mn (E)
e

Corollaire 4 : Développement

asymptotique de
In(n!)

On en déduit un développement asymptotique
de In(n!).
Inn  In(27)

In(n!) =nlnn — —
n(n!) =nlnn n—|—2+ 5

+0(1)
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m SOMMATION DES RELATIONS DE COMPA- m COMPLEMENT. DEVELOPPEMENT DECIMAL

RAISON (MPI) ILLIMITE

Un dernier résultat qui n’est plus dans le programme mais qu’il
est bon de connaitre d'une part pour la culture, et d’autre part
pour la démonstration classique de I'indénombrabilité de R par
argument diagonal de Cantor (hors-programme aussi, certes.)

Théoreme 6 : Sommation dans le cas de divergence Théoréme 9 : [HP]

Tout réel positif x s’écrit de maniére unique sous la

n Cas de divergence

‘
’

; N
Soient w,v € K. On note S ZUk et forme
= vk On suppose z=N+0,amaz... *N+Z 0"
k=0
H1 v une suite & valeurs réelles positives. OU N € N ef (an)nz1 € [0, 9HIN\ dont les fermes ne
, sont pas constamment égaux & 9 & partir d’un cer-
H2 } v, diverge. tain rang.

H3 L'une des hypothése suivantes
() Siun =0 (vn). alors Sy(u) = O (Sn(v)).
(i) Siun = o (vyn), alors Sy (u) = o (Sn(v)).
iy Siwn, ~ vy, Alors Sp(u) ~ Sy (v).

Onaenoutfre N = |z| et

VneN, a,=|10"z] —10[10" 'z].

Définition 4 : développement décimal illimité propre

Une telle écriture est appelée développement dé-
cimal illimité propre de z.

Théoréme 7 : de Cesdro

Siu, — £ € K (éventuellement infinie) et

n—1
Vn = E;} wp, alors vy, — L.

E Cas de convergence

Théoreme 8 :Sommation dans le cas de conver-
gence

I
’

Soient u,v € ]K‘N On note, sous réserve d’exis-

tence, R,( Z ug f Ry ( Z Uk

k=n+1 k=n+1
On suppose

H1 v une suite & valeurs réelles positives.
H2 " v, diverge.
H3 [‘une des hypothéese suivantes

N Si un = 0O(vn), adlors > u, converge et
Ry (u) = O (Ra(v)).

@i Si un, = of(v,), alors Y u, converge et
R (u) = O(Rn(v))

@i Si- up ~ w,, alors > u, converge et
Rn(u) ~ Rn(v).
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