Extrait du programme officiel :

Séries numériques

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
a) Séries &valeurs-dans-un-espace-normé-de-dimension-finie
Sommes partielles. Convergence, divergence. La série de terme général u,, est notée > uy.
Somme et restes d’une série convergente. En cas de convergence, notation -io Un.
n=0

Linéarité de la somme.

Le terme général d’une série convergente tend vers 0.
Lien suite-série, séries télescopiques.

Série absolument convergente.

Une série absolument convergente d-éléments—a-un—espece
vectorietnormeé-de-dirmension-finie est convergente.

Divergence grossiere.

Le critére de Cauchy est hors programme.

b) Compléments sur les séries numériques

Technique de comparaison série-intégrale.

Regle de d’Alembert.

Sommation des relations de comparaison : domination, négli-
geabilité, équivalence, dans les cas convergent et divergent.

Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison série-intégrale
pour établir des convergences et des divergences de séries, es-
timer des sommes partielles de séries divergentes ou des restes
de séries convergentes, nofamment dans le cas d'une fonction
monotone.

La suite de référence est de signe constant & partir d'un certain
rang. Cas particulier : théoréme de Cesaro (pour une limite finie
ou infinie).
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“ GENERALITES SUR LES SERIES (MP2I)

Il Sommes partielles, convergence, divergence, somme

Définition 1 : Série, convergence

Soit (uy)new € KN une suite.
Etudier la série de ferme général u,,, notée > " u,, c’est étudier la suite (5,,)new OU

Sn:ZUkZUO"’ul"_""’_UnG]K'
5=0

S, est appelée somme partielle d’ordre n de la série Z Up.
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> uy, est dite convergente lorsque (S,), converge, divergente sinon.
Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme de la série Z u, le nombre

—+o00 n

E U, = lim S, = lim E U -
n—-+o0o n—r—4oo

n=0 k=0

Remarque
R1 - Enlever un nombre fini de fermes & S,, ne change pas sa convergence.

Autrement dit, si I est fini, Z un et Z un, SONt de méme nature. En effet, si S, = Zuk ety, = Z Uk
k=0

nelN neN\TI = ke[0,n]\I
—+ o0
etsin>max/I, S, =%, + Y un,. Lorsqu’elles sonf convergentes, ona “un = > un+ » _ un.
nel n=0 nelN\TI nel

R2 - Une série peut n’étre définie que pour n > ng, €t on note Z uy, la série dans ce cas.
n>ng
R3 - Une série n"est rien d’autre qu’une suite. Tous les résultats sur les suites s’appliquent donc.
Cependant, en général, c’est en étudiant son terme général u,, (et non les sommes partielles) qu’on déduit
des propriétés de la série.
—+o0
R4 - Ne pas confondre la série Zun (qui n’est pas une somme!) et le nombre (lorsqu’il existe) Z un € K (Qui

n=0

s’appelle somme de la série et qui n’est pas une somme ! C’est une limite...)

Propriété 1 : Séries géométriques

Siq € K, la série dite géométrique E q" converge si et seulement si |q| < 1.
+o00o 1
Lorsque c’est le cas, s —,
a -

n=0

Corollaire 1

+oo
Lorsque gl <1, Y ¢" =

n=no

q°
l—q'

Exemple : Série harmonique alternée
)nfl

El—z(ilT
N Y S e Mg S g [0 g [ DT
Sn—2p+1_p;( 1)/0tdt_/01;)( t) dt_/o g At =2 /0 ki

p=0

est convergente de somme In 2.

puis
1

n+1—>0.

1
1S, — In 2| </ t"dt =
0

Autre preuve possible : appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction ¢ — In(1 + ¢) sur [0, 1].
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Propriété 2 : Série exponentielle complexe

+oo k
Pour tout z € C, ¢* Z o

Démonstration

f est de classe C* sur [0, 1], pour tout n, £ (0) = 2™,
L'inégalité de Taylor-Lagrange nous dit alors que pour tout ¢ € [0, 1],

Zk.

Or,sit €0,1], ‘f(""'l)(t)‘ = |"t1e| = |z|" Tt et R (=) |2 max (1,eme(z)) = |2|**" M(z) (indépendant de t).

n

‘f(l) 3 L0 g

k=0

an (0

(n+ )'te[o,l]

n k n+1
z |2|
Donc |e* — —| < M(z) —— 0.
¢ kzo k! (n+1)! (2) n—+oo 0
+oco k
Donc ¢? —Z o
k=0

E Correspondance suite et séries

On a déja vu qu’étudier la série de terme général u,,, c’est étudier la suite (S, ).en des sommes partielles. On a alors
(avec S_; =0)

‘Vne]N, unzSnfan‘

Inversement, une suite (vn)new peu’r—elle étre vue comme suite de sommes por’rielles d’une série de terme gél éral
U ?

Vo = Uo uop = Vo

V1 = Up + U1l Ul = v1 — Vo
V2 = uUp + U1 + U2 <~ U2 = V2 — V1
Up = U0 + UL+ "+ Un Un = Un — Un—1

Propriété 3 : Série télescopique

Etudier la suite (vn)n. C’est étudier la série Z(U" —v,_1) (en posant v_; = 0) appelée série télesco-
pique.

Démonstration

n

&, = Z(vk — Uk—1) = Up — V—1 = Un.

k=0

Corollaire 2

Soit (v,), € KN, La suite (v,) et la série Z(U"H —v,) ont méme nature et, si elles sont convergentes,

+oo

E (Unt1 —vn) = lim v, — vy.
o n—-+oo

n—=
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Démonstration

n

Snzz(vk+1 — Vk) = Uns1 — Vo. |
k=0

. L. 1
Exercice 1: Nature de la série § m et calcul de la somme.
nn
n>1

1 1 1

nin+1l) n n+1l

- ) . 1 .
La série est télescopique, S, =1 — - donc la série est convergente, de somme 1.
n

Exercice 2 : Nature de Z In (1 + %)

n>1

ln(l—&—l) :lr1n—~_1 =In(n+1)—Inn
n n

La série est télescopique, S, = In(n + 1) — 0 — 400 donc la série diverge.

Remarque

R5— Dans la pratique, il est trés rare qu’on prouve la convergence en calculant les sommes partielles et qu’on
puisse calculer explicitement la somme de la série.

Les séries geéométriques et télescopiques en sont de rares exemples.

Espace vectoriel des termes généraux de séries convergentes

Propriété 4 : Combinaison linéaire de termes généraux de séries convergentes

Si les séries Z u,, et Z v, convergent, et si A € K, alors Z(un + \v,) converge et

+oo +oo +oo
> () = 3 £33 v
n=0 n=0 n=0
Démonstration
Sn:Zun,En:Zvn OlOFSZ(un+>\Un):Sn+>\En. [ |
k=0 k=0 k=0

Remarque
R6 - Si > u, converge et » v, diverge, alors » (uy + v,) diverge.
R7- S Y uy ety v, divergent, alors on ne peut rien dire de > ~(un + vn).
R8— Si ) v, diverge et A € K, > _(\w,) diverge si ef seulement si A 0.
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Propriété 5 : Convergence des séries  termes complexes

Si Z u,, estune série & termes complexes, elle converge si et seulement si les séries Z Re u,, ef Z Jmu,

convergent, et on a alors
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+oo +oo +oo
g Uip, = E %eun—kig Jmu,
n=0 n=0 n=0

Remarque
R9 — Lorsqu’il y a convergence,

+oo +oo +oo +oo
Re <Z un> = Z Re(un) et Jm <Z un> = Z Jm(un).

n=0 n=0

ﬂ Condition nécessaire de convergence, divergence grossiére

Propriété 6 : Divergence grossiére

Siu,, # 0, alors Z u,, diverge.
On parle de divergence grossiére.

A La réciproque est fausse !
Siu,, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la convergence de Z Uy

Démonstration

Up = Sp — Sp—1, donc si (S,) converge, u, — 0.

n
. 1 A .
Contre-exemple. Si u,, = % H, = E % est la série harmonique.
k=1

. 1 1 .
tn — 0 Mals Hap — Hy > 5 donc - diverge.
On verra plus tard que H,, ~ Inn.

H Reste d’une série convergente

Définition 2 : Reste d’une série convergente

+oo

Soit Z u,, Une série convergente et S = Z U
n=0

On appelle reste d’ordre n de la série Zun le nombre R, = S — S,, qui n'a un sens que si la série
converge.

Propriété 7 : Reste sous forme de limite

Avec les mémes hypotheses,

Zuk—>R Zun

k=n-+1 k=n-+1
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Démonstration

N “+oo
Sy —Sn—S— S, =Rylorsque N - +ooet >  ur— Y unlorsque N — +oo. [
k=n+1 k=n+1

Exemple : Série géométrique

qn+1
E2- Silg| <1, R, = i

— q '
Propriété 8 : Le reste converge vers 0

Soit > " u, une série convergente et R,, son reste d’ordre n, alors R,, —— 0.
n—oo

Démonstration

1%, = 8 = B |

ﬂ Un critére simple pour des séries a termes positifs

Propriété 9 : Convergence d’une série a termes positifs

Soit (u,,) suite réelle positive, S, = Z uy,. Alors
k=0

() (S,) est croissante.
(i (Sn) a une limite finie ou +oc.

() Z u, converge si et seulement si (S,,) est magjorée.

Démonstration

Sn+1 — Sn = Unt1 2 0. u

T\

Méthode 1 : Manipulation de sommes de séries dans [0, +oc]
Finalement, dans le cas d’une série & termes positifs, on peut toujours poser

oo
S=> " un €0, +00].

n=0

Le programme autorise alors la manipulation algébrique dans [0, +oc] de sommes de séries d termes positifs
méme divergentes (dans ce cas la somme vaut +oo) pourvu qu’on ne manipule que des nombres positifs ou +oo
(pas de différences, par exemple).

Alors obfenir une somme finie équivaut & la convergence de la série : pratique !

Ce principe est généralisé dans le chapitre sur la sommabilité.
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Séries alternées

Théoréme 1 : Spécial sur cerfaines Séries Alternées (TSSA) - Critére de Leibniz

Siv = (v,), €st une suite réelle telle que
H1 v est & signes alternés c’est-a-direVn € N, v, = (=1)"u, ouVn € N, v, = (—1)"u, ol u = |v|
H2 u = |v| = (Jv,|) décroissante
H3 v, — 0ie u, = |v,| — 0

alors y " v, est convergente.

De plus,

= Lasomme S ale méme signe que son premier terme wy.
m Pour toutn € N, le reste d’ordre n, R,,. a le méme signe que son premier terme v, et vérifie

|Rn| < ‘vn+1| = Un+1-

Démonstration
Supposons par exemple que Vn € N, v, = (—1)"u, OU u = |v|.

= Pour démontrer la convergence, on vérifie que les suites de sommes partielles (S2,) et (San4+1) sont adjo-
centes.

% Pourtout n € N, Soni1 — San = (1) Mugn i1 = —u2ny1 — 0.
*« Pourtoutn € IN,

2n+2 2n+3

So(n+1)41 — S2nt1 = S2nt3 — Sont1 = (—1) Uant2 + (—1) U2n+3 = U2nt2 — U2nt3 = 0

par décroissance de (u,,) Ccroit.

*« Pour toutn € IN,

donc (S2n+1)

nelN’ nelN

2 2 2 1
52(n+1) - SQVL - 52n+2 - S2n - (_1) s U2n+2 iy (_1) s U2n+1 = U2n+2 — U2n+1 < 0

par décroissance de (uy) donc (S2,) décroit.

nelN’ nelN

Les suites (S2n),, o €t (S2n+1), oy SONT dONc adjacentes, elles convergent vers une méme limite.

Un théoréme du cours nous permet alors de conclure que (Sy),,oy Converge (vers cette limite commune).

Ainsi, Y *(—1)"u, converge.

= On propose une démonstration alternative qui a la vertu de permetire une généralisation du théoreme en
utilisant ce qu’on appelle une transformation d’Abel (voir TD, il s’agit d’une IPP discrete).

n

L'idée est de remplacer (-1)" par S;, — S;,_; oU S;, = Z(—l)’“ = 1sin est pair et 0 sinon, et §*; =

k=0
On a alors
n n n n—1 n—1
Sn=> (-1 ux =D (St = Sic1) uk = Y Siuk — Y Sktie1 = Spun + > Sk, (uk — uk11)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

avec, comme (S;,) est bornée, S, u, — 0 et S, (un — unt1) = O (Un — Unt1) OU U, — un41 €St UN terme gé-
néral positif de série télescopique convergente, donc Z Sy, (un — unt1) €St Absolument convergente donc
convergente.
On en déduit la convergence de la suite (S,,) donc de la série Z(—l)”un.

B 0<u—u =51 <Sdonc S abienle méme signe que wvy.

m Puis, pour tout n € IN,
Sont1 <5 < Sany2 < Son,

donc
Sont1 — S2n = —U2nt1 < Ran <0
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et
0 < Ront1 < Uzny2 = Sont+2 — Sont1,

ce qui permet bien de conclure que pour tout n € IN, |R,| < |vnt1]| = uns1 € Que R, ale méme signe que
Un+1-

Exemple

E3— Z 7(_;)71

Exercice 3 : CCINP 8 : TSSA

Remarque
R10 — La transformation d’Abel est I'équivalent discret (et hors-programme) de I'intfégration par partie. Elle s utilise

pour obtenir des informations sur une somme partielle de Ia forme Z UKV

k=0
L'idée est d’interpréter I'un des termes comme la « dérivée discrete » de la somme partielle correspondante.
n
. Sn — Sn—
Sionnote S, = > uk, Alors un = Sp — Sp_q = 22",
n—(n-1)

k=0

n n
On écrit alors Z URVE = UoVo + Z (Sk — Sk_1) v et on sépare la somme deux puis on réindexe la deuxiéme
k=0 k=1
pour obtenir un terme en > ~ Sk (vit1 — vk).

On q, en quelgue sorte, primitivé le terme u;, et dérivé le terme wvy.

m CONVERGENCE ABSOLUE, SERIES A TERMES REELS POSITIFS (MP2I)

I'.l Comparaisons de termes généraux réels positifs

Les résultats de cetfte partie sont valables pour des séries & terme général réel positif. Cependant, I'étude étant
asymptotique, ils s’appliquent plus généralement pour des séries & tferme général positif & partir d’un certain rang.

Dansle cas ou le terme général est de signe constant (& partir d’un certain rang). on se raméne & un terme général
positif quitte & étudier Z(—un) si le signe est négatif.

Théoréeme 2 : Comparaison des séries & termes réels positifs - cas de convergence

Soient (u,,) et (v,) deux suites & termes réels positifs.
Si Z v, converge et sil’'une des hypothéses suivantes est vérifiee :

mu, =0 (v,), mu, =0 (v,), m QPCr uy, < Uy, U, ~ Uy,

alors Z u,, converge.

Démonstration

Dans le premier cas,on ang € Net M € RT tel que Vn > no, un < Mu,.
Si S, et X, désignent respectivement les sommes partielles de Zun et Zvn, alors, tout étant positif,
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Sn < Snp + M(E, — X5,) & partir du rang ne. Comme Zvn converge, (X,) est majorée donc (S,) majorée donc

> u, converge.
Les trois autres cas sont des cas particuliers du premier.

Corollaire 3 : Comparaison des séries a termes positifs — cas de divergence

Soient (uy,) et (v,) deux suites & termes positifs.
Si Z u,, diverge et sil’une des hypothéses suivantes est vérifice :

mu, =0 (v,), mu, =0 (v,), m OPCr u, < Uy, Uy, ~ Uy

alors Z v, diverge.

Démonstration

Contfraposée du théoreme.

Exemple
1 N - 1 1 A o 2 2 ang
E4— Z —om converge car a termes positifs et pour foutn > 1, —om < on terme général d’une série (géométrique)
n n n n n
convergente.

1 1 1 1 1
E5— — converge car a termes positifs et pour tfoutn > 1, — ~ ——— = = — —— ferme général d’'une
Z n? 9 P P " n? n(n+1) n n+1l 9

+oo 2)
série (télescopique) convergente. (On peut montrer que Z — = %.)
n

n=0

<

-

S|

1 . N - \
E6— Z NG diverge car & terme positif et sin > 1,0 <

Propriété 10: Cas de I'’équivalence

Soient (u,,) et (v,) deux suites a termes réels positifs telles que u,, ~ v,,.
Alors Z u,, et Z v, sont de méme nature.

Démonstration

Symétrie de I’équivalence.

Remarque
R11 — Attention, pour les autres relations de comparaisons, ce n‘est pas une équivalence! Si u,, = O (v,,) et Zun

converge, on ne peut rien dire de » _ v, en général.

Exemple
1 1 \ \
E7- — = 0 (1), Z — converge mais Z 1 diverge.

R12— Plus généralement, pour des séries réelles, il suffit que I'une des deux soit de signe constant & partir d'un
certain rang, I’autre aura alors le méme signe par équivalence et le résultat reste vrai.
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Exemple

E8 — E 1 diverge car a termes positifs 1o In (1 + l) = In(n+1) —Inn terme général d’une série (télescopique)
n n n
divergente.

.1 .1 1 N AN o o G ] 1
E9— E sin — converge car sin — ~ — donc a fermes positifs & partir d’un certain rang et E —; convergente.
n n n n

> sin % converge et » " sin % diverge.

E Convergence absolue

Définition 3 : Convergence absolue

Une série Z u, A valeur dans K est dite absolument convergente lorsque la série & termes réels positifs
> lun|converge.

Théoréme 3 : convergence absolue —: convergence

Si"y " u, converge absolument (donc si»  |u,| converge), alors » " u,, converge.
La réciproque est fausse.

Démonstration

m Casol K = R. On écrit u,, = u,} —u, avec

o Un Sl Uup =0 B —Up Siu, <0
Uy = et u, =
0 sinon. 0 sinon.
Comme 0 < uf < |un| et 0 < uy < |unl, Zuj et Zu; convergent.

Donc, par inéarité, > " u, = > "(u! — u,,) converge.

= Cas complexe. > Reu, et Y Jmu, convergent absolument car [Reun| < |un| €t [Jmun| < |u.| donc
convergent.

L -1n" .
Pour la réciproque fausse, E =Dt est convergente mais elle ne converge pas absolument. [ |
n

Remarque

R13 — Lorsqu’une série est convergente mais n’est pas absolument convergente, on dit qu’elle est semi-
convergente.

Propriété 11 : Inégalité triangulaire

Si Z u, est absolument convergente,

+oo +oo
> tn| <) Junl.
n=0 n=0
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Démonstration

Il suffit de I’écrire pour les sommes partielles et de passer a la limite.

S

Méthode 2 : Utilisation de la comparaison pour des séries quelconques

On compare |u,| & une suite (v,,) & termes réels positifs (au moins & partir d’un certain rang), terme général
d’une série convergente.

Dire que u,, = o (v,) OU que u, = O (v,), c'est dire que |u,| = o (v,) OU que |u,| = O (vy,).

Si |un| = o (vn) 0U O (v,) OU < v, APCH, OU ~ v,, alors la série Zun est absolument convergente donc conver-
gente.

Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-convergentes.

Exercice 4 : CCINP 46 : Etude d’une série semi-convergente par développement asymptotique

Critére de d’Alembert (MPI)

Propriété 12 : Critére de d’Alembert

Soit (uy,) suite & termes réels strictement positifs tel que

un+1

— £ € [0,+o0].

Un,
mSil>1, Z u,, diverge grossiérement.

= Sit<1,) u, converge.

m Si¢ =1, on ne peut rien dire en général (cas douteux).

Démonstration

mSie>1etl <q< ¥ apartirduncertainrang N, il > gdonc u, < ¢ Nuy — +o0.
U

n

Un+1

mSi¢<letl < q< 1, &partrdun certain rang N, < g donc u, < ¢" Nuy avec Y ¢" convergente.

n

Donc, comme tout est positif, par comparaison, » ~ u,, converge.

= Si¢=1,0n ne peut rien dire en général. Exemple : ) L > %
n n

Exercice 5: CCINP 6 : Critére de d’Alembert
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ﬂ Comparaison série-intégrale

n Comparaison

S

Méthode 3 : Comparaison série-intégrale, cas décroissant
Soit f : R™ — R décroissante et continue par morceaux.

On observe, pour k € IN, en comparant les aires, De méme, pour k € IN,
Y Y
i
FR) [~ 0
! E k+l v 1 % T
k
/k+1 f@)de < f(k). f(k) < - F(t)dt.
k

On peut alors sommer de 1 & n et rajouter f(0) pour

On peut alors ou bien sommer de 0 & n et obtenir obtenir

ot - fwy<ro+ [ f@a
[ sy s 2 /
0 k=0

Si0 < p < nonpeut aussisommer de p & n pour obtenir
ou bien sommer de 0 & n — 1 et rajouter f(n) pour ob-

tenir > k) < /: f@t)de
[ 10at+ <> s, )
0 k=0

(il faut faire attention dans ce cas & ce que l'intégrale
soit bien définie.)

En résumé,
y y
0 S L £(0 1
f(0) o1 Fy = | f0) | £(1) ’ f(n”
S a7 T
donnent Vn €N, /nf(t)dt+f(n)< " ) < FO) + [ f)at
0 5—0 0
Et
Y Yy
f(P) F(n) i et f(p) ’ 7(n) ‘ i
I p p+1 noop41 I p—1 p n—-1 n

n+1 n n
donnent / fHydt <> fk) < / f(t)dt
P k=p p—1
si f est continue par morceaux sur [p — 1,n].

On peut aussi, suivant les besoins, mixer les deux en sortant un terme d’un cété et en modifiant les bornes de
I'intégrale de I'autre.
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Remarque

R14 — |l estinterdit d'apprendre ces formules par coeur. Le plus important est de savoir les retrouver sur un dessin et
de refaire le calcul.

R15 — On peut aussi faire une comparaison série-intégrale dans le cas d’une fonction croissante.

Exercice 6 : Classique, jadis au programme... Ecrits CCINP 2025!
1. Montrer que si f est continue par morceaux sur [0,+co[, @ valeurs positives, décroissante et si
Vo1, w, = / f(t)dt — f(n), alors > " w, converge...

n—1
(a) ... par un argument géométrique, en interprétant w, comme une aire.
(b) ... plus classiquement en utilisant un encadrement de w.,,.

2. En déduire qu’il existe une constante v (appelée constante d’Euler) telle que H,, = Z % =Inn+~y+o(1).
k=1
Ce développement asymptotique de la somme partielle de la série harmonique est ulfra classique. On ne
connait pas grand-chose de cette constante. On ne sait pas dire si c’est un nombre rationnel ou non, par
exemple.

3. Retrouver le résultat de la question précédente en utilisant une série télescopique.
Celte méthode est absolument & savoir faire.

4. Utiliser le développement asymptotique de H,, pour retrouver la valeur de la somme de la série harmonique
alternée.

n Lien avec I'intégrabilité

La comparaison série-intégrale permet de relier la nature de la série Z f(n) alintégrabilité de f dansle cas d'une
fonction continue par morceaux, & valeurs positives et décroissante.

Exercice 7 : Classique, jadis au programme... Ecrits CCINP 2025! (bis)
Soit f continue par morceaux sur [0, +oc[, & valeurs positives, décroissante. Montrer que

> f(n) converge <= f estintégrable en + oo

Les fermes sont positifs et une comparaison série-intégrale donne, dans [0, +o0],

“+oo

+o0 TES
[ i<y sm<so+ [
0 0

n=0

ce qui permet de conclure.

Séries de Riemann

Théoréme 4 : Séries de Riemann

Soit a € R. .
Y — converge «=a>1
na

Démonstration

Il suffit d"utiliser la fechnique de I'exercice précédent et le résultat connu sur les intégrales de Riemann.
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Remarque

R16— On pose pour a > 1, {(«a) = nia

nenN
¢ est appelée fonction ¢ de Riemann.

T\

Méthode 4 : Régle du n%u,,

Soit » " un une série & termes réels positifs.
. ) 1
m S'il existe a > 1 tel que n®u, — 0, alors u, = O (—) donc » " u, converge.
na
M~ 1 .
= S'il existe a < 1 fel que n®u, — +oo, dlors — = o (u,) donc » _ u, diverge.
na

S L . .
m S'il existe o, ¢ € R tels que u, ~ —, alors E u, converge si et seulement si a > 1.
n

Exemple
__cosn RPN RN 1 1
E10— up = —-. E12— up =e¢™ " OUpBeR. E14— un:nln(1+—)—cos7.
n n
30— o __Arctann Inn
n \/m E]3—un:n7pour,8€R.

Exercice 8: CCINP 7 : Equivalent et signe, nature de série

n Séries de Bertrand (HP mais classique)

Méthode 5 : Séries de Bertrand

A o " 1 o .
I s"agit des séries de tferme général w > 0 avec a, 8 € R. Hors programme, mais trés classique.
n nn

Intuitivement, le terme en In n"a pas une grande influence, donc le comportement correspond & celui d’'une
série de Riemann, sauf dans le cas limite ou « = 1, dans lequel le terme en In peut permettre d’accélérer la
convergence du terme général vers 0 et rendre la série convergente & condition que S > 1.

On montre donc que la série converge si et seulement si ’ a>1lou(a=1etp>1). ‘

On peut par comparaison série-intégrale se ramener au critére de convergence des intégrales de Bertrand
mais il faut également savoir le traiter directement.

m Sia<0ousia=0etB3<0,ilyadivergence grossiere.

= Sia < 1 (englobe le cas précédent) ou (a = 1 et g < 0), b >

1 1
> = C rtir d’un certain rang et -
o (mn)? nopo ir d'un certain rang e § -

diverge donc » °

n>2

bt diverge

n®(Inn)? ge

m Sia>1,avec v €]1,q], ﬁ =o0 (%) et donc par comparaison de termes généraux positifs et la série
n*(lnn n

) 1
de Riemann E — étant convergente, § converge.
n

= n®(lnn)?

m Sia=1et B >0, on obtient la nature de la série d I'aide d’'une comparaison série-intfégrale.
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Exercice 9 : CCINP 5 : Cas particulier de série de Bertrand

E Evaluation des sommes partielles et des restes

La comparaison série-intégrale est un bon outil pour évaluer asymptotiquement les sommes partielles dans le cas de
divergence et les restes dans le cas de convergence dans le cas d’une fonction continue par morceaux et monotone.

Aucun résultat théorique au programme, voyons-le sur quelgues exemples.

Exemple : Cas de divergence
. Aen ) 1 . 1 Ao
E15 — Divergence et équivalent des sommes partielles de E ——— . La fonction f : t — —— est décroissante et
= nlnn tint

positive sur [2, +oo[. Soit avec le w,,, soit : pour fout n € IN,

"ol 1 —~ 1 1 "ol
——dt < < ——dt
/2 tint Jrnlnn ;klnk 21n2+/2 tint

donc

n

1 1 1
_ < < _
In(Inn) — In(In(2)) + o S ké:Q Pk S 9m3 + In(lnn) — In(In(2))

1
k=2
En fait, on a obtenu mieux que cela : En: EEENY In(Inn).
= klnk

n
R . . ) 1
E16 — Tres classique. Méme question pour H,, = E T
k=1
Par comparaison série-intégrale,

1nn+l<Hn<lnn
n

donc H, ~ Inn par encadrement,

E17 - Equivalentde » " k% ola > 0.

k=0

Remarque

R17 — Plus généralement avec une fonction décroissante et continue par morceaux, si Z f(n) diverge et f(n) — 0,
Sn ~ F(n) ou F primitive de f.

Exemple : Cas de convergence

n o0
1 ) . . 1 . ~
E18— On pose S, = 2 et on cherche une estimation asymptotique de R,, = Z 72 Par comparaison a une
k=1 k=n+1
intégrale,
1 1 WHEL ) AR A7) 11
- =/ 7dt<27</ plt=2-5
n+1l N+1 nt1 T k:n+1k n n N
puis en faisant N — +oco
1 1
< Rp < —
n+1 "o
1 =1
et R, ~ - (convergence lente.) Pour une précision de 102 dans le calcul de S = Z 3 il faut prendre
n=0

n = 100.
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Peut-on faire mieux? Oui! On a aussi

1 1 1 1 1 1
— == - =< == =00 § =
’S (Sn+n>‘ ‘Rn n'\n n+1" nm+1) " n?

En considérant S, + l , On obtient une convergence en . Cette fois n = 10 suffit! On parle de technique
d’accélération de Convergence

Remarque

R18 — Plus généralement avec une fonction décroissante et continue par morceaux, si Z f(n) converge de reste

Ro T = / FH)dt et I, = / £t dt,
o o I_[7L+1<Rn<]_[n
ce qui permet d’avoir une estimation asymptotique de R,,.

m FORMULE DE STIRLING (MP2[)

n! ~V2mn (E)
e

Démonstration

= Premiére étape. On montre que n! ~ K(7/e)"y/n avec K > 0.

Soit u, (n/e)nile Lidée est de démontrer que (Inw,) converge, c’est-O-dire que la série
> (nupyr — Inuy) Zl L converge. Or

Untl _ e

un (L Y)Y
donc

Untl _ g 1 LY _ Lyl 1 LW\ _o(L
o o s2) 1o (o02) (o) -0 ()

1 P .
Comme E — converge, Inu, — £ € R efu, — et = K d'ou le résultat.
n

/2
= Deuxiéme étape. Pour déterminer K, on utilise le résultat classique des intégrales de Wallis. Si I,, = / sin” tdt,
0

alors (n + 2)Iny2 = (n+ 1)Lh41. puis (I,) décroit, puis I,41 ~ I, puis (n + 1)1, Ih41 = % puis I, ~ , /2l donc
n

Iy ~ i et
2/n
oy — @n)! 7 N Km(2n)?"e™2"/2n __T
T 4npl2 2 2. 4nK2n2ne—2np K+\2n
d’ou VT puis K ~ /2r donc K = /2.
2v/n K\ﬁ
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Corollaire 4 : Développement asymptotique de In(n!)

On en déduit un développement asymptotique de In(n!).

1 In(2
In(n!) =nlnn —n + % + n(27r)

+o(1)

Démonstration

m SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON (MPI)

Il Cas de divergence

Théoréme 6 : Sommation dans le cas de divergence

Soient u,v € K¥, On note S,,( Z uy, et Sy ( Z v, ON suppose
k=0

H1 v une suite & valeurs réelles posmves.

H2 > v, diverge.

H3 [‘une des hypothése suivantes
(N Siu, =0 (vy). alors Sy, (u) = O (S, (v)).
@iy Siuy, = o (vy,), alors S, (u) = o (S,(v)).
(iify Siwn ~ vy, Alors Sy (u) ~ Sy, (v).

Remarque
R19 — C’estencore valable siv, > 0seulement & partird’un certain rang. Cette hypothése de positivité est capitale !

R20 — A Le sens de la comparaison differe de celui du théoréme classique de divergence par comparaison. De
plus, rien n'impose a la série Z u,, de diverger dans les deux premiers cas. Elle peut tres bien converger.

Démonstration

C’estle méme principe que pour le théoréme de Cesaro. Comme S, (v) — +oo, on aun rang Ny a partir duquel
Sn(v) > 0.
() Ona M € R" etunrang N tel quesin = N, |un| < Mu,.
Sin 2 N, [Sn(u)] < |SN|+ M (Sn(v) = Sn(v)) < [Sn(u)] + MSn(v).
Or S, (v) = 400, donc on aunrang N’ tel que sin > N, |S, (u)

| < Sn(v)
Ainsi, pour n > max(N, N'), |Sn(u)] < (M + 1)S,(v) et Sy (u) = 0 (S

n(” )
(i) Soite > 0. On aunrang N & partir duquel |u,| < Sv,.
Sin 2 N, [Sn(u)] < |SN|+ (Sn(v) = Sn(v)) < [Sn(u )|+§Sn(’0)-
Sin > max(N, No) 5 (1:;‘ < “g”ég)ﬂ 4F 2
Et enfin 524l — 0 donc on a unrang N’ & partir duquel 5l < <.
Donc, sin > max(N, No, N’), |Sn(u)] < €Sn(v) €t Sn(u) = o (Sh(v)).
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n

(i) Siun ~ v, AlOrS wy, = un — vy =0 (vy). SOt T, = Sy (u) — Sn(v) = Zwk =0 (Sn(v)) par (ii). Donc S, (u) ~ S, (v).

k=0
Exemple
1 1 1
E19 - Equivalent de — enutilisantu,, = vn + 1—v/n.u, = ~ terme général positif d’une série
Z (VR Vitl+yn 2v/n
divergente, donc Z % ~ 22 ur = 2(v/n+1—1) ~ 2¢/n. Se retrouve aussi par comparaison série-intégrale.

k=1

Théoreme 7 : de Cesdro

n—1
, L o 1
Siu, — ¢ € K (éventuellement infinie) ef v,, = — E wy, alors v, — £.
n
k=0

Démonstration

On veut montrer que v,, — ¢ soit v, — £ = o (1).

n—1
Oru, — € =0(1) et 1 est un terme général positif de série divergente. Donc Z up —f) =o (Z 1) = o(n) soit
k=1 k=0
encore, en divisant par n, v, — £ =0 (1).

n—1

Siu, € RY — 400, ONn pose S, = Zuk. Alors 1 = o (u,), avec, au moins & partir d'un certain rang u,, > 0,

k=0
. . . : Sn
donc, par sommation des relations de comparaison dans le cas de divergence, n = o (S,,) donc 1] — 400, PUIS
n

Inl

Sh
— +oo donc & partir d’un certain rang S, > 0 et ainsi v, = — — +oo.
De meme ou en changeant u,, en —u,,, Si u, — —00, v, — —o0.

S, =n X

E Cas de convergence

Théoréme 8 : Sommation dans le cas de convergence

Soient u,v € K. On note, sous réserve d’existence, R,,( Z uy et Ry ( Z Uk
k=n-+1 k=n+1
On suppose

H1 v une suite a valeurs réelles positives.

H2 Y v, diverge.

H3 [‘une des hypothése suivantes
() Siu, =0 (vy). alors > u, converge et R, (u) = O (R, (v)).
@iy Siuy, =o(vy,), alors > u, converge et R, (u) = o (R, (v)).

(iify Si w, ~ v,, alors > w, converge et R, (u) ~ R, (v).

Démonstration

() Ona M € RT etunrang N tel que sin > N, |u,| < M, et 3 u, est absolument convergente donc conver-
gente.
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>

k=n+1
R (u) = O (Rn(v)).

(i) Soite > 0.Onaunrang N a partir duguel |u,| < ev, et > u, est absolument convergente donc convergente.
Avec le méme calcul en remplagant M par e, sin > N, |R,(u)| < eR,(v) donc Ry, (u) = o (Rn(v)).

p Y4
< D |lwl < M) v Puis, en faisant p — +oo, [Ra(u)] < MR,(v) donc
k=n+1 k=n+1

Sin,p > N,

(ili) Siwup ~ v, AlOrs |uy| ~ v, €1 Y u, est absolument convergente donc convergente.

“+oo
Wn = Un — Un = 0 (vy) dONC > w, cONverge et Z (ur —vg) =0 (Rn(v)). Or,sip > n,
k=n+1
P P p
Z (ukka): Z U — Z Vk
k=n+1 k=n+1 k=n+1
—+oo
donc, en faisant p — 4o, Z (ur — vg) = Rn(u) — Rn(v) = 0 (Rn(v)) et donc R, (u) ~ Rn(v).
k=n+1

m COMPLEMENT. DEVELOPPEMENT DECIMAL ILLIMITE

Un dernier résultat qui n“est plus dans le programme mais qu’il est bon de connaitre d’une part pour la culture,
et d’autre part pour la démonstration classique de I'indénombrabilité de R par argument diagonal de Cantor (hors-
programme aussi, certes.)

Théoréme 9 : [HP]

Tout réel positif x s’écrit de maniére unique sous la forme

+oo
G,
x:N+O,a1a2...:N+Zlo—n
n=1
oU N € N et (an)n>1 € [0, 9]™" dont les termes ne sont pas constamment égaux & 9 & partir d’un certain
rang.

On aenoutre N = |z]| ef
VneN, a,=[10"z] —10 [10" 'z].

Définition 4 : développement décimal illimité propre

Une telle écriture est appelée développement décimal illimité propre de z.

Démonstration

Remarquons qu’une telle série converge bien (0 (107")).

De plus, si on considére cette série, et sil'on note z,, = L 10on (approximation décimale par défaut de ), alors

on sait déja que z,, — =.

Or a—’; =z, — zn—1 donc la série est télescopique de somme = — zo = = — |z].

De plus, la suite (a,)» ne stationne pas sur 9. Sinon, en considérant p tel que 107z a une partie décimale ne
contenant que des 9, on obtient que 10°z = 1 donc z = 1077 et ainsi, sin > p, a, = [10"z] — 10 LlO”fle =0,ce
qui est contradictoire.

Cela donne I'existence.

+oo
Si lbo—”n = 1 avec pour fout n, b, € [0,9], alors, pour tout n, by, = 9.

n=1
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Démonstration
00 b
Soit z = 10—"” = 0,b1b2bs - - - € [0,1] tel que tous les b, ne soient pas égaux a 9. Montrons que z < 1.
n=1
Soit ng le plus petit entier tel que by, # 9 (donc z =0,99 - - by, brg+1 - -+ ) et

nog—1

Zo= Y b-107 491070 =0,b1--bpy-19=09---9.
k=1

nq fois

Alors 1 —zp = 107" > 0 et comme b,, # 9, x < zo < 1.

Pour I'unicité, si on a un telle écriture, alors

400 n +oo
n_. n j : ag _ n n—k ag

k=1 k=n+1
+o0 an +o0 ax
\Y < 1. Par h thé t d’aprés le lemme, on a en fait — 1, et on obtient
avec kzﬂ = ar hypothése et d’aprés le le k—§:+1 T

[10"z| =10"N + > ax10"~"* ce qui redonne facilement a,, = [10"z] — 10 [10" 'z .

k=1
N = |z] en ufilisant le lemme également.

Remarque

R21 - Les seuls nombres réels & avoir deux développements décimaux illimités sont les nombres décimaux. Le dé-
veloppement illimité propre est celui se ferminant par des 0, I’autre se fermine par des 9.

R22 — Bon asavoir et exercice pas inintéressant : les nombres rationnels sont exactement les réels & écriture décimale
périodique & partir d’un certain rang.
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