K désigne R ou C.
On souhaite généraliser la notion d’intégrale & des intervalles qui ne
sont pas des segments.

n INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE
DE LA FORME [a, +00|

Soit a € R fixé.

Il Intégrale convergente en +c

Définition 1 : Intégrale convergente en +co

Soit f contfinue par morceaux sur [a,+oo[ & valeurs

—+o0

dans K. On dit que / f est convergente lorsque
a

T — / f(t)dt a une limite finie en +oco.

—+o0 400
Dans ce cas, on note / f(t)dt ou / f cette li-
a a

mite.

Propriété 1 : Intégrales de Riemann

. +oo qt
Soit & € R. Lintégrale dite de Riemann / pry
1
converge si et seulement sia > 1.

Propriété 2 : Intégrales exponentielles

+‘

oo

Soit e € R. L'intégrale / e~ “t dt converge si et seule-
0

ment sia > 0.

Propriété 3: Linéarité

+oo
Soient f, g € Cm/([a, +oo[, K), X € K, felles que/ fet

a

400
/ g convergent.
a

oo
Alors / (f + A\g) converge et

/L1+Oo(f+>\g)=/(z+oof+>\/a+oog~

Propriété 4 : Choix de la borne inférieure

+oo
Soient f € Cm([a,+oo[,K), b € [a,+oo[ o/ors/ fet

a

—+ o0
/ f ont méme nature.
b

+o00 b “+oo
Si elles convergent, / 7= / i aF / I
a a b

Intégrales généralisées

00
Propriété 5 : Dérivation de z — / f

+oo
Soient f € C([a, +oo, K) telle que / f converge.

a

oo
Alors ¢ @ x / f est de classe C! sur [a,+oo| et

E Cas des fonctions réelles positives

Propriété 6 : Cas des fonctions réelles positives

Soit f € Cm ([a, +oo], RT).
] —+ oo

f(t)dt est croissante, et / f

converge si et seuleme?n‘ si ' est mgjorée. ¢

Alors F' : = +—

Définition 2 : Intégrale de fonction positive

Soit f € Cm([a, +oo[, RT).
4+ oo
On pose / f la limite finie ou +oo de

F:x»—>/ f(t)dt en +oo.

Théoréme 1 : Convergence d’intégrales de fonctions posi-

tives par comparaison

Soient f,g € Cm([a, +oo[, RT), felles que
+oo
H1 / g converge
H2 [‘une des frois hypothéses suivantes est vérifiee

Auv.de +c0,0< f<g ou f O(g) ou f = olg),

+oo +oo
alors

+oo
Cl / f converge.

Théoréme 2: Divergence d’intégrales de fonctions posi-

tives par comparaison
Soient f, g € Cm([a,+oo[, RT), felles que
+oo
H1 / g diverge
H2 [‘une des trois hypothéses suivantes est vérifiee

Auv.de +00,0<g< f ou g = O(f) ou g = o(f),
—+o0 +oo

alors

—+o0
Cl / f diverge.
a
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Théoréme 3 : Convergence d’intégrales de fonctions posi-

tives par équivalent

Soient f,g € Cm/([a,+oo], RT) telles que f o g. Alors

—+o0 400
/ fet / g ont méme nature.
a a

Intégrabilité sur un intervalle de la forme
[a, +oo]

Définition 3 : Fonction intégrable

Une fonction f est dite intégrable sur [a, +oo[ lorsqu’elle

+oo
est contfinue par morceaux sur [a, +oo| et que / | f] est
a
convergente.
+oo

On dit aussi que f est absolument convergente.

On note f € L!([a, +o0[, K).

Théoréme 4 :I'absolue convergence entraine la conver-
gence

+oo
Si f est intégrable sur [a, +ool, alors / f converge.

La réciproque est fausse en général mais vraie pour des
fonctions de signe constant.

Théoréme 5 : Intégrabilité par comparaison

Soient f, g € Cm([a, +oo[, RT).
= On suppose que

H1 g estintégrable sur [a, +oo|
H2 [‘une des frois hypothéses suivantes est vérifiee

Auv.de +oo, f < g ou f=+(20(g) ou f=+ooo(g)7

alors
C1 f estintégrable sur [a, +oo|.

mSif 9 alors f est intégrable sur [a, +oo si et seule-
ment si g I'est.

Corollaire 1 : Intégrabilité par comparaison, cas général

Soient f, g € Cm([a, +oo], K).

= On suppose que

H1 g estintégrable sur [a, +oo|
H2 [‘une des trois hypotheses suivantes est verifiee

Auv.de +oo, |f|<|g| ou f= 0 (99 ou f= o (9),
—+o0 400

alors
C1 f estinféegrable sur [a, +ool.
mSif o g. alors f est infégrable sur [a,+oo| i et seule-

ment si g I'est.
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Corollaire 2 : Non intégrabilité par comparaison

Soient f, g € Cm([a, +oo[, K).
On suppose que
H1 f n’est pas intégrable sur [a, oo
H2 [‘une des trois hypothéses suivantes est vérifiee

Auv.de oo, |fI<lgl ou f= 0 (9) ou f= o (g),
+oo +oo

alors
C1 g n’est pas intégrable sur [a, +oo].

m INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE

QUELCONQUE

n Cas d’un intervalle semi-ouvert

On généralise les résultats précédents aux intervalles de la forme [a, b[

Oula,blavec a,b € RU {£oo} telsque a < b.

Définition 4 : Intégrale convergente

Soit f continue par morceaux sur [a, b[ (respectivement
|a, b]) & valeurs dans K.

b a®
On dit que / f est convergente lorsque x / f)de

b
a une limite finie en b (respectivement = +— / f(t)dt aune
limite finie en a). ’

b b
Dans ce cas, on note / f(t)dtou / f cette limite.
a a b
Lorsque f est a valeurs réelles positives et que / f)dt

b
diverge, on no’re/ f(@t)dt = 4+o0.
On dit que f aesf intégrable sur [a,b] (respectivement
b
la, b]) lorsque / |f| converge, et on note f € L([a,b], K)

(respec‘rivemen%r f € L(a,b],K).)

Propriété 7 : Intégrales de Riemann

Soit o € R.

1 L .
Bz — W est intégrable sur [1,+oo| (respectivement
x
| — oo, —1]) si et seulement si v > 1.

oz % estinfégrable sur]0, 1] (respectivement [—1, 0[)
x

si et seulement sia < 1.

1 . , .
m Poura =1, z+— — n’estintégrable nien 0, ni en +oco.
x

Théoréme 6 : Intégrabilité par comparaison

Soient f, g € Cm([a,b], K).
m Si g estinftégrable sur [a, b et que I'une des deux hypo-
théses suivantes est vérifice :

Auv.deb. |f] < gl ou f=0(g) ou f=o0(g),

alors f est intégrable sur [a, b].
mSif > g. alors f est intégrable sur [a, b[ si et seulement si
g l'est.

On a un énoncé analogue sur la,b] en comparant au
voisinage de a.
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Corollaire 3 : Non intégrabilité par comparaison

Soient f,g € Cim([a, b], K).
Si f n’est pas infégrable sur [a, b et que I'une des deux
hypothéses suivantes est vérifie :

Auv.deb, |f| < gl ou f=0(g) ou f=o0(g),

alors g n’est pas intégrable sur [a, bl.
On a un énoncé analogue sur la,b] en comparant au
voisinage de a.

Propriété 8 : Indépendance du choix de I'autre borne

Soit f continue par morceaux sur [a, b[, ¢ € [a, b].

Alors / f converge si et seulement si / f converge.

On a un résultat analogue pour une fonction continue
par morceaux sur |a, b].

Propriété 9 : Cas d’une fonction prolongeable par conti-
nuité

Soit —co < a < b < 400 et f continue par morceaux sur
[a, b] & valeurs dans K.

On suppose que f a une limite finie en b, ¢ est-a-dire
qu’elle est prolongeable par continuité en une fonction f
continue par morceaux sur [a, b].

Alors f est intégrable sur [a, b].

On a un énoncé analogue sur |a, b].

E Cas d’un intervalle ouvert

Définition 5 : Convergence d’intégrale et intégrabilité sur un

intervalle ouvert
Soit f continue par morceaux sur |a, b[ & valeurs dans K.
On dit que ’ f est convergente lorsqu’il existe ¢ €]a, b[
(quiest en fait qu(élconque d’apres la propriété précédente)
tel que / fet / f sont convergentes.
Dans ce cas, on note

/abfz/:f(t)dtz/acf(t)dt-i-/cbf(t)dt

b
On dit que f est intégrable sur ]a,b[ lorsque / |f]

converge et on note f € L (]a, b[, K).

Intégrabilité sur un intervalle quel-
conque

I est un intervalle de R d’intérieur non vide.

Théoréme 7 : Lintégrabilité implique la convergence de

lintégrale
Soit f contfinue par morceaux sur I. Si f est intégrable
sur I, alors / f converge.
I

VERSION DU 11 SEPTEMBRE 2026

Propriété 10 : Espace vectoriel L' (I, K)

m L'ensemble des fonctions continues par morceaux inté-
grables sur I a une structure de KK-espace vectoriel. Cet
espace vectoriel est noté L1 (I, K).

®m ['‘application f / f est une forme linéaire de cet

I
espace.

‘
v
v
v

Propriété 11 : Inégalité triangulaire

Si f estintégrable sur I,

‘/If’</1|f"

Propriété 12 : Cas des fonctions & valeurs complexes

‘
N
’

Si f est & valeurs complexes, / f converge si et seule-
I

mem‘si/im(f) ef/jm(f) convergent.
I I

Dans ce cos,/lf:/lme(f)Jri/If}m(f).

n Etude et rédaction de I'existence d’une
intégrale

N

@ Méthode 1 : Etudier 'intégrabilité de f sur un inter-
valle I ou étudier la convergence de

b

f

(ce n’est pas la méme chose )
Position du probléme
B Si [ est un segment, il N’y a pas de probleme.

H Si I est un infervalle borné sur lequel f est bornée,
alors f est intégrable par comparaison & une fonction
constante qui est intégrable. C’est le cas par exemple si
la fonction est continue et prolongeable par continuité
en une borne ouverte (et c’est alors encore plus simple
& justifier : il suffit de considérer I'intégrale sur un segment
du prolongement, qui ne présente pas de probleme).

m Si I est un intervalle ouvert ]a, b[, on étudie séparément

c b
|"existence de / f et f. Le réel ¢ est choisi quel-

conque dans ]a,(fb[ et on est ramené & une étude sur
la, c] et [c, b[ (semi-ouverts).
Cas des fonctions positives
Dans ce cas, la convergence de I'intégrale est équivalente &
I'intégrabilité. Bien insister dans la rédaction :

«Lafonction f : x — - .- est continue (par morceaux),
positive sur I'intervalle ... »
en précisant bien I'intervalle.
S'il est ouvert, on coupe en deux et on étudie séparément les
deux intégrabilités.
Cas des fonctions non positives
.. ni négatives.
Dans ce cas, on s'intéresse soit & I'intégrabilité (absolue

convergence), soit & la (semi)-convergence de I'intégrale
(mais cette derniére n’est pas un objectif du programme).

m PROPRIETES DES INTEGRALES GENERALISEES

Il Relation de Chasles

La notion d’intégrale généralisée se... généralise au cas ou les bornes

ne sont pas dans le bon sens.
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Propriété 13 : Relation de Chasles Propriété 16 : Intégrales de Riemann
1
Soit f € Cm (1, K) telle que / f converge. Soita € Reta,b e R,z — ﬁ est infégrable sur
I r—a
[b, a[ (respectivement |a, b)) si et seulement si o < 1.
() Si J sous-intervalle de I, alors / f converge.
J
(i) Sia,b,c € I éventuellement infinis, E
, Intégration par parties
/ y= / ! +/ g On ne fait pas d’intégration par parties sur des intégrales généralisées :
@ @ ¢ on pourrait faire apparaditre des termes qui n’existent pas.
foutes ces intégrales étant bien convergentes. Donc onrepasse a une intégrale sur un segment, on intégre par parties
puis on passe a la limite.
Propriéteés liees a I'ordre m INTEGRATION DES RELATIONS DE COMPARAI-

SON

‘
N
v
’

Propriété 14 :liée al'ordre

Théoréme 9 : Intégration des relations de comparaison :

Soient f,g € Cn (I, R) telles que /; fet /1 g convergent. cas de divergence

Positivité f > 0 — / f=o. Soit f et g deux fonctions numériques continues par mor-
I ceaux sur [a, b[. On suppose
Croissance f < g — / < / g. H1 g est une fonction a valeurs réelles positives.
I I b

Intégrale nulle Si f est positive, continue et intégrable sur I H2 / g diverge.

etsl /I § = 0 dlors pour fout z € I, f(z) = 0. H3 L‘une des hypothéses suivantes

De fagon equivalente, si f est positive, continue, infe- W sif= O (g), lors / Fe : ( / g)

_>

grable et non identiquement nulle sur I alors / f>0.
I

(i) s,f—o(g olors/ f_x—>b(/ 9)

(ziiiy Si f ~ g, alors/ [~ / g
b @ z—b Jq

Intégrale généralisée dépendant d’'une

On a un énoncé analogue sur |a, b].
borne

Propriété 15 : Dérivation

‘
v
v

Théoréme 10 : Intégration des relations de comparaison :

Les bornes ouvertes peuvent éfre éventuellement infi- cas de convergence
nies.
Soit f et g deux fonctions numériques continues par mor-

b
Si f est confinue sur [a,b] et si / f converge, alors ceausx sur [a, b[. On suppose

b T 3 -
P / F(t) dt est de classe C1 sur [a, bl et ¢ = —F. H1 g est une fonction & valeurs réelles positives.

b
i . b H2 / g converge (c‘est-a-dire g intégrable sur [a, b).
Si f est continue sur ]a,b] et si / f converge, alors a

a

z H3 L'une des hypothéses suivantes
h:z— / f(t)dt est de classe C* surla,b] eth’ = f.

b

@) sif= O(g) alors f intégrable et / e (;)( g)
b

@in si f = o (g). alors f intégrable et / 7= o ( / g)

b
m CHANGEMENTS DE VARIABLE, INTEGRA- (i) Si f ~ g, clors { intégrable ef /m i~ / g
TIONS PAR PARTIES On a un énoncé analogue sura, b].

n Changement de variable

v
‘

Théoreme 8 : Changement de variable

Soita, B,a,b € RU{+oo} et ¢ :]a, B[—]a, b] une bijection
de classe C'. Alors o est strictement monotone.
On suppose que p(u) —a et p(u) —5> b (quitte &
U— u—>

échanger les bornes des infervalles).
b B
Alors [ f(t)dtet Flp(u)¢’ (u) du sont de méme na-

a «@
ture. En cas de convergence, elles sont égales.
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