Extrait du programme officiel :

L'objectif de cette section est :

Intégrales généralisées

— définir, dans le cadre restreint des fonctions continues par morceaux, les notions d’infégrale convergente et d’intégrabilité sur

un infervalle non compact,

On évite fout excés de rigueur dans la rédaction. Ainsi, dans les calculs concrets mettant en jeu l'intégration par parties ou le
changement de variable, on n’impose pas de rappeler les hypotheses de régularité des énoncés.

Les fonctions sont & valeurs dans K, corps des nombres réels ou des nombres complexes.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Intégrales généralisées sur un intervalle de la forme [a, +o0o]

Pour f continue par morceaux de [a, +oo[ dans K, l'intégrale
—+oo x

/ f est dite convergente si la fonction z — / [ aune limite

finie en ~+00. ¢

Si f est continue par morceaux sur [a, +oo[ et & valeurs positives,
“+ o0
I'intégrale /

x
f converge si et seulement si z — / f est ma-
a a
jorée.

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, +oo|
+oo

telles que 0 < f < g, la convergence de / g implique celle

+oo “
de / f.
a +oo 1
Pour a € R, nature de I'intégrale de Riemann / o dt.
1

400
Pour a € R, nature de l'intégrale / et dt,
0

—+o0 —+o0
Notations / f,/ f(t) de.
Intégrale cgnvergeﬁfe en +oo.

—+oo
Dérivation de z — / f si f est continue.

. +oo
Ecriture / f = +oo en cas de divergence.
a

b) Intégrabilité sur un intervalle de la forme [a, +oo]

Une fonction f est dite intégrable sur [a, +oo] si elle est continue

—+ o0
par morceaux sur [a, +oo[ et si / | f| converge.

a

oo

Si f est intégrable sur [a, +oo[, alors / f converge.

a

Théoréme de comparaison : pour f et g deux fonctions continues
par morceaux sur [a, +-oo[, & valeurs dans K :
— si f(x) = O (g(z)). alors I'intégrabilité de g sur [a, +o0|
Tr—r oo
implique celle de f;
— sif(z) ~ g(z),alorsl'intégrabilité de g sur [a, +oo[ €qui-
Tr— 400
vaut & celle de f.

On utilise indifféremment les expressions « f est intégrable sur
+o0
[a, +oo[» et «I’inTégroIe/ f converge absolument ».
a too
Pour f de signe constant, f converge si et seulement si f
est intégrable sur [a, +oo|. ¢
Un calcul montrant que / | f| < 400 vaut preuve d’intégrabilité.
I

Fonction intégrable en +oco. L'étude des intégrales semi-
convergentes n"est pas un objectif du programme.

Le résultat s’applique en particuliersi f(z) = o(g(x)).

T—+

c) Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Intégrale généralisée d’une fonction contfinue par morceaux sur
un intervalle semi-ouvert ou ouvert de R.

b

£(t) dt.

a a
Intégrale convergente en b, en a.

b
Notations 1

b
Ecriture / f = +oo si f est & valeurs dans Rt et d’intégrale di-

a
vergente.
Pour une fonction & valeurs dans R+, un calcul aboutissant & un
résultat fini vaut preuve de convergence.
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CONTENUS

Propriétés des intégrales généralisées : linéarité, positivité, crois-
sance, relation de Chasles.

Intégration par parties sur un infervalle quelconque :
b . b
| #g@ ae=1ralh - [ @ e

Changement de variable : étant données une fonction f conti-
nue sur Ja, b[ et une fonction ¢ o, Bl — ]a, b] bijective, stric-

b
tfement croissante et de classe C?, les intégrales / f(t) dt et

B
F(e(w)) ¢'(u) du sont de méme nature et égales en cas de
convergence.
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CAPACITES & COMMENTAIRES

L'existence des limites du produit fg aux bornes de l'intervalle
assure que les intégrales de fg’ et de f’g sont de méme nature.
Pour les applications pratiques, on ne demande pas de rappeler
les hypothéses de régularité.

Adaptation au cas ou ¢ est strictement décroissante.
On applique ce résultat sans justification dans des cas de chan-
gements de variable usuels.

d) Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

Intégrale absolument convergente.
La convergence absolue implique la convergence.

Une fonction est dite intégrable sur I'intervalle I si elle y est conti-
nue par morceaux et sison intégrale sur I est absolument conver-
gente.

Espace L1(I,KK) des fonctions intégrables de I dans K.

Inégalité friangulaire.
Si f est continue et intégrable sur I, & valeurs dans Rt et si
/f =0, dlors f est identiqguement nulle.

I

Adaptation du théoreme de comparaison en une borne quel-
conque.
b
1
Si a € R, nature de I'intégrale de Riemann / W dz.
a |T—a

On utilise indifféremment les expressions « f est intégrable sur
b

[a, b] » et «I'intégrale f converge absolument ».
a
Fonction intégrable en b, en a.

Pour f intégrable de I dans K, notation / f.
I

La fonction f est intégrable en a (resp. b) si et seulement si
t— fla+1t) (resp. t — f(b—t)) estintégrable en 0.

e) Intégration des relations de comparaison

Intégration des relations de comparaison, pour les intégrales par-
tielles ou les restes : domination, négligeabilité, équivalence.

La fonction de référence est réelle de signe constant.
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KK désigne R ou C.
On souhaite généraliser la notion d’intégrale & des intervalles qui ne sont pas des segments.

n INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE DE LA FORME [a, +00|

Soit a € R fixé.

Il Intégrale convergente en +co

Définition 1 : Intégrale convergente en +oco

“+oo
Soit f continue par morceaux sur [a, +oo[ A valeurs dans K. On dit que / f est convergente lorsque
a
T — / f(t)dt a une limite finie en +co.

+o0 +oo
Dans ce cas, on note / f(t)dt ou / f cefte limite.

Remarque

+ oo + oo
R1- Lorsque / f diverge, I’obje’r/ f(t)dtn’aaucunsens... sauf dansle casou f est & valeurs réelles positives
a a
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(cf partie suivante).

Exemple

E1- e _dt — . I'intégrale est convergente
0o 14tz 27 9 9 '

/+°° dt
E2— —— diverge.
o 1+t

[E]en s
sy

[CIFE

Propriété 1 : Intégrales de Riemann

+oo
Soit a € R. L'intégrale dite de Riemann / 7 converge si et seulement si o > 1.
1

Démonstration

z ¢ LA 1 Sia# 1
Oncolcule/ —=qa—-1 (a—1zot

ce qui permet de conclure.
1 In |z| sia=1

Propriété 2 : Intégrales exponentielles

+oo
Soit « € R. L'infégrale / e~ dt converge si et seulement si o > 0.
0

Démonstration
"o La-e=) sazo .
On colcule/ e dt =< « ce qui permet de conclure.
0 T sia=0

Exercice 1: Cas particulier d’intégrales de Bertrand

+oo
Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel 3 pour que l'intégrale / 5 converge.
2

n t)
Remarque
+ oo
R2 - A Z u, converge — u,, — 0. Ce n’est plus le cas pour la convergence de / I
a

Par exemple, si on considéere la fonction f nulle parfout sauf entre n et n + — ol elle dessine un triangle
n

, . , 1 v 1 )
isocele de hauteur 1, d’aire = pour fout n > 2. Alors f > O,/ < E —= & % —letzx— / f est croissante
n n
a n=2 a

400
donc / f converge, et pourtant f(x) 4 0 lorsque = — +oo.
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Fonction integrable de limite non nulle

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

On peut méme construire une fonction f non bornée dont I'intégrale converge : il suffit que les triangles soient
2
de hauteur n et de base et

FONCTION INTEGRABLE NON BORNEE

0.0 05 1.0 \5 2.0

Par contre, si f a une limite non nulle, I'intfégrale diverge.

Propriété 3 : Linéarité

+oo +oo
Soient f, g € Cpn([a, +oc[, K), X € K, telles que / f et / g convergent.

a

+oo
Alors / (f + Ag) converge et

+oo —+oo —+o0
[ ua= [ rerf s
Démonstration

/:<f+Ag)=[f+x/:gm>/:wfm/:wg. o

Propriété 4 : Choix de la borne inférieure

—+oo —+oo
Soient f € Cp,([a, +00[, K), b € [a, +o0[ alors/ ! ef/ f ont méme nature.
b

a

400 b +oo
Si elles convergent, / J= / f+ / I
a a b
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Démonstration

[o=[=]s :

00
Propriété 5 : Dérivation de z — / f

“+ o0
Soient f € C([a,+oo[, K) telle que / f converge.

a

+oo
Alors ¢ =z +— / f est de classe C* sur [a, +oo[ et ¢’ = —f.

Démonstration

Soit F' la primitive de f qui s’annule en a. La convergence de I'intégrale donne celle de F en +co.
+oo
AIors@:xHEmF—F(x):/ f— F(x) estde classe C' et p = —f. [ |

a

E Cas des fonctions réelles positives

Propriété 6 : Cas des fonctions réelles positives

Soit f € Cm([a, +oo[, RY).

ap —+oo
Alors F : x — / f(¢t) dt est croissante, et / f converge si et seulement si I est majorée.

Démonstration
Attention, f est seulement continue par morceaux : pas de théoreme fondamental de I’analyse. On prend
Y
z < yetonécritque F(y) — F(z) = f(t)dt > 0 par positivité de I'intégrale et bornes bien ordonnées.
Le théoreme de la limite mono‘ror:e permet de conclure. [ |

Définition 2 : Intégrale de fonction positive

Soit f € Cr([a, oo, RT).
+o00o
On pose/

a

f la limite finie ou 400 de F : x +— / f(t)dt en +o0.

Remarque

+oo
R3 - On se permet donc d’écrire / f = 400 en cas de divergence, seulement dans le cas ou f est & valeurs
a

réelles positives.
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Théoréme 1 : Convergence d’intégrales de fonctions positives par comparaison

Soient f, g € Cin([a, +oo[,RT), felles que
+o0
H1 / g converge
H2 [‘une des frois hypothéses suivantes est vérifiee

Au voisinage de +o00,0< f<g ou f+: O(g9) ou f = olg),

alors

+oo
Cl / f converge.

Remarque

R4 — Similaire aux séries.
Il est indispensable que les fonctions soient & valeurs positives!

Démonstration

Dans tous les cas, f = 0(9).Ona A, M € [a,+oo[telsque siz > A, f(x) < Mg(z).

a3 A T A a3
Alors / F)dt = / F@)dt + / F)dt < / f(t)de + M/ g(t) dt qui est majoré car convergent.
a a A a A

Théoréme 2 : Divergence d’intégrales de fonctions positives par comparaison

Soient f, g € Cpn([a, +oo[, RT), telles que
+oo
H1 / g diverge
H2 [‘une des frois hypotheses suivantes est vérifice

Au voisinage de +00, 0 < g < f  ou 9= O(f) ou 9= o(f),

alors

+oo
(& / f diverge.

Démonstration

Contraposée.

Théoréme 3 : Convergence d’intégrales de fonctions positives par équivalent

+oo +oo
Soient f,g € Cp([a, +oo[, RT) felles que f 9 Alors / fet / g ont méme nature.

a

Démonstration

SifJ:;o g,olorsf+:ooo(g) e’rg+:oo(f)(f).

INTEGRALES GENERALISEES - PAGE 7 SUR 20



y MPI — MPI* - LyCEe LECONTE DE LISLE - LA REUNION [(cc) DOO)

EV MG SR

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | %‘* p%
it

[CIFE

Intégrabilité sur un intervalle de la forme [a, +oo]

Définition 3 : Fonction intégrable

Une fonction f est dite intégrable sur [a, +oo| lorsqu’elle est continue par morceaux sur [a, +oo[ et que

+oo
/ | f| est convergente.

+oo
On dit aussi que / f est absolument convergente.

Onnote f € Ll([a,a+oo[7]K).

Exemple
2 q 1 Y . .
E3 - Intégrales de Riemann : z — — est infégrable sur [1, +oo[ si et seulement si a > 1.
T

E4 — Intégrales exponentielles : = — e~ " est intégrable sur [0, +-o0] si et seulement si o > 0.

Théoréme 4 : I'absolue convergence entraine la convergence

+oo
Si f est intégrable sur [a, +oo[, alors / f converge.

La réciproque est fausse en géenéral mais vraie pour des fonctions de signe constant.

Remarque

—+o0
R5 — Le programme sfipule que « Un calcul montrant que / |f| < 400 vaut preuve d'intégrabilité. »

C’est puissant! On peut fravailler dans [0, +oo] lorsque la fonction est positive, et obtenir I'intégrabilité lorsque
le résultat n’est pas +oo.

+oo
R6 — Une intégrale / f convergente mais non absolument convergente et dite semi-convergente.
a

R7 - Comme on |I'a vu avec cet exemple, dans la pratique, pour procéder & une intégration par parties, on se
ramene A une borne finie x puis on passe & la limite. Cela évite de risquer d’écrire des tfermes qui n’existent
pas. Voir plus loin.

Démonstration

Similaire & la preuve pour les séries.

m On suppose f & valeurs réelles. On introduit les parties positives et négatives de f
7T = f%‘fl :x — max(f(z),0) >0et f~ = mT_f sz — max(—f(z),0) > 0.

400
Comme f* et f~ sont positives et majorées par |f| qui est telle que / |f] converge (donc intégrable),

c’estaussile casde fr et f-etdoncde f=f+—f~. ’
m Si f est & valeurs complexes, il suffit de remarquer que |Re f| < |f| et |Im f| < |f| et d’Ufiliser le cas réel.

T gint

= Pour la réciproque fausse, on s’intéresse a I’'exemple trés classique / : dt.
o . . ) * si 1 * 1
Par intégration par parties, si z > ., sint a = 8% - 4 / cost dt, avec 0 < ’Cosx‘ < — donc
.t x ™ 2 2 2
+oo +oo s “+oo
t . t . 1 t
/ Cis dt converge. Ainsi, / % dt existe et vaut —— + / C(; dt.
s s ™ ™
. kT |sint| 1 (™. 2 .
Orsik > 2,/ dt > —/ sinudu = — parle changement de variable v =t — (k — 1).
(e—)x 1t km Jo km
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n—-+oo

s 24~ 1 s ,
Alors [sin| dt > = — ——— +o0: I'intégrale n'est pas absolument convergente.
t T k 9
us k=2

Y=V X
= Y = SINGO /s X

Théoréme 5 : Intégrabilité par comparaison

Soient f,g € Cy,(la, +oo[, RT).

= On suppose que

H1 g estintégrable sur [a, +oo]
H2 [‘une des trois hypotheses suivantes est vérifiée

Au voisinage de +oo, f<g ou f= 0 (g0 ou f= o (g9),

alors
C1 f estinftégrable sur [a, +o0].
mSif 9 alors f est intégrable sur [a, +oo[ si et seulement si g I’est.

Remarque

R8 — Siles fonctions ne sont pas & valeurs positives, on met des valeurs absolues/modules.

Ainsi, si f,g € Cm([a,+oo[,KK) telles que g est intégrable sur [a, +oo] et (f = +(i) (g) ou f = (g)). alors

(0]
o0 e
(5= 9 (gD oulf| = o (gh)denc [ f| converge.

—+o0 “+ o0
Etsi f ~ g, alors | f| ~ |g] eT/ | f| converge si et seulement si / lg| converge.

Corollaire 1 : Intégrabilité par comparaison, cas général

Soient f, g € Cp,([a, +oo[, K).

m On suppose que

H1 g estinfégrable sur [a, +oo]
H2 [‘une des trois hypothéses suivantes est vérifiee

Au voisinage de +oo, |f| <|g] ou f= +(20 (99 ou f= o (g9),

alors
C1 f estinfégrable sur [a, +oo.
mSif 9 alors f est intégrable sur [a, +oo si et seulement si g I’est.
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Corollaire 2 : Non intégrabilité par comparaison

Soient f,g € Cm([a, +oo[, K).
On suppose que

H1 f n’est pas intégrable sur [a, +oo|
H2 [‘une des frois hypothéses suivantes est vérifiee

fI<lgl ou f=01(9) ou f= o (g)),

Au voisinage de +oo,
+ oo + oo

alors
C1 g n’est pas intégrable sur [a, +o0.

Remarque

R9 — A g peut ne pas étre intégrable mais avoir ftout de méme une intégrale convergente!

Exercice 2: CCINP 25 question 1. : Démontrer que, pour tout entier naturel », la fonction ¢ — m est
intégrable sur [0, +oo|.

22+ 3z +1

Exercice 3: Montrerque x — —————
que @ zt+zx2+1

est intégrable sur [0, +o0].

Exercice 4 : Montrer que z — ¢~*" est intégrable sur [0, +oo|.

Exercice 5 : Classique : intégrales de Bertrand

1 N . .
Montrer que f :  — ———— est intégrable en +o si et seulement si
e x

In”
a>1ou (a=1letf>1).

(Méme résultat que sur les séries, mais c’est plus simple & démontrer.)

Onaf:xw % fonction réelle positive sur [2, +o0].
n-x
. 1 1 1 s .
mSia<l, o= O P etz — p > 0 non intégrable sur [2, +o00[, donc f non plus par comparaison.
x*In” x

Sia>1,v€]l,a

1 1 s s . :
—_— = <—) etz —» — > 0 estintégrable sur [2, +o0o[ donc f I'est par comparai-
2o 1n” g z—+oo \ L7 x

son.
B Sia=1letpg#1 /z i _ { —1 r = ! — ! qui converge si et seulement
“Jo tlnfit B-DW ], B-1’ 2 B-1)’ 'z
sig>1.
. Tode z
mSia=8=1, — = [ln\lnt|] =Inlnz —Inln2 — +oo0.
5 tlnt 2
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m INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Il Cas d’un intervalle semi-ouvert

On généralise les résultats précédents aux intervalles de la forme [a, b[ OU Ja, b] avec a,b € R U {£o0} tels que a < b.

Définition 4 : Intégrale convergente

Soit f continue par morceaux sur [a, b| (respechvemen’r la, b]) & valeurs dans K.
b

On dit que / f est convergente lorsque = +— f t)dt a une limite finie en b (respectivement

a

x / f(t) dt a une limite finie en a).
* b b
Dans ce cas, on no’re/ f(t)de ou/ f cette limite.
a a b b
Lorsque f est & valeurs réelles positives et que / f(t)dt diverge, on note / f(t)dt = +o0.

b
On dit que f est intégrable sur [a,b] (respectivement |a,b]) lorsque / |f| converge, et on note
f € LY ([a,b],K) (respectivement f € L!(]a,b],K).) !

Remarque
R10— On dit aussi que f estintégrable en b (respectivement en a).

R11 - Sila borne ouverte est finie et que f possede une limite finie au point, il suffit de faire un prolongement par
continuité : on est ramené & une intégrale sur un segment.

T sint N
Par exemple, T dt converge sans probleme.

R12 - Le programme stipule que « Pour une fonction & valeurs dans R™, un calcul aboutissant & un résultat fini vaut
preuve de convergence », comme dans le chapitre sur la sommabilité.

R13 — Les anciens programmes parlaient d’intégrale impropre en b.

Exemple

E5 — tan n'est pas intégrable sur [0, g [

Propriété 7 : Intégrales de Riemann

A}
|
1Y

Soit o € R.

X % est infégrable sur [1, +oo[ (respectivement | — oo, —1]) si et seulement sia > 1.

]
mz— ﬁ est intégrable sur |0, 1] (respectivement [—1,0[) si ef seulement sia < 1.
x

1 s . .
m Poura =1, z+— — n’estintégrable nien 0, ni en +oc.
d

INTEGRALES GENERALISEES - PAGE 11 SUrR 20



EV MG SR

y MPI — MPI* - LyCEE LECONTE DE LISLE - LA REUNION @@@@

E].
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE | | i:ld 5y
it

[CIFE

Démonstration

1

1
Sio<a<b, / —1)a>1 (o —1)be-t
lnb —Ina Sia=1
Sinon, il suffit de faire un changement de variable x — —z pour sy ramener.

On passe aussi de [1, +oo[ & 10, 1] par changement de variable z +— %

Sla# 1

Exemple

E6— /1 de converge mois/ ’r/ divergent.
o Vit

Théoréeme 6 : Intégrabilité par comparaison
Soient f,g € Cp([a,b], K).

m Si g estintégrable sur [a, b ef que I'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée :

Au voisinage de b, |f| < |g| ou f:(z?(g) ou f:(g(g),

alors f est intégrable sur [a, b].
mSif 9 alors f estintégrable sur [a, b| Si et seulement si g I’est.

On a un énoncé analogue sur |a, bl en comparant au voisinage de a.

v
|

Corollaire 3 : Non intégrabilité par comparaison

Soient f, g € Cm([a,b], K).
Si f n’est pas intégrable sur [a, b] et que I'une des deux hypotheses suivantes est vérifiee :

fI<lgl ou f=(b9(g) ou f=g(g),

alors g n’est pas intégrable sur [a, b.
On a un énoncé analogue sur |a, bl en comparant au voisinage de a.

|
v
Ay

Propriété 8 : Indépendance du choix de I'autre borne
Soit f continue par morceaux sur [a, b, ¢ € [a, b].

Alors / f converge si et seulement si / f converge.
On a un résultat analogue pour une fonction continue par morceaux sur |a, b].

Démonstration

[o-frfs
Propriété 9 : Cas d'une fonction prolongeable par continuité

Soit —o0o < a < b < +o00 ef f continue par morceaux sur [a, b & valeurs dans K.

On suppose que f a une limite finie en b, c’est-a-dire qu’elle est prolongeable par continuité en une
fonction f continue par morceaux sur [a, b].

Alors f est intégrable sur [a, b|.

On a un énoncé analogue sur |a, b).
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Remarque
R14 — Les anciens programmes parlaient d’intégrales faussement impropres.

Démonstration
Il suffit de voir que |f\ ou bien de remarquer qu’au voisinage de b, f = O (1), donc f est intégrable
sur [a, b par Comporolson ]

E Cas d’un intervalle ouvert

Définition 5 : Convergence d’intégrale et intégrabilité sur un intervalle ouvert

Soit f continue par morceaux sur Ja, b[ A valeurs dans K.
b

Onditque / f est convergente lorsqu’il existe ¢ €]a, b[ (Qui est en fait quelconque d’aprés la propriété

précédente) tel que / fet / f sont convergentes.

1= nou= [ o [ o

On dit que f est intégrable sur |a, b[ lorsque / |f| converge et on note f € L!(]a, b[, K).

Dans ce cas, on note

Exemple

E7 — Pourtout a € R, / — dlverge

Remarque

R15 — A Il faut démontrer la convergence des deux intégrales séparément !

Exemple

/2 x
E8 — / tan t d¢ diverge alors que pour tout x € ],g, g [ / tantdt = 0.

_7r/2

Intégrabilité sur un intervalle quelconque

I est un infervalle de R d’intérieur non vide.

Théoréme 7 : Lintégrabilité implique la convergence de I'intégrale

Soit f continue par morceaux sur I. Si f est infégrable sur I, alors / f converge.
I
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Propriété 10 : Espace vectoriel L' (1, K)

m L'ensemble des fonctions continues par morceaux infégrables sur I a une structure de K-espace
vectoriel. Cet espace vectoriel est noté L' (I,K).

= L'application f +— / f est une forme linéaire de cet espace.
I

Remarque

R16 — Donc si f, g intégrables sur I, olors/(af+ﬁg) = a/f+ﬂ/g.
I I I

R17 — A Comme pour les séries, il faut y réfléchir & deux fois avant de séparer une intégrale généralisée en
deux : on a vite fait de manipuler des termes qui n’existent pas... Mais dans le cas des fonctions positives, le
programme autorise de fravailler dans [0, +oo].

R18 — C’est encore le cas en prenant plus généralement les fonctions dont I'intégrale converge. Cependant, I'es-
pace vectoriel en question n’a pas de nom particulier.

Démonstration

On montre facilement qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de K'.

Exercice 6 : classique - montrer que L*(I,K) = {f : I — K, f* € L'(I,K)} aune structure d’espace vectoriel.

Cela repose sur I'inégalité classique déduite de I'identité remarquable 0 < (|z| — |y|)? = 2® — 2|2y| + y* est &
retenir absolument :

1
lzy| < 2 («® +97)

Elle permet de montrer que si f,g € L3(I), alors f x g € L*(I) et de conclure en montrant que L*(I,K) est un
sous-espace vectoriel de K.

Propriété 11 : Inégailité triangulaire

Si f estintégrable sur I,

’/If’</1|f|~

Démonstration

II suffit de passer a la limite dans I'inégalité triangulaire appliquée aux intégrales partielles.

Propriété 12 : Cas des fonctions & valeurs complexes
Si f est a valeurs complexes, / f converge si et seulement si / Re(f) ef / Jm(f) convergent.
I 1 I

Dans ce cos,/lfz/lme(f)Jri/IJm(f).

Démonstration

Propriété générale sur les limites de fonctions.
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ﬂ Etude et rédaction de I'existence d’une intégrale

'

b
Méthode 1 : Etudier I'intégrabilité de f sur un intervalle I ou étudier la convergence de / f

(ce n’est pas la méme chosel)
Position du probléme

m Si [ est un segment,iln’y a pas de probleme.

m Si I est un intervalle borné sur lequel f est bornée, alors f est intégrable par comparaison & une fonc-
fion constante qui est intégrable. C’est le cas par exemple si la fonction est continue et prolongeable
par continuité en une borne ouverte (et c’est alors encore plus simple & justifier : il suffit de considérer

I'intégrale sur un segment du prolongement, qui ne présente pas de probleme).
c b
m Si I est un intervalle ouvert ]a, b[, on étudie séparément I'existence de f et f. Le réel ¢ est choisi

quelconque dans Ja, b[ et on est ramené & une étude sur Ja, ¢] et [c, b] (se?ni-ouvecr’rs).

Cas des fonctions positives
Dans ce cas, la convergence de I'intégrale est équivalente a I'intégrabilité. Bien insister dans la rédaction :

«La fonction f : x — --- est continue (par morceaux), positive sur I'intervalle ... »

en précisant bien l'intervalle.
S’il est ouvert, on coupe en deux et on étudie séparément les deux intégrabilités.

Cas des fonctions non positives
... i négatives.
Dans ce cas, on s'intéresse soit a I'intégrabilité (absolue convergence), soit a la (semi)-convergence de I'in-

tégrale (mais cette derniere n’est pas un objectif du programme).

Exercice 7:x + cos®(1/=) est intégrable sur |0, 1].

2 JrOO
Exercice 8 : Etudier I'existence de I'(z) = / t* e 'dt ol x € R.
0

+oo
Exercice 9 : Existence de / e 'sin(xt) dt pour z € R.
0

Remarque

R19 — A Mauvaise rédaction :

/ e_tsin(xt)dt‘ g/ e fdt < 1...
0 0

Comme pour les séries, c’est & la fonction qu’on s’intéresse et non aux « intégrales partielles ».

Exercice 10: CCINP 28
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m PROPRIETES DES INTEGRALES GENERALISEES

Il Relation de Chasles

La notion d'intégrale généralisée se... généralise au cas ou les bornes ne sont pas dans le bon sens.

Propriété 13 : Relation de Chasles

Soit f € C,, (I, K) felle que / f converge.
I

(0 Si J sous-intervalle de I, alors / f converge.
J

/abf=/:f+/cbf,

toutes ces intégrales éfant bien convergentes.

(i Sia,b,c € I éventuellement infinis,

Démonstration

Si, par exemple, a,c € I et b ¢ I borne supérieure de I |l suffit de faire z — +oo dans la relation de Chasles

/:f:/:ﬂ/jf.

Les autres cas se fraitent de maniére similaire.

E Propriétés liées a I'ordre

Propriété 14 :liée a I'ordre

Soient f,g € C,,(I,R) felles que / fet / g convergent.
1 1
Positivité f > 0 — / f=0.
I

Croissance f < g — /f < /9-
I I

Intégrale nulle Si f est positive, continue et intégrable sur I et si / f=0alors pour foutz € I, f(xz) = 0.
I
De facon équivalente, si f est posifive, continue, intégrable et non identiquement nulle sur I alors
/f>&
I

Démonstration

On traite le cas ou I = [a, b[.
Simples passages a la limite pour les deux premiers.

Pour I'intégrale nulle, = — f est croissante et positive, donc si sa limite est nulle elle est constamment nulle, il

suffit alors d’appliquer la posi’ri\7i’ré améliorée sur le segment [a, z].
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Intégrale généralisée dépendant d’'une borne

Propriété 15 : Dérivation

Les bornes ouvertes peuvent éfre éventuellement infinies.
b

Si f est continue sur [a, b ef si /

a

b
f converge, alors g : x / f(t)dt est de classe C* sur [a,b] et g’ = —f.

b
Si f est continue sur ]a,b] et si /

a

f converge, alors h : x — / f(t)dt est de classe C! surla,b] et/ = f.

Remarque
R20 — Se retrouve avec une primitive.

Démonstration

F primitive de f qui s’annule en a.

giz /b Ft)dt — / £(t) dt = /b F(t)dt — F(z) de classe C' sur [a, b] et ¢/ (z) = —f(z) + 0.

m CHANGEMENTS DE VARIABLE, INTEGRATIONS PAR PARTIES

Il Changement de variable

Théoréeme 8 : Changement de variable

Soit a, B,a,b € RU{+o00} et ¢ :]a, B[—]a, b] une bijection de classe C*. Alors ¢ est strictement monotone.
On suppose que ¢(u) — a ef p(u) —ﬂ> b (quitte & échanger les bornes des intervalles).
U—a u—

—
b B
Alors / f(t)dt ef / f(p(u))¢ (u) du sont de méme nature. En cas de convergence, elles sont égales.

Démonstration

On traite le cas ou ¢ est strictement croissante : les bornes restent « dans le bon sens ».
Siz,y €la, B[, on peut appliguer la formule de changement de variable sur le segment [z, y] :

w(y) y
dt = w))¢ (u) du.
L L fwa / Folu)e @)

Ensuite, siz — a, alors o(x) — a et siy — B, alors (y) — b. Donc, il y a convergence (ou convergence absolue)

B
dans le membre de droite lorsque = — «a puis y — 3 si et seulement si / Flp(u))¢'(u) du converge (ou converge

absolument).
#(y) Yy’
Comme ¢ est bijective et bicontinue (via le théoréme de la bijection), ft)dt = fO)dt otz = ¢ ()
w(x) z’
ety=p @) Aorsz = a <1’ — aety - B <y — b. Donc le membre de gauche converge si et seulement
b

si/ f(t) dt converge.

Remarque

R21 - Méme nature est a prendre au sens convergentes ou divergentes ou absolument convergentes ou semi-
convergentes.

C’est donc trés utile pour étudier la nature d’une intégrale généralisée.

R22 — Le programme autorise |'utilisation sans justification dans les cas usuels : ¢ fonction affine, puissance, expo-
nentielle, logarithme.
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R23 — Mais il vaut mieux insister. Faire un changement de variable avec une rédaction de la forme :« Changement
de variable t = p(u) ol ¢ : --- — - - - bijective et de classe C* ». On peut alors exprimer u = ' (t).

R24 — Sur un segment, la bijectivité n’était pas nécessaire, ici elle I'est.

—+o0 —+o0
Exercice 11 : Trouver un lien entre I'intégrale / e dt et / e% dt.
0 0

dt

7\'/2
——— al'aide des intégrales de Wallis 1V, = / sin® ¢ dt.
(1+1t2) 0

Exercice 12 : Exprimer, pour n € IN, /
0

Exercice 13 : Déduire de I'étude des intégrales de Bertrand en +oo, celle de ces mémes intégrales en 0, a I'aide
. 1
du changement de variable « = =

Propriété 16 : Intégrales de Riemann

Ay

Ay

Ay
H |
\

Soita € R eta,b e R, x — —— estintégrable sur [b, a[ (respectivement |a, b)) si et seulement sia < 1.

|z —al

Démonstration

Changement de variable affine t = x — a. [

Remarque

R25 — Plus généralement, via un changement de variable, la fonction f est intégrable en a (resp. b) si et seulement
Sit— f(a+t) (resp. t— f(b—1t)) estintégrable en 0.

E Intégration par parties

On ne fait pas d’intégration par parties sur des intégrales généralisées : on pourrait faire apparaitre des termes qui
n’existent pas.
Donc on repasse & une intégrale sur un segment, on intégre par parties puis on passe a la limite.

Remarque

R26 — Le programme donne tout de méme un résultat, qu’on évitera d’utiliser : si f et g ont des limites finies en a
b

et en b («si le crochet existe »), les intégrales fget / fg' sont toutes les deux convergentes ou toutes

les deux divergentes (mais seulement ['une peu’r étre semi-convergente contrairement au changement de
variable). Et en cas de convergence, on peut écrire

/fg— fg /fg

(ou le crochet est & prendre au sens des limifes.)

Il est largement préférable, dans la prafique, de repasser par une intégration par parties classique sur un
segment, avant de passer a la limite.
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Exemple
E9 — Par exemple,

/+Oo Sintdt = [—costr"" _/+°° coztdt
0 t t 1, 0 t

n’est pas acceptable. On peut, en modifiant Iégérement ce calcul, le rendre néanmoins exact, et en déduire
la surprenante relation
+oo - +o00 . 2
Sin ¢ Sin ¢
/ sin gt — / (bll’l ) -
0 3 0 t

a2
sinn sSimn-n
(ce qui est encore plus surprenant, c’est que I'on a également E = E 5 >
n

n=1 n=1

+oo
Exercice 14:Siz > 0, on pose I'(z) = / t"~'e~" dt. Trouver une relation entre I'(n + 1) et I'(n) et en déduire I'(n)
0
pour tout n € IN*.

m INTEGRATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

Théoréme 9 : Intégration des relations de comparaison : cas de divergence

Soit f et g deux fonctions numériques continues par morceaux sur [a, b|.
On suppose

H1 g est une fonction & valeurs réelles positives.

b
H2 / g diverge.

H3 L[‘une des hypothéses suivantes

() sif= O alors/ f_Hb </ g)
(iiy si f = crlors/ F= o, (/ g>

(ziiy Si f > olors/ fx_w/

On a un énoncé analogue sur la, b).

Remarque

R27 — A La fonction de référence est toujours & valeurs réelles positives (plus précisément, il suffit quelle soit de
signe constant).

Démonstration

On fraite le cas ou I = [a, b].

() Ona M € R* etunréelc < [a,b] tels que si z € [c,b], | f(z)| < Mg(x) (valable si b = +o0). Si x € [c, b],
/ feae [o=|f o) =mr [ownr [Cg
ovec/g”++oo donconad € [¢b] tel quesiz € [d,b], f‘ M/ /gAInSI pour z € [d, b,

[izuren oo [ 1=, ([)
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g(z). Sz € [c,b],
RTE

0donconad e [cb] tel que

(i) Soit ¢ > 0. On a un réel ¢ € [a, b[ tel quesixe[c,b[,\f(x)\gg
f‘+ f‘s/ I

avec / 99— 400, donc / g > 0 au voisinage de b et
@ T—

a

+§/$ =
2, 9=

(&

f’+/:|f|<

N

Cf’—%/g

r—b

s
/acf‘—%/:gg%/azg.Ainsi,pourace[d,b[, /az <5/ ge’r/ f= o (/ g).
(iii) Sif?golorsh:f—g:c;(g).Donc/:h:/azf—/:g:cb)(/a g)por(ii).Donc/a fx:b/:g

siz e [d,

Théoréeme 10 : Intégration des relations de comparaison : cas de convergence

Soit f et g deux fonctions numériques continues par morceaux sur [a, b|.
On suppose

H1 g est une fonction & valeurs réelles positives.
b
H2 / g converge (c’est-a-dire g intégrable sur [a, b[).

H3 L[‘une des hypothéses suivantes

) L b b
() sif= (l?(g), alors f intégrable et /I = (2 ( /m g)

b b
3in si f = 0 (9), alors f intégrable et / F= 0 ( / g)
b

b
(ziiny Si f ~ 9 alors f intégrable et / f ~, / g
z T—>

x

On a un énoncé analogue surla, b).

Démonstration

On traite le cas ou I = [a, b[.
M 1f] = 0 (g) donc f estintégrable etona M € R* etunréelc € [a,b]tels que siz € [c, b], |f(z)] < Mg(z) (valable

L[ < <o [Cocone 5= 0,(f7s)

@y |f] = g(g) donc f est |n’regroble etsie > 0,onaunréelc e [a,b]tel que siz € [¢,b], | f(z)] < eg(z) (valable si

/IfI /ngﬂC/ f—ng(/bg)-
(iii) Sif?galorsh:f—g o (g) estintégrable e‘r/ / / = (/ ) par (ii). bonc /:fz:b /:9

Sib=+400).Siz € [c,bl,

b_

Exercice 15: Soit la fonction f : x — / e’ dt.
1

1. Déterminer la limite de f(z) en +oo.
2. Déterminer un équivalent de f en +co.

1. +o0 par comparaison & une intégrale de Riemann divergente.

e e 1 [%e e’ e’ 2
4 i i . _ < & - e ~ 2 v t ; ; A A
2. Intégration par parties : f(z) = 95 " 5 + 2/1 2 dt 27 car > o (e ) et application du théoreme
'62
dans le cas de divergence, et g négligeable devant f(z) qui tend vers +oco, donc f(z) = 627« +o(f(z)).
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