Séries numériques

Dans tout le chapitre, IK désigne R ou C.
R3 — Une série n’est rien d’autre qu’une suite. Tous les résultats sur les suites s’ ap-
pliguent donc.

& & & & Py Py . < . P
n GENERALlTES SUR LES SERIES (MP2|) Cependant, en général, c’est en étudiant son terme général u;, (et non les

sommes partielles) qu’on déduit des propriétés de la série.
R4 - Ne pas confondre la série ) u, (qui n’est pas une somme!) et le nombre

n Sommes pGI‘l’ie"eS, convergence, divergence, (lorsqu’il existe) io un € K (qui s’appelle somme de la série et qui n'est pas
somme une somme! C’ggfr)une limite...)

Définition 1 : Série, convergence

Soit (1) new € KN une suite.

Etudier la série de terme général u,,, notée Y up. c’est étudier la suite ‘oz .. . oy
(S)ners OU Propriété 1 : Séries géométriques
nJne

n
Sn= up=ug+u+-+uy K. Si g€ K, la série dite géométrique Y_ q" converge si et seulement si

=0 i +00
) ) o Lorsque c’estle cas, ) q" =
S, est appelée somme partielle d’ordre n de la série Z Wype n=0

Z u, est dite convergente lorsque (S,), converge, divergente sinon.
Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme de la série ) u, le
nombre

+00 n Exemple : Série harmonique alternée
Z u,= lim S,= lim Z U. i
n=0 n—-+oo n~+ook70 (—l)n_
- E1- ) est convergente de somme In2.
Remarque

R1 - Enlever un nombre fini de termes & S, ne change pas sa convergence.

Autrement dit, si T est fini, nele u, et ne%\lun sont de méme nature. Lors- Propriété 2 : Série exponentielle complexe

+00
qu’elles sont convergentes,ona ) u, =
n=0 Pour fout ze C, e* =
R2 - Une série peut n’étre définie que pour n > ng, etonnote Y uy, lasérie dans

n=ny
ce Ccas.
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E Correspondance suite et séries

On a déja vu qu’étudier la série de tferme général u,, c’est étudier la suite (Sp) e
des sommes partielles. On a alors (avec S_; =0)

‘Vne]N, Up = ‘

Inversement, une suite (v,) ,e v Peut-elle étre vue comme suite de sommes partielles
d’une série de tferme général u, ?

Vo = Ug up =
V1 =up+uy uy =
V2 =Ug+uUp+up — Uy =
Un=up+uy+---+up Uup =

Propriété 3 : Série télescopique

Etudier la suite (v,,),, ¢ est étudier la série Y (wn—vp-1) (€N posant v_; =0)
appelée série télescopique.

Corollaire 1

Soit (v,), € KX, La suite (v,) et la série Y (V41— vy) ONt Méme nature et,
si elles sont convergentes,

+00
Z (Vn+1—vp) =
n=0

Exercice 1: Nature de la série ) et calcul de la somme.

n=1

1
)
n

nn+1)

Exercice 2:Naturede ) In
n>1
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Remarque

R5 — Dans la pratique, il est trés rare qu’on prouve la convergence en calculant
les sommes partielles et qu’on puisse calculer explicitement la somme de la
série.

Les séries géométriques et télescopiques en sont de rares exemples.

Espace vectoriel des termes généraux de séries
convergentes

Propriété 4 : Combinaison linéaire de termes généraux de séries conver-

gentes

Si les séries Y u, et Y v, convergent, et si A € K, alors ) (u, + Avy)
converge et

+00

Z (Un +Avp) =

n=0

Remarque
R6— Si ) u, converge et v, diverge, alors ) (u, + vy)
R7 - Si ) uy et ) v, divergent, alors

R8 - Si ) v, diverge et 1€ K, ) (Avy) diverge si et seulement si

Propriété 5 : Convergence des séries a termes complexes

Si Z u, est une série & termes complexe, elle converge si et seulement
siles séries Y Reu, et ) Imu, convergent, et on a alors
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Remarque
R9 — Lorsqu’il y a convergence,

+00 +00
D%e(z un) =) Re(un)

+00 +o00
et Jm| Y up|= ) Imup).
n=0 n=0 n=0 n=0

ﬂ Condition nécessaire de convergence, diver-
gence grossiére

Propriété 6 : Divergence grossiére

Si u, /0, alors _ u, diverge.
On parle de divergence grossiére.

/\ Laréciproque est fausse!
Si up — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la convergence de Y _ uy,.

E Reste d’une série convergente

',
™

Définition 2 : Reste d’une série convergente

+00
Soit 3" u, une série convergente et S= ) u,.
n=0

On appelle reste d’ordre n de la série Z u, le nombre R, =S-S5, quin’a
un sens que si la série converge.

Propriété 7 : Reste sous forme de limite

Avec les mémes hypothéeses,

Exemple : Série géométrique
E2—

VERSION DU 12 MAI 2025

Propriété 8 : Le reste converge vers 0

Soit Z u, une série convergente et R,, son reste d’ordre n, alors R,, ——

n—oo

ﬂ Un critére simple pour des séries ¢ termes posi-
tifs

Propriété 9 : Convergence d’une série a termes positifs

n
Soit (uy) suite réelle positive, S, = Y uy. Alors
k=0

() (Sp) est
(i (Sn) a
(iify >_un converge si et seulement si

Méthode 1 : Manipulation de sommes de séries dans R* u {+oo}
Finalement, dans le cas d’une série a fermes positifs, on peut toujours poser

+00
S=Y upeR* Uf+oo}.
n=0

Le programme autorise alors la manipulation algébrique dans R* u {+oc} de
sommes de séries a termes positifs méme divergentes (dans ce cas la somme
vaut +oo) pourvu qu’on ne manipule que des nombres positifs ou +oco (Pas de
différences, par exemple).

Alors obtenir une somme finie équivaut & la convergence de la série : pro-
fique!

Ce principe est généralisé dans le chapitre sur la sommabilité.
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Séries alternées Il Comparaisons de termes généraux réels positifs

Les résultats de cette partie sont valables pour des séries & terme général réel positif.

Théoréme 1 : Spécial sur cerfaines Séries Alternées (TSSA) - Critére de Cependant, I'étude étant asymptotique, ils s’appliquent plus généralement pour des
Leibniz séries & terme général positif & partir d’un certain rang.

Dans le cas ou le terme général, est de signe constant (O partir d’un certain rang).

on se raméne & un terme général positif quitte & étudier Y (- uy) si le signe est négatif.

Si v=(vp), est une suite réelle telle que
H1 v est & signes alternés c’est-a-dire
Théoréme 2: Comparaison des séries a termes réels positifs — cas de

H2 convergence
H3 Soient (u,) et (v,) deux suites & termes réels positifs.
alors Si et sil'une des hypothéses suivantes est vérifiee :
mup=0(vy), B u, =0(vy),
De plus,
m OPCr u, < vy, WU, ~ Uy
= Lasomme S a le méme sighe que Slais
m Pourtout neN, le reste d’ordre n, R,,, dle méme signe que son premier
ferme et vérifie
Corollaire 2 : Comparaison des séries a termes positifs — cas de diver-
IRyl < gence
Exemple Soient (u,) et (v,) deux suites & termes positifs.
- Y (=" Si et sil'une des hypothéses suivantes est vérifiée :
mup=0(vy), B U, =0(vy),
m OPCr u, < vy, WU, ~ Uy
Exercice 3 : CCINP 8 : TSSA Slais
Exemple
m = A E4 ! E5 ! E6 !
CONVERGENCE ABSOLUE, SERIES A TERMES - Yo "Xz "Ly

REELS PosITIFs (MP2I)
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Propriété 10: Cas de I'équivalence Théoréme 3 : convergence absolue — convergence

Soient (u,) et (v,) deux suites & termes réels positifs telles que u,, ~ v,. Si Y u, converge absolument (donc si Y_|u,| converge), alors Y up
Alors Y uy et ) v, sont de méme nature. converge.
La réciproque est fausse.

Remarque

R10 — Aftention, pour les autres relations de comparaisons, ce n’est pas une équi- Remarque

valence! Si u, = 0(vy) et ) u, converge, on ne peut rien dire de ) v, en , - I
" (vn) &F 3 un 9 P Lvn R12 - Lorsqu’une série est convergente mais n’est pas absolument convergente,

général. on dit qu’elle est semi-convergente.
Exemple

1 1 \ ,
E7 — == 0w,y = converge mais )_1 diverge.

Propriété 11 : Inégalité triangulaire

R11— Plus généralement, pour des séries réelles, il suffit que I'une des deux soit de Si ) un est absolument convergente,
signe constant & partir d’un certain rang, I'autre aura alors le méme signe
par équivalence et le résultat reste vrai.

Exemple
E8 — Z l 1
n 6
56 Zsini, Zsin%, Zsini. e Méthode 2 : Utilisation de la comparaison pour des séries quel-

conques

On compare |uy| & une suite (v,) & termes réels positifs (au moins & partird’un
certain rang), ferme général d’une série convergente.

E Dire que u; = o(vy) OU que u, = O(vy), c'est dire que |uy,l = o(vy) OU que
Convergence absolue |n| = O (vn).
Si lunl =0 (vn) OU O (vy) OU < vy, APCT, OU ~ vy, alors la série Y uy, est absolument
convergente donc convergente.

Une série ) u, & valeur dans K est dite absolument convergente Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-convergentes.
lorsque la série a termes réels positifs converge.

Définition 3 : Convergence absolue
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Exercice 4 : CCINP 46 : Etude d’une série semi-convergente par développement
asymptotique

Critére de d’Alembert (MPI)

Propriété 12 : Critére de d’Alembert

Soit (u,) suite a termes réels strictement positifs tel que

Untl _ pe 0, +o0l.
Un

mSi‘>1,

mSit<l,

mSi‘=1,

Exercice 5: CCINP 6 : Critére de d’Alembert

ﬂ Comparaison série-intégrale

n Comparaison

N\

Méthode 3 : Comparaison série-intégrale, cas décroissant

Soit f: R* — R décroissante et continue par morceaux. On observe, pour
keIN, en comparant les aires,

y

k+1
fde< flk).

flk) [~
k k+1

SERIES NUMERIQUES -
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On peut alors ou bien sommer de 0 & n et obtenir
f fnde< Z fk)
ou bien sommer de 0 & n—1 et rajouter f(n) pour obtenir

f(t)dt+f(n) < Z fk).
k=0

De méme, pour ke N,
y

k
flo) <f f(ode.
fk) k-1

k-1 k

On peut alors sommer de 1 & n et rajouter f(0) pour obtenir
12 n
Y F(k) < f0) +f fode.
k=0 0

Si 0 < p < non peut aussisommer de p & n pour obtenir

PAGE 6 SUR 10

Z f(k)< f(t)dt
(il faut faire attention dans ce cas & ce que l'intégrale soit bien définie.)
En résumé,
y y
0| . [ Fa--- FO | @
1O f-D| f(n) ! et | ! ! ’ f(n) }
0 1 n-1 n 0 1 n-1 n
n n n
donnent VnelN, fde+fm) <y, f(k)gf(0)+f fde
0 k=0 0
Et
y y
(p) (p)
fp o et 1 fp ’f(n)}
! p p+1 n n+l1 ! p-1 P n-1 n
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n

n+l1 n
donnent f fde< ) flk) < f(ode
p k=p 1

p-
si f est continue par morceaux sur [p—1,n].

On peut aussi, suivant les besoins, mixer les deux en sortant un terme d’un
coté et en modifiant les bornes de I'intégrale de I'autre.

Remarque

R13 — Il est interdit d’apprendre ces formules par coeur. Le plus important est de
SaAvoir les retrouver sur un dessin et de refaire le calcul.

R14 — On peut aussi faire une comparaison série-intégrale dans le cas d’une fonc-
fion croissante.

Exercice 6 : Classique, jadis au programme... Ecrits CCINP 2025!
1. Montrer que si f est continue par morceaux sur [0, +oo[, & valeurs positives,
n
décroissante etsivn>1, w, :f f(nde- f(n), alors Y w, converge...
n-1

(a) ... par un argument géométrique, en interprétant w,, comme une aire.
(b) ... plus classiquement en utilisant un encadrement de w;,.

2. En déduire qu’il existe une constante y (appelée constante d’Euler) telle que
n

Hy=Y 1 =Inn+y+o(l).

=1k
Ce développement asymptotique de la somme partielle de la série harmo-
nique et ultra classique. On ne conndit pas grand chose de cette constante.
On ne sait pas dire c’est c’est un nombre rationnel ou non, par exemple.

3. Retrouver le résultat de la question précédente en utilisant une série téles-
copique.
Cette méthode est absolument & savoir faire.

4. Utiliser le développement asymptotique de H,, pour retrouver la valeur de
la somme de la série harmonique alternée.

VERSION DU 12 MAI 2025

H Séries de Riemann

Exercice 7 : Classique, jadis au programme... Ecrits CCINP 2025! (bis)

Soit f continue par morceaux sur [0,+co[, @ valeurs positives, décroissante.
Montrer que

n
Y f(n) converge < ( f f(t)dt) converge
0 n

Remarque

R15 — Une fonction positive et continue par morceaux sur [0, +oo[ sera dite inté-
grable sur [0, +oo[ lorsque x — fxf(t) dr a une limite finie en +oo, ce quirevient
de nouveau a dire que cette fonction croissante est majorée.
Une variante du résultat précédente s’énonce donc :

Y f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur [0, +ool.

Théoréme 4 : Séries de Riemann

Soit a e R. "
) — converge <
an

Remarque
R16— Onpose poura>1,{(@)= Y La

nelN*
{ est appelée fonction ¢ de Riemann.

Méthode 4 : Régle du n“u,
Soit Z u, une série a termes réels positifs.

m Sl existe a > 1 tel que (n%uy,) est bornée (par exemple n%u, — 0), alors
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1
=@ (ﬁ) donc Y uy converge.
s 1 ,
m S'il existe a <1 fel que n%u, — +oo, alors — =o(u,) donc ) up diverge.
n

. ) l . .
m S'il existe a,¢ € R tels que uy ~ — . alors )" un converge si et seulement si
n

a>1.

Exemple
E10— u __cosn b Arctann
- Up= . - Up= —
n3 " vn+1

E12 - un:e’”ﬁ ou feR.

E13— 1n= 27 pour feR.
P

1
- COos —.

Vn

1
E14— unznln(1+—
n

Exercice 8 : CCINP 7 : Equivalent et signe, nature de série

Séries de Bertrand (HP mais classique)

T\

Méthode 5 : Séries de Bertrand

Il s’agit des séries de terme général > 0 avec «,f € R. Hors pro-

n%(nn)p
gramme, mais trés classique.

Intuitivement, le tferme en In Nn'a pas une grande influence, donc le compor-
tement correspond & celui d’une série de Riemann, sauf dans le cas limite ou
a =1, dans lequel le terme en In peut permetire d’accélérer la convergence du
terme général vers 0 et rendre la série convergente a condifion que > 1.

On montre donc que la série converge si et seulement si
a>1ou(a=1et f>1).

m Cas de divergence grossiére :

[ElzenE]
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE b hé‘-_i
wr "
[CIFE

m Si a<1 (englobe le cas précédent) ou (a =1 et <0), on minore asympftoti-
quement le terme général.

m Si a>1,on applique une regle du n'u,

m Sia=1et >0, on obtient la nature de la série a I'aide d’'une comparaison
série-intégrale.

Exercice 9: CCINP 5 : Cas particulier de série de Bertrand

n Evaluation des sommes partielles et des restes

La comparaison série-intfégrale est un bon outil pour évaluer asymptotiquement

les sommes partielles dans le cas de divergence et les restes dans le cas de conver-
gence.

Aucun résultat théorique au programme, voyons-le sur quelgues exemples.

Exemple : Cas de divergence

E15 - Divergence et équivalent des sommes partielles de )

n>2 nlnn

n
& - N . 1
E16 — Trés classique : Méme question pour Hy, = )| s
k=1

n
E17 - Equivalentde ) k% ol a>0.
k=0

Remarque

R17 — Plus généralement avec une fonction décroissante et continue par mor-
ceaux, si y_ f(n) diverge et f(n) — 0, S, ~ F(n) oU F primitive de f.

Exemple : Cas de convergence
n
E18— On pose S, = Y
k=1

= et on cherche une estimation asymptotique de
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o= ¥ o m SOMMATION DES RELATIONS COMPARAISON
(MPI)

Il Cas de divergence

Théoréme 6 : Sommation dans le cas de divergence
Remarque

R18 — Plus généralement avec une fonction décroissante et continue par mor- Soient ue KN, v une suite reeIIe positive. On suppose que ¥ v, diverge.
(e0) n
ceaux, si y_ f(n) converge de reste Ry, I:f0 f(ndret I :fo f(ndt, On note S, = kzo up etz, = kzo Uk
I-Int1 <Rp<I-1y (i) SI

ce qui permet d’avoir une estimation asymptotique de R;,.
(iny Si
(iiiy Si

m FORMULE DE STRILING (MP2I)

Remarque

R19 — C’est encore valable si v, > 0 seulement & partir d’un certain rang. Cette

Théoréme 5 : Formule de Stirling hypothése de positivité est capitale!

R20 — A C’est piégeux car la comparaison n’est pas dans le méme sens que
celle du théoreme de divergence par comparaison. Il ne faut donc pas se
fromper.

Par ailleurs (et par conséquent), rien n'impose & la série Y u, de diverger ici
dans les deux premiers cas. Elle peut éfre convergente!

A
3
‘ ‘

Corollaire 3 : Développement asympiotique de In(n!)
Exemple

On en déduit un déeveloppement asymptofique de In(n!) : 3 noq
E19 - Equivalentde ) i en utilisant u, = vn+1-/n.
k=1
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Théoréme 7 : de Cesdro Théoréme 9 : [HP]
) . o 1 n—1 < P sz ‘s P
Si tn — ¢ € K (éventuellement infinie) et v, =~ Y ug alors v, — ¢. Tout reel positif x s’écrit de maniére unique sous la forme
nk:O o 4
x=N+0a1ay...= N+ =£
n=1 10"
~ ]1\]*
E Cas de convergence Ou N e ]N ef (@n)n>1 € [0,9] Fjonf les fermes ne sonf pas constamment
égaux a 9 a partir d’un certain rang.
Théoréme 8 : Sommation dans le cas de convergence On aenoutre N = |x] et
Soient u € KN, v une suite réelle positive. On suppose que ¥ v, vnelN, a,=[10"x|-10[10""x|.
converge.
+00 +00
On nofe, sous réserve d'existence, Ry = . —Zn:+1 u et pn = . _;H Vk: Définition 4 : développement décimal illimité propre
() Si Une telle écriture est appelée développement décimal illimité propre
de x.
(ify Si
Remarque
R22 — Les seuls nombres réels & avoir deux développements décimaux illimités
(iiny Si sont les nombres décimaux : le développement illimité propre est celui se
ferminant par des 0, I’autre se termine par des 9.
R23 — Bon & savoir et exercice pas inintéressant : les nombres rationnels sont exac-
fement les réels & écriture décimale périodique a partir d’un certain rang.
Remarque

R21 — C’est encore valable si v, > 0 seulement & partir d’un certain rang.

m COMPLEMENT : DEVELOPPEMENT DECIMAL ILLI-
MITE

Un dernier résultat qui n’est plus dans le programme mais qu’il est bon de connaitre
d’une part pour la culture, et d’autre part pour la démonstration classique de I'indé-
nombrabilité de R par argument diagonal de Cantor (hors-programme aussi, certes.)
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